Legyen A(G) a G graf csucsainak maximalis fokszama, x(G) pedig G kromatikus szdma. A mohé
szinezésbél azonnal latszik, hogy x(G) < A(G) + 1.

Brooks tétel, 1941 Ha G dsszefiiggd és nem teljes graf, és nem is pdratlan kor, akkor x(G) < A(G).

El6szor egy gyengébb tételt bizonyitunk be.
Gyenge Brooks tétel Ha G dsszefiiggé és nem reguldris, akkor x(G) < A(G).

Els6 bizonyitas. Mivel G nem reguldris, létezik egy A = A(G)-nél kisebb foku cstcs, legyen ez
vp. Mivel G Osszefiiggd, létezik egy F' feszitéfdja. Legyen ennek egy v,—t6l kiillonbozé levele (1-
fokd csicsa) v1. (Ilyen van, mert minden fianak van legaldabb két levele.) Legyen vy az F — v; fa
(fa, mert F egy levelét hagytuk el) egy v,~t6l kiilonboz6 levele. Es igy tovabb, altalaban legyen v;

az F' — {v1,...,v;_1} fa egy v,~t6l kiilonbozo levele. gy megkaptuk G cstcsainak egy vy, va, ..., Un
sorrendjét. Most pedig szinezziik ki a csticsokat ebben a sorrendben, A szinnel. Az i—edik 1épésben (i <
n) az aktudlis v; cstcsnak van még egy vj, i-nél nagyobb indextl szomszédja, hiszen a vj, Vi1, ..., v,

csucsok Osszefiiggd grafot feszitenek G—ben. Ezért v;—nek legfeljebb A — 1 mdr kiszinezett szomszédja
van, igy a rendelkezésre all6 A szinb6l tudunk neki vélasztani szint. Amikor végil v,—et akarjuk
szinezni, akkor persze mar az Osszes szomszédja ki lesz szinezve, de sebaj, szerencsére neki legfeljebb
A — 1 szomszédja van, tehat itt sem akadunk el.

Maisodik bizonyitas. A csicsok szamdra vonatkozo teljes indukciéval bizonyitunk. Természetesen
1 csucsu grafokra igaz a tétel, s6t, 2 és 3 cstcsu grafokra sem tilzottan megerdlteté belatni. Tegytik
f6l, hogy G—nek n csicsa van, és n—nél kevesebb cstcsu grafokra mar belattuk az allitdst. Mivel G
nem reguldris, 1étezik egy A = A(G)-nél kisebb foku cstcs, legyen ez v. Tekintsiik a G — v grafot. Ez
mar nem feltétleniil Gsszefliged, legyen K ennek egy tetszOleges Gsszefliggh komponense. Két esetet
kiilonboztetiink meg.

1. eset. K regularis. Mivel K—nak legalabb egy csticsa Gssze volt kotve v-vel is, ezért K—ban nem
lehet minden csics foka A. Vagyis A(K) < A(G) — 1. Ezert K kiszinezheté A(G) szinnel, hiszen
V(K) < A(K) +1 < A(G).

2. eset. K nem regularis. Nyilvin A(K) < A(G), és K 0Osszefiiggd, tehat alkalmazhatjuk az
indukciés feltevést, ennek alapjan K kiszinezheté A(G) szinnel.

Tehdt G — v minden Osszefiiggé komponense kiszinezheté A(G) szinnel, vagyis az egész G — v is
kiszinezhet6 A(G) szinnel. Hat akkor szinezziik is kil Mivel v foka G-ben kisebb mint A, vt is ki
tudjuk szinezni a A szin valamelyikére.

A Brooks tétel bizonyitasa. Ismét a csticsok szamara vonatkozé teljes indukciéval bizonyitunk. 1,
2, 3 csucsu grafokra nyilvan igaz a tétel. Tegytlik f6l, hogy G—nek n csicsa van, 0sszefliggs, nem teljes
graf, és nem is paratlan kor, és n—nél kevesebb cstcsu grafokra mar beldttuk az éllitast. Ha A(G) = 1,
akkor G (mivel Gsszefiiggd) nem is lehet mas, mint két csicsu teljes graf, ami egy teljes graf lenne, de
feltettiik hogy G nem az. Ha A(G) = 2, akkor G vagy egy 1t, vagy egy paros kor, ekkor x(G) = 2.
Tehat ekkor is igaz a tétel. Legyen tehat A(G) > 3.

Tegyiik fel, hogy G-—nek van egy v elvdgé pontja. Ekkor G felbothatd két Osszefiiggod részgrafra,
Ki—re és Ko—rte, amelyeknek csak v a kozos csiicsa. Mivel a v csics foka K1—ben és Ko—ben is kisebb
mint A, K is, és K> is kiszinezhet$ A szinnel: ha valamelyikiik paratlan kor lenne, akkor kiszinezhet6
3 < A szinnel, ha valamelyikiik teljes graf lenne, akkor annak legfeljebb A csicsa van, tehat ekkor is
elég A szin, a tobbi esetben pedig az indukcids feltevés alapjan lesz elég a A szin. S6t K1—ben a szinek
megfeleld cseréjével elérhetjiik, hogy v szine K1—ben és Ko—ben ugyanaz legyen, igy Osszeilleszthetjiik



a két részt, és megkapjuk G szinezését A szinnel. Tehat mostantdl feltessziik hogy G 2—0sszefiiggd.

Legyen v, egy A fokszamu csics. Ha mind a A darab szomszédja Ossze van egymadssal kotve,
akkor ezek v,—nel egyiitt egy A + 1 csticsu teljes grafot feszitenek. Ebben minden csiics foka A, tehat
egyiknek sincs tovabbi szomszédja. Viszont G 6sszefliggd, ezért G maga egy A + 1 csticsu teljes graf
lenne, ami ellentmond a feltevésnek.

Tehat van v,—nek két szomszédja, mondjuk vy és vo, amik egymadssal nem szomszédosak. Két
esetet kiilonboztetiink meg.

1. eset. G — {v1,va} Osszefiiggd. Vegyilk a G — {v1,va} grafnak egy F feszitofajat.

Legyen ennek egy v,—t6l kiilonbo6zé levele vs. Legyen vy az F'—v3 fa egy v,—t0l kiilonbozé levele. Es
igy tovabb, dltaldban legyen v; az F' — {vs,...,v;_1} fa egy v,~t6l kiilonb6z6 levele. Igy megkaptuk G

csucsainak egy v, v9, ..., v, sorrendjét. Szinezziik ki a csticsokat ebben a sorrendben, A szinnel. A v
és v9 csucsok nem szomszédosak, szinezziik ki 6ket ugyanazzal a szinnel. Az i—edik 1épésben (2 < i < n)
az aktudlis v; csticsnak van még egy vj;, +nél nagyobb indexi szomszédja, hiszen a v;, viy1,...,v,

csucsok Osszefliggb grafot feszitenek G—ben. Ezért v;—nek legfeljebb A — 1 mdr kiszinezett szomszédja
van, igy a rendelkezésre all6 A szinbél tudunk neki vélasztani szint. Amikor végiil v,—et akarjuk
szinezni, akkor persze mar az 0sszes szomszédja ki lesz szinezve, de szerencsére két szomszédja, vy és
v9 egyforma szini. Tehat itt sem akadunk el.

2. eset. G — {v1,v9} nem Osszefliggd. Mivel G 2-Osszefliggd, ezért felbonthat6 egy K és Ko
Osszefliggd részgréafra, amelyeknek csak vy és vy a kozos csucsa. Legyen K| Kj és a vivg él, Ky Ko
és a vivg él. Konnyen lathaté hogy A(K]) < A és A(K)) < A. Tegyiik fel, hogy egyikiik sem
A + 1 csicsu teljes graf. Ekkor az indukcids feltevés szerint mindkét komponens szinezheté A szinnel.
(Akkor is, ha valamelyik éppen egy paratlan kor, mert A > 3.) Rdaddsul v; és vy szine mindkét
rész szinezésében kiilonbozo, hiszen Gssze vannak kotve. Tehat mondjuk Ki—-ben a szinek megfeleld
cseréjével elérhetjiik, hogy vy illetve vy szine K1—ben és Ko—ben ugyanaz legyen, igy Osszeilleszthetjiik
a két részt, és megkapjuk G szinezését A szinnel.

Egyetlen egy lehetéség maradt, hogy Ki vagy K5, mondjuk K| éppen egy A + 1 csticsu teljes
graf. Ekkor K7 (nem K]!) kiszinezhetd A szinnel tgy, hogy a vy és ve csticsok szine megegyezik.
Viszont Ks—ben ekkor vy és vy foka is 1. Huzzuk 6ssze Ko—ben a v és vy csicsokat, legyen az 1j cstcs
v” és a kapott graf KJ. A v” csics foka 1 vagy 2, tehat alkalmazhatjuk az indukciés feltevést, K
kiszinezhet6 A szinnel. Ebbél kapjuk Ko egy A—szinezését, ahol v1 és vy szine megegyezik. Megint
Ki-ben a szinek alkalmas cseréjével elérhetjiik, hogy v1 és vg szine K1—ben és Ko—ben ugyanaz legyen,
igy Osszeilleszthetjiik a két komponenst, és megkapjuk G szinezését A szinnel.

KESZ!

Paratlan korre és teljes grafra egyébként konnyen lathato, hogy x = A + 1.



