Dirac, Ore, Pésa és Chvatal Hamilton-korokrol sz6l6 tételei

Def.: A G graf Hamilton-kore (Hamilton-itja) a G olyan kore (iitja), mely G minden csicsat
tartalmazza.

Mivel egy korben (itban) szerepl$ minden cstcs kiilonbozo, ezért a Hamilton-kor (Hamilton-
ut) a G graf olyan bejardsa, mely G minden csicsat pontosan egyszer érinti.

Allitas: Haa véges G grafban létezik Hamilton-kor (ill. Hamilton-ut), akkor G-nek & tetsz6leges
pontjat torolve, a keletkez6 grafnak legfeljebb & (ill. £+ 1) komponense van.

Biz.: Ha a G graf maga egy Hamilton-kor (Hamilton-ut), akkor az allitds vilagos. Ha G-nek
tovabbi élei is vannak, akkor a pontok torlése utan keletkezo komponensek szama csak csokkenhet.

A fenti feltétel sziikséges, am nem elégséges. A Petersen-grafnak nincs Hamilton-kore, noha
teljesiti a feltételt. Ha volna Hamilton-kore, akkor 3 szinnel szinezhetnénk az éleit 1igy, hogy az
azonos szini élek paronként diszjunktak legyenek. (A Hamilton-kor 10 élére kell 2 szin, a kimaradé
élek pedig diszjunktak, mivel a Petersen-graf 3-reguldris.) Marpedig a kiils6 6tszog és a hozzd
csatlakozo élek 3-szinezése (a szimmetria miatt) lényegében egyértelmi, és ez nem terjesztheto ki
globalis 3-szinezéssé.

Ha a Petersen-graf kiilsé korébol a, belsé korébol pedig b csicsot hagyunk el, akkor a kiilso
ill. bels6 koron keletkezo komponensek szama legfeljebb a ill. b, vagyis a grafnak nem keletkezhet
Osszességében a + b-nél tobb komponense.

/

Vannak azonban j6l hasznalhato, elégséges feltételek is Hamilton-kor 1étezésére.

Tétel: [Dirac tétele] Ha az n ponti (n > 3), egyszerii G graf minden pontjanak foka legaldbb
5, akkor G-nek van Hamilton-kore.

Tétel: [Ore tétele] Ha az n pontd (n > 3), egyszeri G graf olyan, hogy uv ¢ E(G) esetén
d(u) + d(v) > n (azaz Osszekotetlen csticsok fokszamosszege legaldbb n), akkor G-nek létezik
Hamilton-kore.

Ha egy grafra teljesiil a Dirac feltétel, akkor teljesiil ra az Ore is. Ezért a Dirac tétel kovetkezik
az Ore tételbol.

Tétel: [Pdsa tétele:] Ha az n ponti (n > 3), egyszerii G graf fokszdmai d; < dy < ... < d,,
és minden k < g esetén dyp > k + 1, akkor G-nek létezik Hamilton-kore.

Lemma: Ha egy grafra teljesiil az Ore feltétel, akkor teljesiil rd a Pésa is. Ezért az Ore tétel
kovetkezik a Pdsa tételbol.

Biz.: (A Lemma bizonyitdsa) Indirekt bizonyitunk: tegyiik fel, hogy teljesiil az Ore feltétel,
de a Pésa feltétel nem. Legyen dy < k valamely 1 < k < F-re, és legyen U a k legkisebb foku pont
halmaza. Barmely U-beli pont fokszama legfeljebb k, igy barmely két U-beli pont fokszamosszege
kisebb, mint n, ezért az Ore feltétel miatt U teljes grafot feszit. Minden U-beli pontbdl tehat
k — 1 ¢l indul U-beli ponthoz, ezért legfeljebb 1 él indulhat U-n kiviilre. k < 7 miatt létezik
tehat V(G) \ U-nak olyan v pontja, mely U egyetlen pontjdval sincs dsszekotve. Ekkor tetszoleges
u € U cstcsra u és v fokszamosszege legfeljebb k + (n — k — 1) = n — 1, ami ellentmond az Ore
feltételnek.

Tétel: [Chvatal tétele] Legyen G n pontu (n > 3), egyszert graf, melynek fokszdmai d; <
dy < ... < dy,. Tegyiik fel, hogy minden k < §-re (1) di > k + 1 vagy (2) dp—p > n — k teljesiil.
Ekkor G-nek létezik Hamilton-kore.

Masrészt, ha egy di < dy < ... < d, sorozatra nem teljesiil az el6z6 feltétel, akkor van olyan
G’ graf, aminek nincs Hamilton-kore, és fokszamainak d) < d, < ... < d), sorozatara d; < d;
Vi=1,2,...,n all fenn.

Konnyen lathatd, hogy ha egy grafra teljesiil a Posa feltétel, akkor teljesiil ra a Chvatal is.
Ezért a Posa tétel kovetkezik az Chvatal tételbdl.



A tételek igazolasahoz rendkiviil hasznos az aldbbi segédtétetel.

Lemma: Legyen G egy n csucsi graf, u és v két nem szomszédos csucsa, amelyekre d(u) +
d(v) > n. Ekkor a G gréfban van Hamilton kor akkor és csak akkor, ha G’ = G + uv-ben van.

Biz.: Nyilvdn ha G-ben van Hamilton kor akkor G’ = G+wuw-ben van. Tegyiik fel, hogy G'-ben
van egy H Hamilton kor, de G-ben nincs. Ekkor H tartalmazza az uv élet, hiszen G és G’ ebben az
egy élben kiillonboznek. Tehat P = H \ uv egy Hamilton it G-ben, u és v végpontokkal. Legyenek
P cstcsai u = vy, 09, ...v, = v. Ha vjv, éle G-nek, akkor v,_jv, nem lehet G éle, mert kiilonben
V1, U2y vy Vg1, Uny Upn_1, - - ., U, U1 egy Hamilton kor lenne G-ben. Tehat v; szomszédait megel6zo
csicsok nem lehetnek v, szomszédai. Ezenkiviil v, sajat maganak sem szomszédja, tehat d(v;) +1
csucs nem lehet v, szomszédja. Ebb6l kovetkezik, hogy d(vy) 4+ d(v,) < n— 1, ami ellentmondés.

Def.: Legyen G egy n csucsu graf. Ha taldlunk két nem szomszédos u, v csucsot, amelyekre
d(u)+d(v) > n, akkor hizzuk be az uv élet. Ismételjiik az eljarast amig el nem akadunk. A kapott
cl(G) grafot nevezziik G lezartjanak.

Elofordulhat, hogy a definiciéban szerepl6 él hozzaadds nem egyértelmi, vagyis egy lépésben
tobb lehetséges él koziil is valaszthatunk. Ennek ellenére beldthato, hogy G lezartja egyértelmii.
A cl(G) grafban igaz, hogy ha d(u) + d(v) > n, akkor u és v szomszédosak.

A Lemm#abdl azonnal kévetkezik a Dirac illetve az Ore tétel. Ha barmely két nem szomszédos
pont fokszamosszege legaldbb n, akkor G lezértja, cl(G) az n pontu teljes graf, amelyben nyilvan
van Hamilton kor, tehdt a Lemma alapjan G-ben is van. Most bebizonyitjuk Pdsa tételét.

Biz.: (Posa tétel bizonyitasa) Legyen G egy graf, amely teljesiti a Pésa feltételt. Belatjuk,
hogy a lezartja cl(G) a teljes graf. Legyenek a csiicsok vy, ..., v,, fokszdmaik cl(G)-ben d; <
dy < -+ < d,. Nyilvan cl(G) is teljesiti a Pdsa feltételt. Tegyiik fel az egyszeriiség kedvéért,
hogy n paros. Ekkor d,jo—1 > n/2, tehat minden ¢ > n/2 — 1 esetén d; > n/2. Viszont ekkor
a Unj2—1,Vn/2, - - -, Un teljes grafot alkotnak. Ez n/2 + 2 cstcs, tehat minden i > n/2 — 1 esetén
di > n/2+ 1. Viszont dy o9 > n/2 — 1, ezért v,/5_o is Ossze van kotve vyn/a_1,Vn/2, ..., Un
mindegyikével. De ekkor i > n/2 — 2 esetén d; > n/2 + 2. Ugyanigy beldthatd, hogy v, /o3 is
Ossze van kotve vy /a_9,Unjo—1, - - ., U, mindegyikével, és igy tovabb. Végiil azt kapjuk, hogy cl(G)
az n csucsu teljes graf, akkor viszont nyilvan van Hamilton kore, de akkor a Lemma alapjan G-nek
is van.

Most pedig belatjuk a Chvatal tételt.

Biz.: (Chvatal tétel bizonyitdsa) Legyen G egy graf, amely teljesiti a Chvéatal feltételt.
Belatjuk, hogy a lezartja cl(G) a teljes graf. Legyenek a csicsok vy, ..., v,, fokszémaik cl(G)-
ben d; < dy < -+ < d,. Nyilvan cl(G) is teljesiti a Chvatal feltételt. Belatjuk, hogy a Pdsa
feltételt is teljesiti. Tegyiik fel az egyszeriiség kedvéért, hogy n paros. Tehat minden i < n/2-re
vagy (1) vagy (2) teljesiil. Ha minden i < n/2-re teljesiil (1), akkor teljesiil a Pésa feltétel, ezért
a Podsa tétel alapjan cl(G) tartalmaz Hamilton kért. Ha van olyan ¢ amelyre csak (2) teljesiil, (1)
nem, akkor legyen k a legkisebb ilyen szam. Tehat d,_1 > k, de dy, < k, ezért d = k. Ugyanakkor
(2) alapjén d,,_x > n — k, tehat d,_g, dp_g41,...,d, > n — k. Ekkor viszont vy, Gssze van kotve a
Un—ky Un—k+1, - - - , Un csUcsokkal, ami k+ 1 csucs, ami ellentmond annak, hogy dy = k. Tehat cl(G)
teljesiti a Pésa feltételt, ezért a Pdsa tétel alapjan cl(G) tartalmaz Hamilton kort, akkor viszont
a Lemma alapjén G is.

Most kovetkezik a tétel méasodik része, tehat ha csak a fokszamsorozat alapjan kell megmon-
dani hogy van-e biztosan Hamilton-kor a grafban, akkor nem allithatunk erésebbet a Chvatal
tételnél.

Legyen n > 0 rogzitett. Tetszlleges k < F-re legyen a Gy graf a kovetkezd. Legyenek az
A, B, C ponthalmazok rendre k, k ill. n — 2k pontuak, hiuzzuk be B-n és C-n beliil az Osszes élt,
tovabba kossiik 6ssze B minden pontjat az Osszes tObbi ponttal. A Gj grafnak k db k-adfok,
(n —2k) db (n — k — 1)-edfoku és k db (n — 1)-edfoki pontja van.

A B csticshalmazt Gi-bdl elhagyva k + 1 komponens keletkezik, tehat Gi-ban nem talalhato
Hamilton-kor.

Most legyen {d; < dy < --- < d,} egy fokszamsorozat, amely megsérti a Chvétal feltételt.
Tehat valamilyen k& < n/2-re d, < k és d,,_, < n — k — 1. Ekkor vildgos, hogy d; < di < k ha
1 < k,d; <d,p <n—k—1hai<n-—kés d; <n—1 minden i-re. Ebbdl pedig azonnal
kovetkezik, hogy Fy > F' és ezzel belattuk az allitast.



