Kombinatorikus geometria hazi feladatok

. Tekintslink 6 pontot a térben altaldnos helyzetben, és minden part kossiink
Ossze szakaszokkal. Bizonyitsuk be, hogy van két olyan hiromszog, amelyek
Ossze vannak flizve (vagy fonddva), vagyis nem hizhaték szét, csak ha elvdgjuk
Oket.

. Bizonyitsuk be, hogy az Alon-Seymour-Thomas szeparator tétel nem érvényes,
ha lehetnek negatiiv sulyok is. Pontosabban: nem létezik ¢ konstans a kovetkez6
tulajdonsaggal:

Legyen G egy n csucsu, sulyozott siikgraf, a csicsok Osszsilya 1. FEkkor a
csticshalmaz feloszthaté A, B, C részekre gy, hogy

(a.) 1/3 < w(A),w(B) (b.) |C] < evn (c.) nincs AB él.

lletve:
(a’.) 2/3 > w(A),w(B) (b)) |IC] <evn (c.) nincs AB él.

3. Bizonyitsuk be, hogy cr(Kn,n)/(g)Q, mint n fliggvénye, monoton novekedd.

4. Az el6addson bebizonyitottuk a Lipton-Rose-Tarjan tételt, miszerint, ha egy

tartalmazdsra zéart G grafosztélyban van O(n/log " ¢)-os szepardtortétel egy fix
pozitiv e-ra, akkor van olyan — a gréfosztélytdl fiiggd — ¢ = ¢(G) konstans, hogy
barmely G-beli n-pontu grafnak legfeljebb cn éle van. (Ld. a Lipton, Rose és
Tarjan cikkét a honlapunkon.)

(a) Mutassuk meg, hogy a szdmolds nem miikodik, ha e = 0!

(b)* Egyaltaldn igaz az allitds € = 0 esetén? Ha ellenpéldét taldlsz, akkor azért
piros pont jar + csokolddé. Réaddsul ugye akkor a feladat (a) részét nem kell
kiilon megoldani.

. Az el6adason szokatlan bizonyitast adtunk az Ajtai-Chvéatal-Newborn-Szemeré-
di, Leighton tigynevezett Metszési Lemmara, miszerint minden n-ponttd, e > 4n
élti G graf metszési (keresztezési) szdméra igaz, hogy cr(G) > ce®/n?, ahol ¢
egy pozitiv konstans. A bizonyitdst csak arra az esetre részleteztiik, amikor G
reguldris, vagyis barmely pontjanak ugyanaz a foka. A bizonyitas az elvagasi
vastagsag (b(G)) és a metszési szam (cr(G)) kozotti Osszefliggésen alapult. Pon-
tosabban t6bbszor alkalmaztuk a kévetkezd lemmat:

Lemma. Legyen G egy tetszbleges n-ponti grdaf, melyben a pontok fokai di, d2,
.o+, dn. Minden s-re (1 < s < n) elhagyhaté G-b8l legfeljebb

8.6 (%)1/2 (16cr(G) + de) 1/2

i+1

él dgy, hogy a maradékban minden osszefiiggé komponensnek legfeljebb s pontja
legyen.

FELADAT: Terjessziik ki a bizonyitast az altalanos esetre, vagyis amikor G nem
feltétleniil regularis! (Segitség: Ha minden pont foka legfeljebb 10e/n, akkor a
kiterjesztés szinte trividlis. Ha vannak ennél nagyobb foku pontok, akkor azokat
vagjuk szét kisebb fokdakra, melyek az eredeti ponthoz nagyon kozel vannak,
de a belélik kifuté élek egy kis kérnyezetben nem metszik egymadst!)

. Bizonyitsuk be, hogy a sik szakaszai k6zotti diszjunktsdg reldcié nem Gsszeha-
sonlitas—graf.
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Legfeljebb hény éle lehet egy n csicst topologiai grafnak (csticsok: pontok, élek:
gorbék) amelyben barmely két élnek legfeljebb 2 koézos pontja van, és nincs két
diszjunkt é17

Legyen g(n) egy n elemli ponthalmaz egyenessel levaghatd, [n/2| elemi rész-
halmazainak maximadlis szdma. Az Erdés—Lovasz—Simmons—Straus, vagy az
Edelsbrunner—Welzl-féle rekurzié felhasznaldsaval mutassuk meg, hogy valami-
lyen ¢ > 0 konstansra és minden n > 2-re g(n) > cnlogn.

Valamilyen fix ¢ > 0 konstansra, és minden n > 100-ra mutassunk olyan n
cstucsu, en®’? el geometriai grafot, amely rendelkezik a csillag tulajdonsiggal.

Legyenek egy hipergraf csiicsai pontok a térben, az élek pedig olyan részhalmazok,
amlelyek egy féltérrel levdghatéak a ponthalmazrél. Adjunk (minél jobb) felsé
korlatot ennek a hipergrafnak a VC—dimenzidjara.

Bizonyitsuk be, hogy nem létezik olyan f fiiggvény, amelyre teljesiil, hogy
minden H hipergrafra

T(H) < f(v"(H)).

A Haussler—Welzl tétel bizonyitasaban szerepelt a kovetkezd 1épés.

P(X nem fogja leH 0Osszes élét) =
P(3E € E(H) | I(E,X) =0) <
P(3E € E(H) | I(E,X) =0¢és I(E,Y) > mg)
minEeE(H) P(I(E, Y) > mE) '

Bizonyitsuk be, hogy ez a 1épés jogos, vagyis valéban fennall az egyenldtlenség.

Legyen G egy konvex geometriai grdf, vagyis egy gréf, lerajzolva a sikra gy, hogy
a csucsok konvex helyzetben vannak, az élek pedig egyenes szakaszok. Tegyiik
fel, hogy nincs két diszjunkt él. Bizonyitsuk be, hogy G-ben legfeljebb egy kor
van.

Legyen P egy ponthalmaz a sikon, Z pedig zart, 6nmagukat nem metsz6 gorbék
halmaza, azzal a tulajdonsiggal, hogy barmelyik két Z-beli gorbe legfeljebb két
pontban metszi egymast.

Definidljunk egy H hipergrafot, amelynek csicshalmaza V(H) = P, hiperélei
pedig P azon E részhalmazai, amelyekhez van olyan Z-beli gorbe, hogy E
pontjai a gérbén belill vannak, P\ E pontjai pedig a gorbén kiviil. Van-e olyan
P-t6l és Z-t6l fliggetlen D konstans, amellyel a H hipergraf VC-dimenzidja
feltilrél becstilhetd?

Adjunk meg hat egyenesbdl 4116 L halmazt a sikon, és egy L' C L részhalmazukat
gy, hogy nincs olyan s szakasz, amely az L’-beli egyeneseket metszi, a tobbit
nem.

Bizonyitsuk be, hogy a Welzl-tételben a korlat nem javithaté y/n/100-ra. Pon-
tosabban: konstrudljunk minden n-re olyan n elemili P, ponthalmazt a sikon,
hogy P, minden T feszitéfajéra o(T) > 1/n/100.

Legyen P n pont halmaza a térben, dltaldnos helyzetben (nincs négy egy sikon).
Vegyunk 10n? darab, P pontjai altal meghatérozott nyilt hiromszoget.

a. Bizonyitsuk be, hogy van két hdromszog, amelyek metszik egymast.

b. Bizonyitsuk be, hogy van két csiucsdiszjunkt haromszog, amelyek metszik
egymast.



