Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
9. gyakorlat, 2014. aprilis 8.

FEuklideszi algoritmus, kongruencidk, kis Fermat tétel, Fuler-Fermat tétel

Tudnivalék

Ha a,b,k € Z és b=k - a, akkor a osztdja b-nek (b tobbszérdse a-nak), jelélése a | b.

A pe Z, |p| > 1 szdm felbonthatatlan, ha csak 1-p,p-1,(=1) - (—p) és (—p) - (—1) alakban all els
egészek szorzataként. (Azaz, ha a | p és 1 < |a|, akkor |a| = |p|.) A z € Z dsszetett, ha |z| > 1 és z nem
felbonthatatlan. A p € Z, |p| > 1 szdm prim, ha p | ab, a,b € N = p | a vagy p | b. (Egészek szorzatét
csak lgy oszthatja, ha vmik tényez6t osztja.)

Allitas: TetszOleges 1-nél nagyobb egész szdm el6all felbonthatatlan szamok szorzataként.

Tétel: A p szam pontosan akkor felbonthatatlan, ha prim.

Kovetkezmény: (A szamelmélet alaptétele) Tetszéleges n egész (melyre 2 < |n|) a tényezék
sorrendjétél és esetleges (—1) tényezOktdl eltekintve egyértelmiien all els felbonthatatlan szdmok szorza-
taként.

Az n kanonikus alakja n = Hlep;“, ahol a p;-k primek, és 1 < a; € N Vi.

Allitas: Egy d > 0 egész pontosan akkor osztéja n-nek, ha d kanomkus alakjaban csak n primosztdi
szerepelnek, legfeljebb az n kan. alakjdban szerepld kitevén. (n = Hle Pt =d= Hz 1 pl ,0< B < ay)

Kovetkezmény: Ha 1 < n kanonikus alakja n = Hf 1 pi*, akkor n poz. osztéinak szdma d(n) =
1+a;
Hle(ai + 1)ill. az n pozitiv osztdéinak Gsszege o(n) = Hl 1 ZJ bl = Hle p’p1_1 L
Az a és b egészek legnagyobb kiézos osztdja (a,b) := max{d: d | a,d | b}, legkisebb kizos tobbszorisik

pedig [a,b] := min{O < d ca|d,b|d}. Az a és b egészek relativ primek, ha (a,b) = 1.

Allités: Ha a = Pyt opptés b= 51 p§2 - pi’“ (a; =0 és B; =0 is lehet), akkor
(a,b) = mm(al,ﬁl) pglm(@2w32) o ,pglm(@kﬁk) [a,b] = max(alﬁl) .pl;ax(azﬁz) ] .pzlax(akyﬁk)

valamlnt ab = (a,b) - [a,b)]. Tovabba had|aésd|bazaésbkozds osztdja, akkor d| (a,b).
Allitas: Ha a,b egészek, akkor (a b) = (a — b,b) = (a — kb, b) tetszbleges egész k esetén.
Euklideszi algoritmus Input: a,b € Z. Output: (a,b).
Tth a > b. Legyen ag := a,a; := b és ag = a1hy + ag, ahol 0 < ay < a; (maradékos osztds). Altaldban
a;—1 = Qihi + 41, ahol 0 < Qi1 < Q. Ha Ap4+1 = 0, akkor (ao,a1) = (al,(lz) = (ag,ag) = ... =
(ak,0) = ay, a keresett Inko.
Kovetkezmény: Ha a,b € Z (nem mind nulldk), akkor 1étezik k,l € Z, melyre (a,b) = ka + Ib.
Tétel: Végtelen sok primszam van. Barmely n € N-re létezik n egymaést kivetd Osszetett szam.
Sejtés: Végtelen sok ikerprim van. (olyan (p,p’) prim-par, amelyre p' — p = 2).
Tétel: Végtelen sok olyan (p,p’) prim-péar van, amelyre |p’ — p| < 600).
Csebisev tétel: Minden 0 < n € N-re 1étezik p prim, melyre n < p < 2n.

Dirichlet tétel: Ha (a,d) = 1, akkor az a,a + d,a + 2d, . .. szdmtani sorban végtelen sok prim van.
1
Euler tétel: - =00.

a,b,m € Z esetén a = b(mod m) (a kongruens b modulo m, réviden a = b(m)), ham | a —b.

A Z halmaz m db diszjunkt halmaz diszjunkt uniéja azzal a tulajdonsaggal, hogy két egész pontosan
akkor kongruens modulo m, ha ugyanabba a részhalmazba esnek. (Az i-dik ilyen részhalmazba a {i+km :
k € Z} szdmok tartoznak.) E részhalmazok az m szerinti maradékosztdlyok.

Allitas: Ha a = b(m) (a és b ugyanabbdl a mod m maradékosztalybdl valok) akkor (a,m) = (b,m).

Kovetkezmény: Ha (a,m) = 1, akkor az a maradékosztalydnak bérmely eleme relativ prim a mo-
dulushoz.

Kongruencidk tulajdonsagai: Tetsz a,b,c,d,m € Z-re (1) a = a(m), (2) a =b(m)=b=a(m)
(3) a=b(m),b=c(m) = a=c(m) (4) a=b(m), c=d(m) = a+c=b+d(m), ac=bd(m
(5) a=b(m) < ac = be(mc) (6) ad = bd(m ):>a_b<md)

Az {a1,az,...,an} C Z halmaz teljes maradékrendszer modulo m (réviden tmr mod m), ha minden
mod m maradékosztdlybdl pontosan egy elemet tartalmaz, azaz a; = a;(m) = i =j. (Pl {1,2,...,m})

Az {ai,az,...,a,} C Z halmaz redukdlt maradékrendszer modulo m (réviden rmr mod m), ha minden
m-hez relativ prim mod m maradékosztalybdl pontosan egy elemet tartalmaz. (Pl. az m-nél kisebb, m-hez
relativ prim természetes szamok.) Az m szerinti rmr mérete p(m) . (Euler-féle ¢ figgvény.)

~—



Tétel: Ha {a;,as,...,a,} rmr mod m, és (b,m) = 1, akkor {bay,bas, ..., ba,,} is rmr mod m.
Euler-Fermat tétel: (a,m) = 1 = a¥("™) = 1(m). Kis Fermat tétel: p prim, a € Z = a? = a(p).
Tétel: Ha p prim, akkor (1) p(p) =p—1, (2) p(n) = (p—1)p~L.
(3) (a,b) = 1 = p(ab) = p(a)p(b) - (4) Ha n = [T 5", akkor o(n) = n T, (1- ).
Wilson tétel: (p — 1)! = —1(p), ha p prim; (n — 1)! = 0(n), ha n > 4, Osszetett.
Tétel (linedris kongruencidk megoldasa): Az ax = b(m) kongruencia megoldhaté < (a,m) |
b. Ekkor (a,m) db maradékosztily modulo m a megoldds. Ha (a,m) = 1, akkor a fenti kongruencia
megoldasa z = a?™)~1b(m) .

Feladatok
1. Mik azok a p primszamok, amelyekre
(a) p+ 10 és p + 14 is prim? (b) p? + 2 is prim? (c) p* + 4 és p? + 6 is prim?
2. Igazoljuk, hogy barmely hat egymast kovetd egész szam szorzata oszthatod 720-szal.
3. Mutassuk meg, hogy ha egy n > 1 egész esetén 2" — 1 prim, akkor n prim.
4. Bizonyitsuk be, hogy minden n pozitiv egész egyértelmiien irhaté n = k2 - [ alakban, ahol k és I
pozitiv egészek, tovabba [ egyetlen négyzetszam osztéja az 1.
5. Tudjuk, hogy ha az 10794 és 14890 szamokat elosztjuk ugyanazzal a haromjegyi szammal, akkor
ugyanazt a maradékot kapjuk. Mi ez a maradék?
6. Melyik az a legkisebb n pozitiv egész szam, amire 3 t n és n pozitiv osztéinak szdma d(n) = 127?
7. Legyen k > 2 és jelolje (ay, ag, ..., ar) az ay, az, . . ., a szamok legnagyobb kozos osztdjat, (a1, az, . . ., ag]
pedig az ay, aq, ..., a szdmok legkisebb ko6zos tobbszorosét. Mutassuk meg, hogy (a1, az, ..., ax) -
[a1,az2,...,ak] = a1 -as-...-a akkor és csak akkor &ll fonn minden pozitiv egészekbol 4ll6 szam
k-asra, ha k = 2. (ZH °02)
8. Legyen n olyan paratlan egész szam, amelyik egyetlen prim négyzetével sem oszthaté. Bizonyitsuk
be, hogy n pozitiv osztdinak dtlaga egész. (ZH ’03)
9. Igazoljuk, hogy tetszdleges a és b egészekre (a,b) = (a — b,b) teljesiil.
10. A Fibonacci sorozat elemei F; =0, Fy =1 ési > 2-re F; = F;_1+ F;_5. Bizonyitsuk be, hogy i > 1
esetén F; és Fjyq relativ primek. Hatdrozzuk meg az F; és F; o legnagyobb ko6zos osztdjat is!
11. Hatérozzuk meg az n! + k és az (n + 1)! + k szdmok legnagyobb kozds osztéjét.
12. Igazoljuk, hogy a ﬂgié tort semilyen pozitiv egész n-re sem egyszertsithetd.
ai+1_
13. Bizonyitsuk be, hogy a n = II¥_ p** szdm pozitiv osztéinak dsszege o(n) = 17, pq‘p_fl !
14. Legyen az n pozitiv egész szam primtényezds felbontdsa n = II¥_ p?*. Mennyi a Zd‘né érték,
vagyis hogyan szamithaté ki az n szadm osztdi reciprokdnak az Osszege? (V '99)
15. Hatarozzuk meg a 3, 8,17, —17, 120, 54, —40, 236, 227 szamok legkisebb nemnegativ maradékait, leg-
kisebb abszolit értékii maradékait ill. az egymassal kongruenseket modolo 11.
16. Oldogassunk linedris kongruencidkat. Pl: (a) 202z = 157(203), (b) 309z = 451(617)
(c)bx = 13(137), (d) 113z = 77(120), (e) 11z = 12(18),
(f) 142 — 4 = 80(21) (g) 49%%z = 3(15) (h) 380z = 23(100)
17. Oldjunk meg szimultan kongruencidkat is:
x =3(5),x =4(7), avagy y = 6(8),y = 2(4) ill. 3z = 2(4), 2z = 4(5).
18. Most banjunk el néhany diofantikus egyenlettel: 152 + 13y = 19; 17x + 11y = 22; 122 + 30y = 26.
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Zebulonnak szamos kiilfoldi pénzérméje van, de a kedvencei az NDK marka és a szovjet rubel.
Még azt is kiszamitotta, hogy a hivatalos 17 Ft= 1 rubel ill. 7 Ft = 1 marka arfolyamon a két
valutdban tartott vagyona pontosan 179 Ft-ot ér. Mekkora vasarléerdvel bir Zebulon kiilon-kiilon
e két valutanemben, ha tudjuk, hogy se kopejkdja, se pfennigje sincs apréban?

Szornyl baleset tortént: Zebulon kishiga megkaparintotta a Nokids Dobozt, amiben Zebulon a
legkedvesebb 555 pénzérméjét tartotta. Sajnos nézegetés kozben a legnagyobb odafigyelés ellenére
is szétszérddott a doboz tartalma. Az orditds és hajcibalés eliiltével sikeriilt az 4gy mogiil, szekrény
aldl és egyéb ritkan takaritott helyekrdl 6sszeszedni a kollekci6 egy részét, de Zebulon méar nem volt
megfelel6 idegédllapotban ahhoz, hogy meg is szdmolja a zsdkméanyt. E helyett csak arra volt képes,
hogy 10-esével, 12-esével és T-esével csoportositsa a gyljtemény megtaldlt részét. Az els6 esetben
egy, a masodikban 3, mig a harmadik prébalkozasra 5 érme maradt ki. Hany érme rejtézik még a
szobdban Zebulon kedvencei ko6ziil?

Pataki Ferenc fejszamolomiivész egyszer a tévében a kovetkezd trilkkot mutatta be: felkért a
kozonségbol valakit, hogy gondoljon egy haromjegyli szamra, szorozza meg 563-mal, majd az
eredmény utolsé hirom jegyét kozolje. Ebbol 6 pillanatok alatt kitalalta a gondolt szamot. Va-
jon hogyan csinalta?

Szémitsuk ki a ©(533), ¢(2007) és ¢(540) értékeket.

Bizonyitsuk be, hogy 11 | n'! + 10n és 42 | n” — n teljesiil tetszbleges n € N esetén.

Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges hi, ho,...,hy pozitiv egészekre és p primszamra fennall, hogy
(hi+ho+...+he)? =hl +hy + ...+ hi(mod p) . (ZH °02)
Milyen maradékot ad a 31-gyel osztva, ha a!%° = 5(mod 31) és a!®! = 19(mod 31) ? (V "00)

32
3 z 7 49 z 7 7 54 7’ Y z z
Mi a 403492 utolsé harom, a 2939 utolsé két és a 76 szam utolsé jegye tizes szamrendszerben?

Milyen maradékot ad 59 101-gyel osztva? (ZH ’03)

Mi az utolsé harom jegye a 999777 szamnak? Mi az utolsé két jegye az 19972000 sz4mnak?

Bb: ha p > 5 prim, akkor az 1,11,111, ... szdmok kozott végtelen sok t6bbszordse van!  (ZH 01

Bb: 1720022902 4+ 1 ZH °02

Legyenek m és n pozitiv egészek, tovabba m | n. Bizonyitsuk be, hogy ¢(m) | ¢(n) . ZH ’00

( )

( )

( )

Mely m € N-re és p primre lesz o(m) = ¢(p) ? (ZH "01)
( )
( )
)

Mely n szdmokra lesz p(n) primszdm? Hét aztdn mikor lesz p(n) paratlan? ZH 99
Mely n természetes szdmokra igaz, hogy ¢(5n) + ¢(3n) = 7p(n) ? ZH ’03
Bb: ha d | n, akkor d — p(d) < n — ¢(n) . (V00
Bb: 3 0 icn, (iny=1t= ( ) han > 1, egész. (V 99)

Ha r1,72,...,74(n) redukélt maradékrendszer modulo n, akkor Zfz(rf) r; = 0(mod n) . (V ’00)



