Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
8. gyakorlat, 2014. aprilis 1.

Tobbszords dsszefiiggéség, Menger tételek, szdmelmélet

Tudnivalék

Diszjunkt utak: A Py, Ps, ..., P (irdnyitott) s-b6l t-be vezetd utak pont/éldiszjunktak, ha s-t6l és
p-t61 kiilonbo6z6 pontjaik/éleik diszjunktak.

Menger tétel: A G (irdnyitott) grafban az s-bol t-be vezetd éldiszjunkt utak maximélis szdma
megegyezik az Osszes st utat lefogd élek minimalis szamaéval.

Ha a G (irdnyitott) grafban s és ¢ nem szomszédosak, akkor az s-bél t-be vezeté pontdiszjunkt utak
maximalis szdma megegyezik az Osszes st utat lefogd, s-t6l és t-t61 kiillonb6z6 pontok minimalis szdmaval.

Tiobbszords dsszefliggdség: A G graf k-szorosan éldsszefiiggd, ha tetszéleges, legfeljebb k — 1 élét
elhagyva G Osszefliggd marad. A G graf k-szorosan (pont)dsszefiiggd, ha legaldbb k + 1 pontja van, és
tetszOleges, legfeljebb k — 1 cstcsat elhagyva G Osszefiiggd marad.

Tétel: G k-élosszefiiged <= G barmely két csicsa kozt fut k éldiszjunkt ut. G k-Osszefiiggd <~
G barmely két csicsa kozt fut k pontdiszjunkt it és G legaldbb (k 4+ 1)-pontu.

Tétel: Ha G legaldbb 3-pontu, akkor G 2-6sszefiiggé <= G bdrmely 2 pontja egy koron van. (Ha
G of, akkor ez azzal is ekvivalens, hogy G barmely két éle egy koron van.)

Dirac tétel: Ha k > 2 és G k-Osszefliggl, akkor G barmely k pontja egy kordn van.

Ha a,b,k € Z és b =k - a, akkor a osztdja b-nek (b tobbszérdse a-nak), jelolése a | b.

A pe Z |p| > 1 szém felbonthatatlan, ha csak 1-p,p-1,(—1) - (—p) és (—p) - (—1) alakban &ll el§
egészek szorzataként. (Azaz, ha a | p és 1 < |a|, akkor |a| = |p|.) A z € Z dsszetett, ha |z| > 1 és z nem
felbonthatatlan. A p € Z, |p| > 1 szdm prim, ha p | ab, a,b € N = p | a vagy p | b. (Egészek szorzatét
csak Ugy oszthatja, ha vmik tényezét osztja.)

Allitas: Tetsz6leges 1-nél nagyobb egész szém el8all felbonthatatlan szdmok szorzataként.

Tétel: A p szdm pontosan akkor felbonthatatlan, ha prim.

Kovetkezmény: (A szamelmélet alaptétele) Tetszbleges n egész (melyre 2 < |n|) a tényezbk
sorrendjétol és esetleges (—1) tényezoktdl eltekintve egyértelmiien all el felbonthatatlan szamok szorza-
taként.

Az n kanonikus alakja n = Hle p;*, ahol a p;-k primek, és 1 < a;; € N Vi.

Allitas: Egy d > 0 egész pontosan akkor osztéja n-nek, ha d kanomkus alakjaban csak n primosztoi
szerepelnek, legfeljebb az n kan. alakjdban szerepld kitevén. (n = H it =>d= H 1pZ ,0< 6 < ay.)

Ko6vetkezmény: Ha 1 < n kanonikus alakja n = Hf 1 pi, akkor n poz. osztéinak szama d(n) =

k p:Jrai—l

Hf;l(ozi + 1)ill. az n pozitiv osztdinak dsszege o(n) = HZ )y Opz =[li =
Az a és b egészek legnagyobb kizos osztdja (a,b) := max{d : d| a,d | b}, legkisebb kizds tobbszordsiik
pedig [a,b] :=min{0 < d:a|d,b|d}. Az a és b egészek relativ primek, ha (a,b) = 1.
Allitds: Ha a = pit Pyt opRt és b= ﬂl -p/@2 . p’g" (a; =0 és B; = 0 is lehet), akkor
(a,b) = mln(alfﬁl) . p;mn(az ﬁz) . pzlln(ak’ﬁk) [a,b] = max(alﬁl) .p;ﬂax(am%) . _pfknax(ak 2Br)
valamlnt ab = (a,b) - [a,b]. Tovabba ha d|aés d|baz aésbkozos osztdja, akkor d | (a,b).
Allitas: Ha a,b egészek, akkor (a,b) = (a — b,b) = (a — kb, b) tetszéleges egész k esetén.
Euklideszi algoritmus Input: a,b € Z. Output: (a,b).
Tth a > b. Legyen ag := a,a; := b és ag = a1hy + ag, ahol 0 < ay < a; (maradékos osztds). Altaldban
a;—1 = a;h; + a;y1, ahol 0 < a;41 < a;. Ha apy1 = 0, akkor (ag,a1) = (a1,a2) = (ag,a3) = ... =
(ak,0) = ai, a keresett Inko.
Ko6vetkezmény: Ha a,b € Z (nem mind nulldk), akkor 1étezik k,l € Z, melyre (a,b) = ka + Ib.
Tétel: Végtelen sok primszam van. Barmely n € N-re létezik n egymast kdvetd Osszetett szam.
Sejtés: Végtelen sok ikerprim van. (olyan (p,p’) prim-par, amelyre p’ — p = 2).
Tétel: Végtelen sok olyan (p,p’) prim-pdr van, amelyre |p’ — p| < 600).
Csebisev tétel: Minden 0 < n € N-re létezik p prim, melyre n < p < 2n.
Dirichlet tétel: Ha (a,d) = 1, akkor az a,a + d,a + 2d, . . . szdmtani sorban végtelen sok prim van.
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Euler tétel: Z - = .
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Adott a D irdnyitott graf valamint D élein a ¢ kapacitdsfiiggvény. Bizonyitsuk be, hogy ha s,t és
w a D olyan csucsai, hogy létezik D-ben m nagysagu st-folyam és m nagysagui tw folyam is, akkor
D-ben létezik m nagysagi sw folyam.

Egy (G, s,t,¢) halézatban minden él piros, fehér, vagy zold. Ha csak a piros és fehér, vagy csak a
piros és zold, vagy csak a fehér és zold éleket tekintjiik, akkor a kapott hélézatokban a maximalis
folyam nagysaga 10. Bizonyitsuk be, hogy a teljes halézatban a maximélis folyam nagysaga legalabb
15.

Mutassunk példat olyan véges, egyszeri G grafra, amire A\(G) # k(G). Lehet-e a két Osszefliggdség
koziil a nagyobbikat a kisebbiknek egy alkalmas fiiggvényével feliilrél becsiilni?

Melyik az a legnagyobb k szdm, amelyre a K, ,, teljes pdros graf k-szorosan pontosszefiiggd?
Bizonyitsuk be, hogy egy k-szorosan Gsszefiiggd grafnak legaldbb kn/2 éle van!

Igazoljuk, hogy ha egy n ponti egyszer(i G grafban minden fokszam legaldbb (n + k — 2)/2, akkor
G k-szorosan Osszefiiggd!

Igazoljuk, hogy tetszileges r-reguldris (r > 1) egyszeril 6sszefiiggd péros graf 2-Gsszefiiggd is!
Legfeljebb mekkora lehet két fa uniéjanak él- ill. pontosszefiiggbsége?

Legyen G az a graf, mely egy 8 hosszu korbdl ugy keletkezik, hogy a koron atellenes cstcsokat
egy-egy éllel Osszekotjiik. Igazoljuk, hogy G haromszorosan pontdsszefiiggd, de négyszeresen mér
nem.

Bizonyitsuk be, hogy ha a G iranyitott grafban van u-bdl v-be is és v-bél w-be is k éldiszjunkt
irdnyitott ut akkor G-ben létezik u-bol w-be is k éldiszjunkt irdnyitott ut.

Igazoljuk, hogy ha az azonos ponthalmazon megadott G, és G5 grafok élhalmaza diszjunkt, akkor
AMG1+ Ga) > MGy) + A(Gh). Tgaz-e, hogy ekkor k(G1 + G2) > k(G1) + k(G1) is teljestil? (G + Go
azt a grafot jelenti, aminek csicshalmaza a két graf kozos csicshalmaza, éleit pedig a két élhalmaz
uniéja adja.)

Legyenek A, B, C péaronként diszjunkt, r-elemii halmazok. A G = (V, E) graf csicshalmaza legyen

V =AUBUC, éslegyen uv € E, ha u és v nem ugyanabbdl az r-elemii halmazbdl valdk. Mekkora
az a legnagyobb k érték, melyre G k-Osszefliggs?

A 10-cstcsu teljes grafnak legfeljebb hany élét lehet elhagyni gy, hogy a maradék graf 4-élosszefiiggd
legyen?

Tegylik fel, hogy a G graf a rogzitett « és y pontokat Gsszekotd pontidegen utak maximalis szdma
5. Lehet-e az x és y pontokat Gsszekoto utakat lefogd élek minimalis szama 1, 2, 3, 4, 5, 6, vagy 77

Tegyiik fel, hogy G 3-Gsszefliggs, vegytink fel egy Uj x pontot, amit G harom kiilonb6zé pontjaval
Osszekotiink. Bizonyitsuk be, hogy a kapott graf 3-Gsszefliggé marad!

Igazoljuk, hogy ha a 2012-ponti G graf 11-szeresen pontosszefiiggd, akkor barmely két csiicsa kozott
vezet legfeljebb 183-él{1 ut. (Segitség: Menger!)

Mik azok a p primszamok, amelyekre
(a) p+ 10 és p+ 14 is prim? (b) p? + 2 is prim? (c) p? + 4 és p? + 6 is prim?

Igazoljuk, hogy barmely hat egymaést kovetd egész szam szorzata oszthaté 720-szal.
Mutassuk meg, hogy ha egy n > 1 egész esetén 2™ — 1 prim, akkor n prim.

Bizonyitsuk be, hogy minden n pozitiv egész egyértelmtien frhaté n = k? - | alakban, ahol k és [
pozitiv egészek, tovabba [ egyetlen négyzetszam osztdja az 1.
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Tudjuk, hogy ha az 10794 és 14890 szdamokat elosztjuk ugyanazzal a hdromjegyli szimmal, akkor
ugyanazt a maradékot kapjuk. Mi ez a maradék?

Melyik az a legkisebb n pozitiv egész szdm, amire 3 t n és n pozitiv osztéinak szdma d(n) = 127

Legyen k > 2 és jelolje (a1, aq, ..., ar) az ai,asg, ..
pedig az ay,aq,...,a szdmok legkisebb kozds tobbszorosét. Mutassuk meg, hogy (a1, as, ..

., a, szamok legnagyobb k6zos osztdjat, [aq, as, . . ., ak]

'aak)'

[a1,a2,...,ak] = a1 -as - ... a; akkor és csak akkor 4ll fonn minden pozitiv egészekbol 41l szdm

k-asra, ha k = 2.

(ZH ’02)

Legyen n olyan péaratlan egész szam, amelyik egyetlen prim négyzetével sem oszthaté. Bizonyitsuk
be, hogy n pozitiv osztdinak dtlaga egész.

Igazoljuk, hogy tetszlleges a és b egészekre (a,b) = (a — b, b) teljesiil.

(ZH 03)

A Fibonacci sorozat elemei F} = 0, Fy = 1ési > 2-re F; = F;_1 + F;_5. Bizonyitsuk be, hogy i > 1
esetén F; és F;14 relativ primek. Hatarozzuk meg az F; és F; o legnagyobb kozos osztéjét is!

Hatdrozzuk meg az n! + k és az (n + 1)! + k szdmok legnagyobb k6zos osztdjat.

21n+4
14n+3

Igazoljuk, hogy a

Bizonyitsuk be, hogy a n = ITIf_; p

tort semilyen pozitiv egész n-re sem egyszertsitheto.

szdm pozitiv osztéinak Gsszege o(n) = I,

a;+1-1
i

pi—1




