Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
7. gyakorlat, 2014. marcius 25.

Folyamok, tobbszords dsszefiiggdség, Menger tételek

Tudnivalék

A hdldzat egy (G, s,t, c) négyes, ahol G = (V, E) egy irdnyitott graf, c : E — R, kapacitdsfiiggvény és
s,t € V a G kiillonbozd csucsai (s a termeld, t a fogyasztd). A fenti hdlézaton f : E — Ry egy folyam, ha
0 < f(e) < c(e) minden e € E élre (ez a kapacitdsfeltétel), és Y cp f(uv) = > cp f(vu) tetszéleges
v € V\{s,t} csicsra (ez a folyammegmaraddsi avagy Kirchoff-feltétel). Az f folyam nagysdga (vagy
értéke) az s-bol kifolyé netté folyammennyiség: >° . p f(su) = >, cp f(us).

A fenti halézatban ha X C V olyan halmaz, hogy s € X Z t, akkor a halézat X altal meghatdrozott
(st-)vagdsa az X és V \ X kozott futé élek halmaza, beletartoznak a V' \ X-bdl X-be futé élek is. Az
X dltal definidlt F' végds kapacitdsa c(F) := >, cx e\ x c(w), azaz az X-b8l V' \ X-be futd élek
Osszkapacitédsa.

Lemma: Ha (G, s,t,c) egy hélézat, f egy folyam és s € X C V \ {t} egy st-vagdst meghatdroz
ponthalmaz, akkor my =3_ v ey x f(ou) — f(uv)

Kovetkezmény: Ha (G, s,t, c) egy héldzat, f egy folyam és F egy st-vagds, akkor my < ¢(F).

Allitas: A (G,s,t,c) egy héalézat f folyama pontosan akkor maximélis (azaz az my folyamnagység
akkor legnagyobb), ha my = ¢(F') valamely F' st-végdsra.

Ford-Fulkerson tétel: TetszOleges halézatban a maximalis folyamnagysdg megegyezik a minimalis
vagaskapacitassal.

Ha (G, s,t,c) egy hélézat, f pedig egy folyam, akkor a Gy = (V(G), Ey) az f-hez tartozé segédgrdf,
melyre uv € Ef ha wv € E(G) és f(uv) < c(uv) (eldreél) vagy ha vu € E(G) és f(vu) > 0 (visszaél). Az
f folyamhoz egy javito it a Gy segédgraf egy s-bdl t-be vezetd irdnyitott ttja.

Ha egy f folyamhoz tartozé Gy segédgrafban pontosan akkor létezik javité ut, ha f nem maximalis
nagysdgu. A javité it mentén az eldreéleken e-nal névelve (maximum a kapacitésig), a visszaéleken e-nal
csokkentve (legfeljebb 0-ig) a folyamot, a folyam nagysiga e-nal novelhetd.

Javito utas algoritmus Kiindulunk a f = 0 folyambdl, és addig noveliink az aktudlis f-hez tartozo
segédgraf javité utja mentén, amig ez lehetséges. Ha nincs tovdbbi javitas, akkor a folyam maximélis.

Edmonds-Karp tétel: Ha a javité utas algoritmusban mindig egy leheto legkevesebb élbol allo
javité it mentén javitunk, akkor legfeljebb nm javitas kell a maximalis folyam megtalaldsahoz, ahol n a
hélézat csicsainak, m pedig az éleinek szama.

Egészértékiiségi (EgEr) lemma: Ha a c kapacitasfiiggvény egész, akkor létezik maximélis nagysdgu
egészfolyam, azaz olyan f maxfolyam, amire f(e) egész minden e élen.

Diszjunkt utak: A Py, Ps, ..., P, (irdnyitott) s-bél t-be vezet6 utak pont/éldiszjunktak, ha s-t6l és
p-t6l kiilonbo6z6 pontjaik/éleik diszjunktak.

Menger tétel: A G (irdnyitott) grafban az s-bél t-be vezetd éldiszjunkt utak maximédlis szdma
megegyezik az Osszes st utat lefogd élek minimalis szama&val.

Ha a G (irdnyitott) grafban s és ¢ nem szomszédosak, akkor az s-bél t-be vezeté pontdiszjunkt utak
maximalis szdma megegyezik az Osszes st utat lefogd, s-t6l és t-t61 kiillonb6z6 pontok minimalis szdmaval.

Tobbszords dsszefliggdség: A G graf k-szorosan €ldsszefiiggd, ha tetszéleges, legfeljebb k — 1 élét
elhagyva G Osszefiiggd marad. A G gréaf k-szorosan (pont)dsszefiiggd, ha legaldbb k + 1 pontja van, és
tetszOleges, legfeljebb k — 1 cstcsat elhagyva G Osszefiiggd marad.

Tétel: G k-élosszefiiggd <= G barmely két csicsa kozt fut k éldiszjunkt ut. G k-Osszefliggd <=
G barmely két csicsa kozt fut k pontdiszjunkt it és G legalabb (k 4+ 1)-pontu.

Tétel: Ha G legaldbb 3-ponti, akkor G 2-6sszefiiggd <= G bérmely 2 pontja egy korén van. (Ha
G of, akkor ez azzal is ekvivalens, hogy G barmely két éle egy koron van.)

Dirac tétel: Ha k > 2 és G k-0sszefliggd, akkor G barmely k pontja egy korén van.

Feladatok

1. Adjunk meg egy-egy maximélis folyamot az alabbi hélézatokban, és bizonyitsuk be, hogy nagyobb
folyam nem lehetséges.
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a) Az el6zé feladat hélézataiban valasszuk valamelyik él kapacitdsét a feltiintetett helyett c-nek,
és hatarozzuk meg, hogyan fiigg a maximélis folyamnagysag a ¢ kapacitas értékétol.
b) Szintén az eléz6 feladat halézatait tekintve dontsiik el, melyik élt kellene a grafban térélni ahhoz,
hogy a létrejové halézatban a maximalis folyam nagysiga a lehetd legkisebb legyen.

Tegyiik fel, hogy a (D, s, t, ¢) hdlézatban az s-t tartalmazd, t-t61 diszjunkt X és az Y ponthalmazok
mindegyike minimélis kapacitdsi st-vagast hataroz meg. Mutassuk meg, hogy az X NY és X UY
ponthalmazokhoz is minimalis kapacitasu st-vagés tartozik.

Igaz-e, hogy minden hdlézatban van olyan e él, amelynek a kapacitdsét e-nal csokkentve (ahol
0 < e < ¢(e)) a maximalis folyamnagység is e-nal csokken?

Igaz-e az, hogy minden halézatban van olyan e él amihez létezik egy pozitiv € mennyiség gy, hogy
ha e kapacitdsat e-nal néveljiik (ahol 0 < e < ¢(e)), akkor a maximéglis folyamnagysdg is e-nal
novekszik?

Ha a fenti allitdsok valamelyike nem igaz, akkor hogyan lehet eldonteni egy adott hélézatban, hogy
létezik-e olyan él, ami rendelkezik a kérdésben leirt tulajdonsiggal?

Adott a D irdnyitott graf valamint D élein a ¢ kapacitasfiiggvény. Bizonyitsuk be, hogy ha s,t és
w a D olyan cstcsai, hogy 1étezik D-ben m nagysagu st-folyam és m nagysagu tw folyam is, akkor
D-ben létezik m nagysagi sw folyam.

Egy (G, s,t,c) halézatban minden él piros, fehér, vagy zold. Ha csak a piros és fehér, vagy csak a
piros és z0ld, vagy csak a fehér és zold éleket tekintjiik, akkor a kapott halézatokban a maximélis
folyam nagysaga 10. Bizonyitsuk be, hogy a teljes halézatban a maximélis folyam nagysaga legalabb
15.

Iranyitsuk a kocka élhalézatdnak éleit az s csticsbol az atellenes ¢ cstcs felé. Hogyan kell a kiosztani
a 12 él kozt 4 db 1-es, 2-es ill. 3-as kapacitast, hogy a kapott halézatban a maximalis folyamnagysag
a lehetd legnagyobb legyen?

Mutassunk példat olyan véges, egyszeri G grafra, amire A\(G) # k(G). Lehet-e a két Osszefliggdség
koziil a nagyobbikat a kisebbiknek egy alkalmas fiiggvényével feliilrél becsiilni?

Melyik az a legnagyobb k szam, amelyre a K, ,, teljes paros graf k-szorosan pontosszefiigg6?
Bizonyitsuk be, hogy egy k-szorosan Gsszefiiggd grafnak legalabb kn/2 éle van!

Igazoljuk, hogy ha egy n ponti egyszer(i G grafban minden fokszam legaldbb (n + k — 2)/2, akkor
G k-szorosan Osszefiiggo!

Igazoljuk, hogy tetszdleges r-reguldris (r > 1) egyszer(i Gsszefliggd péros graf 2-osszefiiggd is!
Legfeljebb mekkora lehet két fa uniéjanak él- ill. pontosszefiiggdsége?

Legyen G az a graf, mely egy 8 hosszu korbdl ugy keletkezik, hogy a koron dtellenes cstcsokat
egy-egy éllel Gsszekotjilk. Igazoljuk, hogy G haromszorosan pontosszefiiggd, de négyszeresen mar
nem.
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Bizonyitsuk be, hogy ha a G iranyitott grafban van u-bdl v-be is és v-bél w-be is k éldiszjunkt
irdnyitott ut akkor G-ben létezik u-bol w-be is k éldiszjunkt irdnyitott t.

Igazoljuk, hogy ha az azonos ponthalmazon megadott Gy és G5 grafok élhalmaza diszjunkt, akkor
AMG1+ Ga) > MGy) + A(Gh). Tgaz-e, hogy ekkor k(G + G2) > k(G1) + k(G1) is teljestil? (G + Go
azt a grafot jelenti, aminek csicshalmaza a két graf kozos csticshalmaza, éleit pedig a két élhalmaz
uniéja adja.)

Legyenek A, B, C péronként diszjunkt, r-elemii halmazok. A G = (V, E) graf csicshalmaza legyen
V =AUBUC, éslegyen uv € E, ha u és v nem ugyanabbdl az r-elemii halmazbdl valék. Mekkora
az a legnagyobb k érték, melyre G k-Osszefiigg6?

Adjunk hatékony algoritmust egy tetszéleges irdnyitatlan graf pontosszefiiggdségének meghatarozasara.

A 10-cstcst teljes grafnak legfeljebb hany élét lehet elhagyni gy, hogy a maradék graf 4-élosszefiiggd
legyen?

Tegyiik fel, hogy a G graf a rogzitett x és y pontokat 6sszek6td pontidegen utak maximélis szdma
5. Lehet-e az x és y pontokat Gsszekoto utakat lefogd élek minimalis szama 1, 2, 3, 4, 5, 6, vagy 77

Tegyiik fel, hogy G 3-Gsszefliggs, vegytink fel egy Uj = pontot, amit G harom kiilonb6zé pontjaval
Osszekotiink. Bizonyitsuk be, hogy a kapott graf 3-Gsszefliggé marad!

Igazoljuk, hogy ha a 2012-ponti G graf 11-szeresen pontosszefiiggd, akkor barmely két csicsa kozott
vezet legfeljebb 183-élii tt. (Segitség: Menger!)



