Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
5. gyakorlat, 2014. marcius 11.

Kénig, Hall, Frobenius, Tutte tételek

Tudnivalék

a(G): fuggetlen pontok maximdlis szdma; 7(G): lefogd pontok minimélis szdma;

v(Q): figgetlen élek maximédlis szdma; p(G): lefogd élek minimdlis szdma.

X(G): kromatikus szdm; w(G): klikkszédm.

Koénig tétel: (a) Ha G péros gréf, akkor v(G) = 7(G).

(b) Ha G péros és nincs izolalt pontja, akkor a(G) = p(G).

Gallai tétel: (a) Ha G-ben nincs hurokél (de nem feltétleniil paros graf) akkor 7(G) + a(G) = n
ahol n G csucsainak a szdma. (b) Ha G—ben nincs izolalt pont (de nem feltétlentl péros graf) akkor
v(G) 4+ p(G) = n ahol n G csiicsainak a szdma.

Ha X a G = (V, E) gréf cstcsainak részhalmaza akkor N(X) :={v eV :3xr € X :vz € E} az X
halmazbeli pontok szomszédsaganak unidja.

Frobenius tétel: Ha A és B a G paros graf szinosztélyai, igy pontosan akkor 1étezik G-nek teljes
pérositdsa, ha |A| = |B| és az A szinosztély pontjainak tetszéleges X részhalmazdra | X| < |N(X)|.

Hall Tétel: Ha A és B a G paros graf szinosztalyai, ugy pontosan akkor létezik G-nek A-t fedd
péarositdsa, ha az A szinosztély pontjainak tetszéleges X részhalmazara | X| < |N(X)].

Tutte tétel: A G véges graftban pontosan akkor 1étezik teljes parosités, tetszéleges X cstucshalmazra
G — X-nek legfeljebb | X| pératlan komponense van: ¢,(G — X) < |X| VX CV esetén.
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Feladatok

1.

Adott n fid és n lany dgy, hogy minden fiinak legfeljebb 1 rokona van a ldnyok kozott, és barmely
ldnyhoz van olyan fil, aki nem rokona. Bizonyitsuk be, hogy a fitik és a lanyok parokba rendezhetok
agy, hogy rokonok nem alkotnak part.

Bizonyitsuk be, hogy ha a G péros graf osszefiiggd és az A osztalydban a fokszamok kiilonbozék,
akkor G-nek van A-t fed pérositasa.

A G irdnyitott graf minden csicsabdl k él indul és k él érkezik. Igaz-e, hogy G-nek kivalaszthatok
pontdiszjunkt iranyitott korei, melyek G minden cstcsan athaladnak?

Igazoljuk, hogy minden regularis paros grafnak van teljes parositasa.

Legyen G egy olyan egyszerii graf, amelynek 1000 csticsa van és minden csics fokszama legalabb 6.
Igazoljuk, hogy v(G) > 6. (v(G) a fiiggetlen élek maximadlis szdmat jeldli.)

Bizonyitsuk be, hogy egy 2-reguldris, paros grafban a kiilonboz6 teljes parositasok szama mindig
2-nek valamilyen pozitiv egész kitevOs hatvanya.
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Bizonyitsuk be, hogy minden véges G grafra 2v(G) > 7(G) teljesiil. Mutassunk olyan gréafot, melyre
egyenl6ség all.

Egy tancmulatsagon 25 lany és 25 fii van jelen. E tarsasdgban minden lany ismeretségben van
legalabb 13 fiival és minden fit legalabb 13 lannyal. Bizonyitsuk be, hogy paros tancra perdiilhetnek
egyszerre mind az 50-en gy, hogy az egymassal tancoldk ismerik egymést!

Hatérozzuk meg az aldbbi grafokban a 7(G), v(G), p(G) és a(G) értékeket!
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Egy kirdndulason n hézaspar vesz részt, és kozottiik kellene elosztani 2n kiilonboz6é csokolddét
ugy, hogy mindenki egyet kapjon. Tudjuk, hogy minden részvevé legalabb n fajtat szeret a 2n-féle
csokoladé koziil, és az is teljesiil, hogy minden csokoladét szereti minden hézasparnak legaldabb az

egyik tagja. Bizonyitsuk be, hogy ekkor kioszthatdk gy a csokoladék, hogy mindenki olyat kapjon,
amit szeret.

Konstrualjunk olyan grafot, amelynek pontosan k db kiilonb6zé teljes parositdsa van.

Igaz-e, hogy tetszoleges véges G graf mindazon élei, amik G valamelyik teljes parositasaban szere-
pelnek, paros grafot alkotnak?

Adott egy n X n -es méatrix, amelynek minden sordban, és oszlopaban pontosan k darab egyes
van. Bizonyitsd be, hogy ekkor kivalaszthaté n darab egyes gy, hogy minden sorbdl és oszlopbdl
pontosan egy darab egyest valasztottunk kil

Legyen V(G) = {v1,v2,...,v2004}. A v; és vj (i # j) csticsok kozott akkor menjen €l, ha i + j
hdrommal osztva 1 maradékot ad. Hatdrozzuk meg az aldbbi griafokra a(G), v(G), p(G) és 7(G)
értékeit.

Legyen V(H) = {v1,vs,...v7a}. A v; és v; (i # j) cstcsok kozott akkor menjen él, ha ¢ + j és 74
relativ primek. Hatdrozzuk meg az o(H), v(H), p(H), 7(H) értékét!

Legyen G egy 2n pontu graf, mely egy 2n — 1 pontu L Gtbdl és egy ¢ pontbdl all, ami L minden
pontjaval &ssze van kdtve. Mennyi 7(G)?

Léssuk be, hogy egy n ponti egyszerii G grafban 7(G) = n — 1 akkor és csak akkor, ha G = K,,.



