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Intervallum grdfok szinezése, élkromatikus szdm, pdros grdfok, pdrositds, Kénig, Hall, Frobenius tételek

Tudnivalék

Az G gréf L(G) élgrafidnak csicsai a G élei, melyek pontosan akkor vannak 6sszekotve, ha a megfelel
élek csatlakoznak. Az élszinezési szamot x'(G) jeloli. Az élszinezési szdm az élgraf kromatikus szdma. Ha
G véges graf akkor A(G) < x/'(Q).

Vizing tétel: Ha G egyszerii és véges, akkor x'(G) < A(G) + 1.

A G graf intervallumgrdf, a G csicsai megfeleltethet6k valds intervallumoknak dgy, hogy két csics
pontosan akkor legyen szomszédos, ha a megfelel intervallumok metszik egymast. Ha G intervallumgraf,
akkor x(GQ) = w(G).

A G graf pdros grdf, ha csicsai 2-szinezhetéek, azaz G cstcsai gy sorolhatéak két szinosztélyba,
hogy azonos osztdlyon beliil nem fut G-nek éle.

A G graf pontosan akkor paros, ha nem tartalmaz paratlan kort, mas széval, ha minden kore paros
hossziisdgi. (Tehdt pl minden fa paros graf.) A G(V, E) grafban éleinek F részhalmaza pdrositds (més
széval figgetlen), ha F élei diszjunktak, azaz G barmely cstcsa legfeljebb egy élnek végpontja. (Es F-ben
hurokélek sincsenek.) Az F' pdrositds teljes, ha V minden pontjit fedi, azaz V minden pontjabdl indul
F-nek éle. A G-beli fiiggetlen élek maximalis szamét v(G) := {|F| : F' a G pérositasa} jeloli.

Ha X a G = (V, E) gréf cstcsainak részhalmaza akkor N(X):={v eV :3x € X :vz € E} az X
halmazbeli pontok szomszédsaganak uniéja.

Frobenius tétel: Ha A és B a G péros graf szinosztélyai, gy pontosan akkor 1étezik G-nek teljes
pdrositdsa, ha |A| = |B| és az A szinosztély pontjainak tetszéleges X részhalmazira |X| < |N(X)|
teljesiil.

Hall Tétel: Ha A és B a G paros graf szinosztalyai, igy pontosan akkor létezik G-nek A-t fed§
pérositdsa, ha az A szinosztdly pontjainak tetszéleges X részhalmazdra | X| < |N(X)| teljesiil.

A G gréf csicsainak U részhalmaza lefogs ponthalmaz, ha U lefogja G minden élét, azaz G minden
élének van U-beli végpontja, més széval G — U iires graf. A G lefogé ponthalmazai méretének minimumaét
7(G) ;== min{|U| : U a G lefogd ponthalmaza} jeloli. Tetszéleges véges grafra 7(G) > v(G).

Koénig tétel: Ha G véges, paros graf, akkor 7(G) = v(G).

Feladatok

1. Tegyiik fel, hogy az egyszerti G graf r-reguldris, Osszefliggd, de van olyan pontja (elvidgd pont),
melyet elhagyva a graf szétesik. Igazoljuk, hogy x'(G) = r + 1.

2. Tegyiik fel, hogy G egyszerti, 8-reguldris, 2009 ponti graf. Hatdrozzuk meg a x'(G) élkromatikus
szamot.

3. Hatdrozzuk meg a K, teljes graf x'(K,,) élkromatikus szdmaét.

4. Mennyi az dbran lathaté grafok élkromatikus szama?
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5. Hatarozzuk meg annak a grafnak a kromatikus és élkromatikus szamat, amit egy 2n pontu korbél
gy kapunk, hogy behtzzuk az n atmérot.

6. Legyen G olyan 3-reguldris egyszer(i graf, melyben van elvdgé él (azaz olyan él, melyet elhagyva a
graf t6bb komponensre esik). Mutassuk meg, hogy ekkor x'(G) = 4.



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Bizonyitsuk be, hogy minden (legaldbb hdrom cstcst) egyszerli sikgrdfnak van legaldbb hérom
olyan csicsa, amelyeknek a foka kevesebb mint hat.

A G graf csucsai intervallumoknak felelnek meg egy kdrvonalon. Két cstcs Gssze van kdtve akkor
és csak akkor, ha a két intervallum metszi egymdst. Igaz-e mindig, hogy x(G) = w(G)?

A G graf csicsai intervallumoknak felelnek meg egy egyenesen. Két cstics 6ssze van kétve akkor és
csak akkor, ha a két intervallum diszjunkt. Igaz-e mindig, hogy x(G) = w(G)?

Hatarozzuk meg a maximalis parositas méretét az aldbbi grafokban.
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Adott n fid és n lany dgy, hogy minden fiinak legfeljebb 1 rokona van a ldnyok k6zott, és barmely

lanyhoz van olyan fili, aki nem rokona. Bizonyitsuk be, hogy a fitik és a lanyok parokba rendezhetok
gy, hogy rokonok nem alkotnak part.

Bizonyitsuk be, hogy ha a G péros graf osszefiiggd és az A osztdlydban a fokszamok kiilonbozék,
akkor G-nek van A-t fedd pérositésa.

A G irdnyitott graf minden csicsabdl k él indul és k él érkezik. Igaz-e, hogy G-nek kivalaszthatdk
pontdiszjunkt iranyitott korei, melyek G minden cstcsan athaladnak?

Igazoljuk, hogy minden regularis paros grafnak van teljes parositasa.

Legyen G egy olyan egyszeru graf, amelynek 1000 cstcsa van és minden cstcs fokszama legalabb 6.
Igazoljuk, hogy v(G) > 6. (v(G) a fiiggetlen élek maximalis szdmét jeloli.)

Bizonyitsuk be, hogy egy 2-reguléris, paros grafban a kiilonb6z6 teljes parositasok szama mindig
2-nek valamilyen pozitiv egész kitevos hatvanya.

Bizonyitsuk be, hogy minden véges G gréfra 2v(G) > 7(G) teljesiil. Mutassunk olyan grafot, melyre
egyenldség all.

Egy tancmulatsagon 25 lany és 25 fii van jelen. E tarsasdgban minden ldny ismeretségben van
legaldbb 13 fitival és minden fit legaldbb 13 lannyal. Bizonyitsuk be, hogy paros tdncra perdiilhetnek
egyszerre mind az 50-en gy, hogy az egymassal tancoldk ismerik egymast!

Hatérozzuk meg az alabbi grafokban a 7(G),v(G), p(G) és a(G) értékeket!
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Egy kirandulason n héazaspar vesz részt, és kozottiik kellene elosztani 2n kiilonbozé csokoladét
agy, hogy mindenki egyet kapjon. Tudjuk, hogy minden részvevo legalabb n fajtat szeret a 2n-féle
csokoladé koziil, és az is teljestil, hogy minden csokolddét szereti minden hézasparnak legalabb az

egyik tagja. Bizonyitsuk be, hogy ekkor kioszthatok tigy a csokoladék, hogy mindenki olyat kapjon,
amit szeret.
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