Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
3. gyakorlat, 2014. februar 25.

Kromatikus szdm, otszintétel, intervallum grafok szinezése, élgrdafok, élkromatikus szam

Tudnivalék

A G egyszeri graf cstucsainak egy szinezésén szineknek a csiicsokhoz valé olyan hozzarendelését
értjiik, melyben szomszédos csticsok kiilonbozé szint kapnak. A G graf kromatikus szdma, x(G) = k ha
G kiszinezhetd k szinnel, de (k — 1)-gyel nem.

A G gréf klikkje a G egy teljes részgrafja. A G graf klikkszdama a legnagyobb klikkjének mérete, jele
w(G). Ha G véges, egyszert, akkor w(G) < x(G) < A(G) + 1. Ha G 6sszefliggd és nem reguldris, akkor
Xx(G) < A(G) (gyenge Brooks).

Brooks tétel: Ha G osszefiiggd, de nem klikk és nem is paratlan kor, akkor x(G) < A(G).

Mycielski tétel: Minden pozitiv egész k ra létezik olyan Gy, graf, melyre w(Gy) = 2, és x(Gj) = k.

Az G gréf L(G) élgrafidnak csicsai a G élei, melyek pontosan akkor vannak dsszekotve, ha a megfelel
élek csatlakoznak. Az élszinezési szdmot x'(G) jeloli. Az élszinezési szdm az élgraf kromatikus szdma. Ha
G véges graf akkor A(G) < x/(G).

Vizing tétel: Ha G egyszerii és véges, akkor x'(G) < A(G) + 1.

Otszintétel: Ha G sikbarajzolhaté, akkor x(G) < 5.

Négyszintétel: Ugyanez, 4-gyel.

A G graf intervallumgrdf, a G csicsai megfeleltethet6k valds intervallumoknak dgy, hogy két csics
pontosan akkor legyen szomszédos, ha a megfelel intervallumok metszik egymast. Ha G intervallumgraf,
akkor x(GQ) = w(G).

Feladatok

1. Adott a sikon &ltaldnos helyzetli egyeneseknek egy halmaza (azaz semelyik hdrom egyenes sem
halad &t egy ponton és nincs koztitk két parhuzamos). Legyenek a G graf csicsai ezen egyenesek
metszéspontjai, két csiics akkor legyen szomszédos, ha egy egyenesen egymast koveté metszéspontok.
Mutassuk meg, hogy x(G) < 3.

2. Van-e olyan G graf, aminek nincs Ky részgrafja, de G mégsem szinezhetd ki 3 szinnel?
3. Legfeljebb hény éle lehet annak az n csicsi G grafnak, amire x(G) < 2 (ill. x(G) < 3)?

4. Mutassuk meg, hogy tetszbleges G graf x(G) szinnel torténd tetszbleges szinezésének barmely
szinosztalyanak van olyan v csucsa, hogy v-nek minden mas szinosztalyban van szomszédja.

5. Bizonyitsuk be, hogy tetszdleges G grifra |E(G)| > (X(QG)).

6. Legyenek K és H a G graf két komponense. Legyen G’ az a graf, amit G-bél ugy kapunk, hogy K
minden pontjét 6sszekotjitk H minden pontjdval. Bizonyitsuk be, hogy x(G) = max{x(K), x(H)}
ill. x(G") = x(H) + x(K).

7. Legyenek G1 = (V, E1),Gs = (V, Es) tetsz8leges véges grafok és legyen G = (V, Ey U Es) gréfok.
Bizonyitsuk be, hogy x(G) < x(G1)x(G2).

8. Tekintsiik a sik egyeneseinek egy véges halmazat. Mutassuk meg, hogy a keletkez6 siktartomanyok
sakktablaszeriien kiszinezhetdek.

9. Tegyiik fel, hogy az atlantiszi orszagok rendelkeznek azzal a tulajdonsaggal, hogy az Osszes orszag-
hatért be lehet jarni igy, hogy minden orszaghataron egyszer haladunk végig, és a kiindulasi pontba
érkeziink vissza. Bizonyitsuk be, hogy Atlantisz térképén az orszagok két szinnel szinezhetdk tugy,
hogy szomszédos orszagok szine kiillonb6zo6 legyen.

10. Mutassunk olyan térképet, ahol minden orszag egy téglalap, és a térkép kiszinezéséhez nem elég 3
szin.
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A Mycielski konstrukciéval megkapott Gy grafok koziil melyek tartalmaznak Euler korsétat, és
melyeknek van Hamilton koriik?

Tegyiik fel, hogy az egyszerli G gréaf r-reguldris, Osszefiiggd, de van olyan pontja (elvdgd pont),
melyet elhagyva a gréaf szétesik. Igazoljuk, hogy x'(G) =r + 1.

Tegyiik fel, hogy G egyszer(i, 8-reguldris, 2009 pontd graf. Hatdrozzuk meg a x'(G) élkromatikus
szamot.

Hatérozzuk meg a K, teljes graf x/'(K,) élkromatikus szdmat.

Legyen n > 2. Mennyi az n csucsi teljes graf élgrafja komplementerének x(L(K,)) kromatikus
szama?

(A G grafhoz tartozé élgrdf cstcsai G éleinek felelnek meg, és két L(G)-beli cstics pontosan akkor
szomszédos, ha a nekik megfelelé G-beli éleknek van kozos végpontjuk.)

Mennyi az abran lathaté grafok élkromatikus szama?

\VA

Hatarozzuk meg annak a grafnak a kromatikus és élkromatikus szamat, amit egy 2n pontud kérbol
ugy kapunk, hogy behizzuk az n atmérét.

Legyen G olyan 3-reguldris egyszer(i graf, melyben van elvdgé él (azaz olyan él, melyet elhagyva a
graf t6bb komponensre esik). Mutassuk meg, hogy ekkor x'(G) = 4.

Bizonyitsuk be, hogy minden (legaldbb hdrom csicsi) egyszerii sikgrafnak van legaldbb hérom
olyan csicsa, amelyeknek a foka kevesebb mint hat.

A G graf csucsai intervallumoknak felelnek meg egy kdrvonalon. Két cstics 6ssze van kdtve akkor
és csak akkor, ha a két intervallum metszi egymdst. Igaz-e mindig, hogy x(G) = w(G)?

A G graf csicsai intervallumoknak felelnek meg egy egyenesen. Két cstics 6ssze van kotve akkor és
csak akkor, ha a két intervallum diszjunkt. Igaz-e mindig, hogy x(G) = w(G)?



