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Hamilton korok és utak, pdros graf, kromatikus szdm

Tudnivalék

A G gréf Hamilton-kére (Hamilton-itja) a G olyan kore (dtja), mely G minden csicsat tartalmazza.

Ha a véges G grafban létezik Hamilton-kor (ill. Hamilton-tt), akkor G-nek k tetszéleges pontjét
torolve, a keletkezd grafnak legfeljebb k (ill. k£ 4+ 1) komponense van.

Dirac tétele: Ha az n-ponti (n > 3), egyszerti G graf minden pontjanak foka legalabb %, akkor
G-nek van Hamilton-kére.

Ore tétele: Ha az n-ponti (n > 3), egyszerii G graf olyan, hogy uv ¢ E(G) esetén d(u) + d(v) > n,
akkor G-nek létezik Hamilton-kore.

A G = (V,E) graf pdros, ha csicsai V.= AU B médon két szinosztdlyra bonthatdk dgy, hogy G
minden élének van A-beli és B-beli végpontja is. Jelolés: G = (A, B; E).

A (), kor pontosan akkor péaros graf, ha n paros.

G gréf péaros akkor és csak akkor, ha G nem tartalmaz paratlan kort. Minden fa péros graf.

A G egyszerii graf cstcsainak egy szinezésén szineknek a csiicsokhoz valé olyan hozzdrendelését
értjiik, melyben szomszédos csicsok kiilonbozé szint kapnak. A G graf kromatikus szama, x(G) = k ha
G kiszinezheté k szinnel, de (k — 1)-gyel nem.

A G graf Klikkje a G egy teljes részgrafja. A G graf klikkszdma a legnagyobb klikkjének mérete, jele
w(G).

Ha G véges, egyszeril, akkor w(G) < x(G) < A(G) + 1.

Feladatok

1. Legyen G egy 2n csucsu egyszeri graf és tegytiik fel, hogy G minden csicsanak legalabb n szomszédja
van. Bizonyitsuk be, hogy ha G minden élének ki szeretnénk vélasztani legalabb egy végpontjat,
akkor G-nek legalabb n cstcséat kell kivalasztanunk.

2. Egy tarsasdgban barmely két embernek legaldbb két kozos ismerdse van. Tudjuk tovabba, hogy
barmely két ember vagy ismeri egymast, vagy ha nem, akkor a tarsasag barmely harmadik tagjat
legaldbb az egyikilk ismeri. Bizonyitsuk be, hogy a tdrsasig tagjai leiiltetheték egy (megfeleld
méretli) kerek asztal koré igy, hogy mindenki két ismerdse kozott iiljon.

3. A G egyszeri grafnak 2n 4 1 csicsa van és minden csiicsanak legalabb n a foka. Bizonyitsuk be,
hogy G-ben van Hamilton-ut!

4. Igazoljuk, hogy minden 8-reguldris grafnak van 4-reguldris és 2-regularis részgrafja is. Egy 2-
regularis grafnak van-e mindig olyan 1-reguléris részgrafja, mely az eredeti graf Osszes pontjat
tartalmazza?

(Egy gréfot k-reguldrisnak neveziink, ha minden csicsdnak a fokszdma k.)

5. Egy G egyszerti graf csucsait az 1,2, ... 100 szdmok jeldlik. Az ¢ és j csticsok kozott pontosan akkor
vezet él, ha |i — j| < 2. Tartalmaz-e G Hamilton-kort, illetve utat?

6. Igazoljuk, hogy ha a G grafban van Hamilton-kor, akkor a G — v ill. a G — e graf G barmely v
cstcsara és barmely e élére is Osszefiiggo.

7. Hany kiilonb6z6 Hamilton-kore van a G,, grafnak, ha
(a) G, az n cstucsu K, teljes grafot jeloli és n > 3;
(b) G,, egy olyan graf, melyhez K, egy x,y élének elhagydsa révén jutunk és n > 4;

8. Létezik-e Hamilton-kor, illetve Hamilton-it az alabbi grafokban?
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Legalabb hany éle van egy olyan hat pontu grafnak, melynek van Hamilton-kore?

Hény kiilénboz6 Hamilton-kore van a 2n csticst K, ,, teljes paros grafnak? (n > 2).
Legfeljebb hany éle lehet egy hat csicsi grafnak, amelyben nincs Hamilton kor?

Hatarozzuk meg a mellékelt grafok kromatikus szamat!

R

Legyenek G csucsai az 1,2,...,2™ — 1 szamok, és két csics pontosan akkor legyen szomszédos, ha
egyik osztdja a masiknak. Mennyi a G graf kromatikus szama?

Legyen V(G) ={1,2,3,...,100}, és legyen ij € E(G), ha |i — j| < 7. Mennyi az {gy meghatérozott
G graf x(G) kromatikus szdma?

Legyenek a G graf cstcsai a sakktdbla mezéi. Két mez6 kozt akkor fusson él, ha a huszér (béstya,
futd, kirdly) egy 1épésben az egyik mez6rél a mésikra léphet. Mennyi a G graf kromatikus szdma?

Adott a sikon altaldnos helyzetii egyeneseknek egy halmaza (azaz semelyik hirom egyenes sem
halad 4t egy ponton és nincs koztitk két parhuzamos). Legyenek a G graf csicsai ezen egyenesek
metszéspontjai, két cstics akkor legyen szomszédos, ha egy egyenesen egymast kovetd metszéspontok.
Mutassuk meg, hogy x(G) < 3.

Van-e olyan G gréaf, aminek nincs K, részgrafja, de G mégsem szinezhetd ki 3 szinnel?
Legfeljebb hény éle lehet annak az n csicsi G grafnak, amire x(G) < 2 (ill. x(G) < 3)?

Mutassuk meg, hogy tetszbleges G graf x(G) szinnel torténd tetszéleges szinezésének barmely
szinosztalyanak van olyan v cstcsa, hogy v-nek minden mas szinosztalyban van szomszédja.

Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges G grafra |E(G)| > (¥ G))

Legyenek K és H a G graf két komponense. Legyen G’ az a graf, amit G-b6l gy kapunk, hogy K
minden pontjét 6sszekotjiik H minden pontjéval. Bizonyitsuk be, hogy x(G) = max{x(K), x(H)}
il x(G") = x(H) + x(K).

Legyenek Gy = (V, E1),Go = (V, E2) tetsz6leges véges grafok és legyen G = (V, E1 U Es) grafok.
Bizonyitsuk be, hogy x(G) < x(G1)x(G2).

Tekintsiik a sik egyeneseinek egy véges halmazat. Mutassuk meg, hogy a keletkezo6 siktartomanyok
sakktablaszerlien kiszinezhetéek.

Tegylik fel, hogy az atlantiszi orszagok rendelkeznek azzal a tulajdonsdggal, hogy az Gsszes orszag-
hatért be lehet jarni igy, hogy minden orszaghataron egyszer haladunk végig, és a kiindulasi pontba
érkeziink vissza. Bizonyitsuk be, hogy Atlantisz térképén az orszagok két szinnel szinezhetdk tugy,
hogy szomszédos orszagok szine kiillonb6zo6 legyen.

Mutassunk olyan térképet, ahol minden orszag egy téglalap, és a térkép kiszinezéséhez nem elég 3
szin.



