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Tudnivalék

Def: A D,, diédercsoport elemei a szab n-szoget fixen hagyo egybevagosagok, mivelet a o (fvkompozicio).

Allitas: D,-nek 2n cleme van: n forgatas (a helybenhagyast is beleértve) és n titkrozés.

Def: Az n-edrendd szimmetrikus csoport alaphalmaza az {1,2,...,n} szamok S,, permutacioinak, azaz az
f : [n] — [n] kolcsonosen egyértelm leképezések halmaza. Az S,, szimmetrikus csoport miivelete a o kompozicio,
azaz (o om)(x) := o(n(x)). G permutdcidcsoport, ha G < S,,.
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Példa: Ha példaul = = 2Ta[3(1]5 és o= 572 154 akkor roo = 5Ta2(5 1 adodik.
Def: Az (i1,i2,...,i;) a o0 € S, permutacio ciklusa, ha o(ij) = ij41, ahol 441 :=i1. Az (i1,42,...,9) ciklus
olyan permutécio, melynek (i,1i9,...,1x) ciklusa, az Gsszes tovabbi elem fix pontja. Két ciklus diszjunkt, ha a

benne szerepl§ elemek halmaza diszjunk. Transzpozicio a kételemi ciklus. Ha 7 az S, transzpozicidinak egy
halmaza, akkor a T grdfja G = ([n], {ij : (i,j) € T}. Megfigyelés: T generdlja S,-t < G7 of.

Tétel: Minden permutacié elgall diszjunkt ciklusok szorzataként.

Megjegyzés: A fenti példaban szerepld permuticidk ciklusok szorzataként torténé lehetséges felirdsa pl
m = (124), 0 = (13)(45) és m o o0 = (13245), ahol az egyes ciklusok a zardjeleken beliil vannak, a trivialis
ciklusokat (fix pontokat) nem irjuk ki.

Megfigyelés: Az S, egységeleme az identikus permutacio, amire 7(i) =i Vi € {1,2,...,n}. Tetszbleges 7
permutécié inverze Sy,-ben az inverz leképezés, amire 771(j) = 4, ha 7(i) = j.

Cayley tétel: Minden véges csoport alkalmas permutécidécsoporttal izomorf.

Def: A (R,{+,}) algebrai struktara gydrd, ha (R,+) Abel-csoport, (R, -) félcsoport, tovabba teljesiilnek a
disztributiv azonossdgok: a(b+ c¢) = ab+ ac ill. (a + b)c = ac + bc (Va,b,c € R). Ha réviden csak R gytrtit
mondunk, akkor konvenci6 szerint R két miivelete 4+ és - a fentiek szerint.

Az R gytirti kommutativ, ha a szorzas kommutativ. Az R gytrt 6sszeadasanak egységelemét nullelemnek nevez-
ziik, és 0-val jeloljiik. Az R gytriiben az a € R elem inverzét az 6sszeadasra —a jeloli. Az R gyird egységelemes,
ha a szorzasmiiveletnek van egysége, melyet (ha van) 1 jeldl.

Megfigyelés: Ha R gytirt, és a,b € R, akkor 0a = a0 = 0 ill. (—a)b = —ab = a(-b).

Példa: Z,Q, R, C gytrtk. N nem gytird, nZ, Z,, gytrd. Tetszbleges H halmazra (P(H),{V,N}) a H halmaz
Boole gyirije, ahol V a szimmetrikus kiilonbséget jeloli: AVB := (A\ B) U (B \ A). Itt a nullelem az (), az
egység pedig a H.

Def: Az R gytirtiben a a # 0 elem nullosztd, ha létezik olyan 0 # b € R, melyre ab = 0. Az R gytrd
nullosztémentes, ha R-ben nincs nullosztd. Az R gyUrd integritdsi tartomdny, ha kommutativ és nullosztomentes.

Megfigyelés: Ha n € Z, akkor nZ a 7Z részgytrtje. A Z gytiri minden részgyiiriije nZ alaku.

Def: A T gytirt ferdetest, ha (T'\ {0}, ) csoport. Ha a szorzas kommutativ, akkor T" test.

Példa: Q,R,C,Z, testek. Test még a Q(v/2) := {a+bv2:a,b € Q} is.

Feladatok

1. Irjuk fel Dy, szorzotablajat!

Mutassuk meg, hogy ha G csoport és a,b € G, akkor ab és ba rendjei megegyeznek: og(ab) = og(ba).
Az S, szimmetrikus csoportnak részcsoportjat alkotjak-e a paros inverziészami permutéciok?
Igazoljuk, hogy S,-et generaljak az (1,2) és (1,2,...,n) permutaciok.

Legkevesebb hany transzpozici6 sziikséges ahhoz, hogy a teljes S, csoportot generalja?

Hogyan lehet meghatéarozni egy m permutacié rendjét a a 7 ciklusaibo6l?

Mutassunk példat arra, hogy két mésodrendid permutacié kompozicidéjanak a rendje 7.

Gytrit alkotnak-e az invertalhaté n x n méretd valos matrixok? Hat Z;, gytirt-e vajon?

Tegyiik fel, hogy R gytird és (R, -) csoport. Bizonyitsuk be, hogy R egyelem.

Mik a Z,, gytrt nulloszt6i? Gyfrtit alkot-e Z™*™? Ha igen, mik a nulloszt6i?
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. Tegyiik fel, hogy az R gytrt nullosztomentes, és v = r teljesiil a gytird egy elemére. Bizonyitsuk be,
hogy r = 0 vagy » = 1. Mutassunk példat olyan nem nullosztémentes gytirtire, és annak egy r elemére
(1 # r # 0), amire r2 = r teljesiil.

12. Testet alkot-e a {p + ¢v/2 : p,q € Q} halmaz a szokasos szorzasra és Osszeadasra?

13. Mutassuk meg, hogy ha T test, a,z € T és a + a = 0, akkor x + x = 0.

14. Hatarozzuk meg a kvaternidtestben az x = 2 — j ill. az y = 2 — i + j — k elemek inverzeit. Szamitsuk ki a

Q(v/2) testben a (2 4+ 5v/2) - (3 — 2v/2)7! = % elemet.

15. Bizonyitsuk be, hogy {a + bv/2 + ¢v/5 4+ dV10 : a,b,c,d € Q} test és egyuttal 2-dimenzios vektortér a
{a+bv2:a,be Q} test felett!

16. Ha R gytrd, és Z N R = (), akkor gyttt alkot e a {(r,z) : » € R,z € Z} halmaz, ahol (r, z) + (/,2') :=
(r+7r', z+2') illetve (r,z)- (1, 2") := (r-r’'+z-17"+2"-r, 2-2') definidljak a miveleteket, a nr := r+r—+...+r
[n]-szer konvencioval?



