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Osszeéllitotta: Fleiner Tamas (fleiner@cs.bme.hu)

Tudnivalék
Def: (G, -) csoport, ha (1) G félcsoport, (2) létezik e € G egység, és (3) minden elemnek létezik inverze. A
G csoport Abel-csoport, ha a - csoportmiivelet kommutativ. A (G, ") csoport rendje |G]|.

Példa: Az R az sszeadéasra Abel-csoportot alkot. Hasonloan, Q\ {0} (vagy R\ {0}) is a szorzasra. A modulo
n maradékosztalyok Z, halmaza Abel-csoport az 0sszeadasra, az n-hez relativ prim modulo n maradékosztalyok
Z» halmaza pedig a szorzésra.

Megfigyelés: Csoport miiveleti tablajanak minden sordban és minden oszlopaban szerepel minden elem.

Konvencioé: A (G,-) csoportot, ha vilagos, hogy a mitvelet a -, akkor G-vel jeloljiik. Ebben az esetben
értelmezziik a csoportelemek hatvanyait is: ¢° jelélia g-g-. . .-g elemet, ahol g-t i-szer mtveljiik dssze Snmagéaval.
A negativ kitevéket is értelmezhetjiik: g=¢ := (g7 1)¢, s6t, g° = e az egységelem.

Def: A (Gi,-)) és (Ga,*) csoportok izomorfak (G1 = G2), ha van kozottiik mivelettartd bijekcio, azaz
Jo : G1 — G2 bijekeio gy, hogy tetszdleges u, v € Gi-re p(u - v) = p(u) * p(v).

Def: H a G csoport részcsoportja (jele H < G), ha H C G és H csoport a G csoportmiiveletére.

Allitas: Ha (G, ) csoport és H C G, akkor (H < G) <= (H zart a x miveletre és az inverzképzésre).

Allitas: A G csoport tetszolegesen sok részesoportjanak metszete részcsoport.

Def: A H C G dltal generdlt (H) részcsoport a legsziikebb, H-t tartalmazé részcsoportja G-nek. Azaz (H)
a G csoport H tartalmazd részcsoportjainak metszete.

Def: A G csoport ciklikus, ha egy elem generalja, azaz, ha van olyan g € G, amire (g) = G.

Megfigyelés: Ha g generdlja G-t, akkor G minden eleme g* alaki (i € Z), a miivelet pedig ¢ - ¢/ = g**7.

Allitas: A (Z,+) és (Zy,+) csoportok ciklikusak. Tetsz. ciklikus csoport izomorf ezen csoportok egyikével.

Allitas: Ciklikus csoport minden részesoportja ciklikus.

Def: C,, jeloli (a (Zy,+) csoporttal izomorf) n elemii ciklikus csoport.

Def: Az g € G csoportelem og(g)-vel jelolt rendje a g altal generalt részcsoport rendje.

Allitas: (Szokésos def) og(g) az a legkisebb pozitiv i egész, amire g' = e. Ha nincs ilyen 4, akkor ooc.

Def: Ha G csoport és H, K C G, akkor HK := {hk : h € H,k € K} jeloli a H és K komplexusszorzatt.
Konvencio: g € G esetén Hg := H{g} és gH := {g}H.

Def: Ha H < G és g € G, akkor gH ill. Hg a H részcsoport g szerinti bal- ill jobboldali mellékosztdlya, g
pedig a mellékosztaly reprezentdnsa.

Lagrange tétel: Ha G véges csoport és H < G akkor |H| | |G].

Ko6v.: o¢(g) | |G| minden g € G-re. |G| prim = G ciklikus.

Feladatok

1. Hany olyan g eleme van a C,, ciklikus csoportnak, amire (g) = C), ? (V 799)
2. A C), csoport Osszes elemének négyzetét Osszeszorozzuk. Mit kapunk? Hat Abel csoportra? (V 799)
3. Allapitsuk meg, hogy izomorf-e a mod 4 maradékosztéalyok additiv csoportja (azaz (Z4, +)) a mod 8 redu-

kalt maradékosztalyok multiplikativ csoportjaval (azaz a (Z§,-) csoporttal). (ZH °02)
4. Hany kiilonbo6z6 részcsoportja van a Cagge ciklikus csoportnak? (V ’°00)
5. Bb: ha a G csoportnak nincs valodi részesoportja és |G| > 2, akkor G primrendii ciklikus csoport.(ZH ’02)
6. Legyen G = {1,5,7,11}, a miivelet pedig a mod 12 szorzas. Csoport-e G? Ciklikus-e G7 (V’01)
7. Bizonyitsuk be, hogy ha G csoport, H, K < G és HK = KH, akkor HK < G . (V’01)
8. Mutassuk meg, hogy ha G csoport, H, K < G és HUK < G, akkor H C K vagy K C H. (V’01)
9. Tegyiik fel, hogy G csoport, H < G és A C G. Dontsiik el minden egyes alabbi allitasrol, hogy biztosan

igaz, biztosan hamis vagy lehet igaz és hamis is. (1) |gA| = |A|, (2) hH = H, (3) ghH = gH, (4)
hgH = gH. (Ha biztosan igaz vagy biztosan hamis az allitas, bizonyitsuk ezt be, ha lehet igaz és hamis is
adjunk ellenpéldat, egyébként adjunk példat arra is, hogy teljesiil, és arra is, hogy nem.)

10. Hatéarozzuk meg az alabb megadott G csoportok H részcsoportjainak bal- és jobboldali mellékosztélyait. (1)
G =719, H=1{0,4,8}, (2) G = (R>,+),H = {(x,y,2,0,0) : 2,5,z € R}, (3) G = (R\ {0},-), H = {#1},
(4) G = S3,H = {id, (12)}, (5) (Z,+), H = 20117Z .
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