Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
11. gyakorlat, 2014. aprilis 22.

kis Fermat tétel, Fuler-Fermat tétel, csoportelmélet

Tudnivalék

Az aprilis 29-i gyakorlatokat Acs Bernadett, a méjus 6-i gyakorlatokat Sali Attila helyettesiti. A
masodik ZH-kkal kapcsolatban reklamdlni Fleiner Tamdésnél (IB 136, fleiner@cs.bme.hu) lehet, vagy
mé&jus 13-4n nalam.

Az {a1,a9,...,an} C Z halmaz teljes maradékrendszer modulo m (réviden tmr mod m), ha minden
mod m maradékosztalybdl pontosan egy elemet tartalmaz, azaz a; = a;(m) =i =j. (Pl {1,2,...,m})
Az {ay,aq,...,a,} C Z halmaz redukdlt maradékrendszer modulo m (réviden rmr mod m), ha minden

m-hez relativ prim mod m maradékosztalybdl pontosan egy elemet tartalmaz. (Pl. az m-nél kisebb, m-hez
relativ prim természetes szamok.) Az m szerinti rmr mérete o(m) . (Euler-féle ¢ figguény.)

Tétel: Ha {aj,as,...,a,} rmr mod m, és (b,m) = 1, akkor {bay,bas, ..., ba,,} is rmr mod m.
Euler-Fermat tétel: (a,m) = 1 = a¥"™) = 1(m). Kis Fermat tétel: p prim, a € Z = a? = a(p).
Tétel: Ha p prim, akkor (1) o(p) =p-1, (2) p(n) = (p—1)p~L.

(3) (a.b) = 1 = (ab) = p(a)p(b) . (4) Ha n =TT, pf, akkor o(n) = n T, (1- 1),

Wilson tétel: (p — 1)! = —1(p), ha p prim; (n — 1)! = 0(n), ha n > 4, Osszetett.

Az f: H" — H fliggvény a H halmazon értelmezett n-vdltozés mivelet.

0 véaltozés miivelet N-en az, hogy 42. Egyvéltozés miivelet az f(x) = 2241 a Z-n. Kétvaltozds miivelet
R-en az 6sszeadds, ahol +(z, y) helyett £+ y-t frunk. Nem miivelet N-en a kivonds, mert pl a 0—1 kivezet
a halmazb6l. (R-en mar miivelet!) Nem miivelet a vektor skaldrral valé szorzdsa, mert az Gsszemiivelt
elemek nem ugyanabbdl a halmazbél vannak. Nem miivelet a vektorok skalaris szorzdsa sem, mert az
eredmény nem vektor. Miivelet viszont az R — R fiiggvények kompozicidja, amire (f o g)(z) := f(g(z))
vagy a hisvéti nyulak halmazan az, ami két nytlhoz a nehezebbiket rendeli.

A kétvéltozds x miivelet kommutativ (felcserélhetd), ha axb = b* a tetsz. a,b-re.

Kommutativ a szorzéas és az Osszeadds R-n, nem kommutativ a kivonas és a fvkompozicio.

A x miivelet asszociativ (dtzdrdjelezhetd), ha (a xb) x ¢ = ax (b*¢) tetsz. a,b,c € H-ra.

Asszociativ az 6sszeadds, szorzas, fiiggvénykompozicié. Nem asszociativ a pozitiv egészek hatvanyozasa,
vagy a szamtani kozép, mint kétvaltozds miivelet.

Az (S, *) algebrai struktiira félcsoport, ha * asszociativ, Abel-félcsoport, ha kommutativ is.

Az (R,+) és (R\{0}, -) Abel-félcsoportok. A valds fliggvények is félcsoportot alkotnak a kompoziciéra.

A H alaphalmaz e eleme a x miivelet egységeleme, ha e xa = a x e = a tetsz. a € H elemre.

A szokdsos Osszeadds egységeleme a 0, a szorzdsé az 1, a fiiggvénykompoziciéé az identikus f(z) =z
fliggvény.

a~! az a elem inverze, ha a xa~ *a = e tetsz. a elemre (ahol e az egységelem).

Osszead4snél az inverz az ellentett, szorzdsnal a reciprok, kompoziciénal az inverz leképezés, ha van.

Az egységelem és az inverz (ha létezik) egyértelm.

(G,-) csoport, ha (1) G félecsoport, (2) létezik e € G egység, és (3) minden elemnek létezik inverze. A
G csoport Abel-csoport, ha a - csoportmiivelet kommutativ. A (G, ") csoport rendje |G|.

Konvencié: A (G,-) csoportot, ha vildgos, hogy a miivelet a szorzds, akkor G-vel jeldljik.

Az R az Osszeaddsra Abel-csoportot alkot. Hasonléan, @ \ {0} (vagy R\ {0}) is a szorzdsra. A
modulo n maradékosztdlyok Z,, halmaza Abel-csoport az Osszeaddsra, az n-hez relativ prim modulo n
maradékosztalyok Z halmaza pedig a szorzasra.

Feladatok
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1. Szamitsuk ki a ©(533), ©(2007) és ¢(540) értékeket.
2. Bizonyitsuk be, hogy 11 | n't + 10n és 42 | n™ — n teljesiil tetsz6leges n € N esetén.

3. Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges hi,ho, ..., h; pozitiv egészekre és p primszamra fenndll, hogy
(hi+ho+ ...+ hp)P =h +hh + ...+ h}(mod p) . (ZH 02)
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Milyen maradékot ad a 31-gyel osztva, ha a'%® = 5(mod 31) és a'®! = 19(mod 31) ? (V °00)

32
. L1z 2049 2 1. 24 2 54 . ;- ; /
Mi a 403492 utolsé harom, a 2939 utolsé két és a 76 szam utolsé jegye tizes szamrendszerben?

Milyen maradékot ad 59% 101-gyel osztva? (ZH ’03)
Mennyi maradékot ad 2010-zel osztva 4915857 (ZH "10)
Mi az utolsé hidrom jegye a 999777 sz4mnak? Mi az utolsé két jegye az 199720017 o dmnak?

Bb: ha p > 5 prim, akkor az 1,11,111, ... szdmok koézott végtelen sok tobbszordse van! (ZH ’01)
Bb: 1720022002 4 1 (ZH °02)
Legyenek m és n pozitiv egészek, tovdbbd m | n. Bizonyitsuk be, hogy ¢(m) | ¢(n) . (ZH °00)
Mely m € N-re és p primre lesz p(m) = p(pm) 7 (ZH °01)
Mennyi maradékot ad 32911-nel osztva 1003™" 2 (ZH ’11)
Mely n szdmokra lesz ¢(n) primszdm? Hét aztdn mikor lesz ¢(n) paratlan? (ZH ’99)
Mely n természetes szamokra igaz, hogy ¢(5n) + ¢(3n) = Tp(n) ? (ZH ’03)
Bb: ha d | n, akkor d — o(d) < n —¢(n) . (V °00)
Bb: 0 icn, (my=11= 220) han > 1, egés. (V 99)
Ha ry,72,...,74(n) redukélt maradékrendszer modulo n, akkor Zf(rf) r; = 0(mod n) . (V ’°00)

Pataki Ferenc fejszamolémiivész egyszer a tévében a kovetkezd triikkot mutatta be: felkért a
kozonségbol valakit, hogy gondoljon egy haromjegyii szdmra, szorozza meg 667-tel majd az eredmény
utolsé harom jegyét kozolje. Ebbol 6 pillanatok alatt kitaldlta a gondolt szamot. Vajon hogyan
csindlta?

Legyen p > 2 olyan primszélm7 amelyre 2p + 1 is prim. Bizonyitsuk be, hogy ekkor fennéll az alabbi
kongruencia: (p —1)®=2"" =p—1(2p+1) . (ZH "12)

Mivelet-e egy H alaphalmaz részhalmazain az unié? Ha igen, akkor kommutativ ill. asszociativ-
e? Van-e egységelem és inverz? Ugyanez a kérdés a szimmetrikus kiillénbségre, aholis AVB :=

(A\B)U(B\ A).

Ha G csoport és a,b € G, akkor hogyan lehet az (ab)~! inverzelemet meghatdrozni a=! és b1
segitségével?

Allapftsuk meg, csoportot alkot-e a H := {0,1,2,...,n — 1} halmaz a modulo n Gsszeaddsra ill.
a modulo n szorzasra. Van-e a H halmaznak olyan nemtrividlis részhalmaza, amin az emlitett
miiveletek csoportot alkotnak?

Legyen n > 4, H az n hosszi 0/1 sorozatok halmaza, Hs a péaros sok l-est tartalmazd, Hs a
harommal oszthaté szamu egyest tartalmazé H-beli elemek halmaza. Legyen H-n a miivelet az
elemenkénti mod 2 Osszeadds. Csoport-e Hs ill. Hs erre a miveletre? (ZH ’01)

Legyen a * b := ab+ a + b. Bizonyitsuk be, hogy @ \ {—1} csoport a * mfiveletre nézve!

Legyen H az x + ax + b alakid fiiggvények halmaza, ahol a # 0. Csoport-e H a kompoziciéra?
(ZH ’99)

Ertelmezziik a térvektorok R® halmazén a * mfiveletet a kovetkezoképpen: (a,b,c) * (d,e, f) =
(a+d,b+ e, ae + c+ f) Dontsiik el, hogy R? csoportot alkot-e *-ra nézve! (ZH "11)
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Legyen H = {(a,b,c) : a,b,c € R,a # 0,b # 0}, vagyis H a térnek azokbdl a vektoraibdl all,
amelyeknek az elsé két koordinataja nem 0. Ertelmezzitk H-n a * miiveletet a kovetkezbképpen:
(a,b,c) x (d,e, f) = (ad,be,af + ce) (gy tehat példdul (1,2,3) = (4,5,6) = (4,10,21).) Dontsiik el,
hogy H csoportot alkot-e %-ra nézve! (ZH *12)

Legyen H Abel-csoport a szorzdsra. Mi lesz [, . h2?
Legyen G csoport, g € G és H:={h € G:g-h = h-g}. Mutassuk meg, hogy H < G.
Legyen G Abel-csoport, 0 < k és U := {g* : g € G}. Bizonyitsuk be, hogy ekkor U < G! (V '99)

frjuk fel Dy, szorzotabldjat!

Hény olyan g eleme van a C,, ciklikus csoportnak, amire (g) = C,, ? (V '99)
A C,, csoport Osszes elemének négyzetét osszeszorozzuk. Mit kapunk? (V 799)
Allapitsuk meg, hogy izomorf-e a mod 4 maradékosztdlyok additiv csoportja (azaz (Zs,+)) a

mod 8 redukélt maradékosztélyok multiplikativ csoportjdval (azaz a (Z3,-) csoporttal). (ZH ’02)
Hény kiillonb6z6 részesoportja van a Cagge ciklikus csoportnak? (V °00)

Igaz-e, hogy ha egy legalabb 2 rendii G' csoportnak nincs valédi részcsoportja, akkor G = C,,, ahol
p prim? (ZH ’02)

Legyen G = {1,5,7,11}, a miivelet pedig a mod 12 szorzds. Csoport-e G? Ciklikus-e G? (V ’01)



