Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
1. gyakorlat, 2014. februar 11.

Euler és Hamilton korok és utak

Tudnivalék

A G = (V,E) grédf Euler-itja (Fuler-kore) a G graf egy olyan (kor)sétdja, mely E minden élét
pontosan egyszer tartalmazza.

Ha egy véges G grafnak létezik Euler-kore, akkor G minden csiuicsanak péaros a fokszdma. Ha G-ben
létezik FEuler-ut, akkor G-nek 0 vagy 2 paratlan fokud csicsa van.

Ha a G = (V, E) graf véges és Osszefiiggd, akkor

1. G-nek pontosan akkor van Euler-kore, ha G minden csticsa paros fokd, ill.

2. G-nek pontosan akkor van Euler-itja, ha G-nek 0 vagy 2 ptn foki csiicsa van.

A G gréf Hamilton-kére (Hamilton-itja) a G olyan kore (dtja), mely G minden csicsat tartalmazza.

Ha a véges G grafban létezik Hamilton-kér (ill. Hamilton-it), akkor G-nek k tetszOleges pontjét
torolve, a keletkezd grafnak legfeljebb k (ill. k£ 4+ 1) komponense van.

Dirac tétele: Ha az n-ponti (n > 3), egyszerti G graf minden pontjanak foka legalabb %, akkor
G-nek van Hamilton-kére.

Ore tétele: Ha az n-ponti (n > 3), egyszerii G graf olyan, hogy uv ¢ E(G) esetén d(u) + d(v) > n,
akkor G-nek létezik Hamilton-kore.

Feladatok

1. Legyenek a G,, graf pontjai az n hosszu (0,1) sorozatok. Két pont akkor legyen szomszédos, ha
pontosan egy helyen térnek el egymdstdl (pl. az n = 4 esetben (0, 0,0, 1) és (0, 1,0, 1) szomszédosak).
Van-e a G,, grafnak Euler-kére? Es Hamilton-kére?

2. Mutassuk meg, hogy ha a G grafnak van Euler-kore, akkor G cstcsainak barmely részhalmazabdl
paros sok él indul a komplementerébe.

3. Egy egyszerti G graf csicsait az 1,2,...,100 szamok jelolik. Az i és j csicsok kozott pontosan
akkor vezet él G-ben, ha |i — j| < 2. Tartalmaz-e G Euler-kort, illetve Euler-utat?

4. Van-e olyan egyszerii graf, melynek van Euler-kore, tovabba paros szamu pontja és paratlan szamu
éle van?

5. Mutassuk meg, hogy barmely Osszefiiggd graf élei bejarhatok gy, hogy mindegyiken kétszer me-
gyiink végig, éspedig mindkét irdnyban egyszer-egyszer.

6. A G grafnak e és f két olyan éle, melyeknek van kozos végpontjuk, tovabbd G-ben 1étezik Euler-kor.
Kovetkezik-e ebbdl, hogy G-ben olyan Euler-kor is van, melyben e és f egymast kovetik?

7. Minimalisan hanyszor kell felemelni a ceruzankat, hogy lerajzoljuk az alabbi grafot igy, hogy min-
den élt pontosan egyszer rajzolunk le és masik élre csak a graf csicsaindl valthatunk?

N

8. Melyek azok a grafok amikben pontosan egy Euler-kor van? (Tehét egy él szomszédai az Euler-koron
mindig ugyanazok.)

9. Az alébbi allitasok koziil melyik igaz?
(a) Ha G egy korének éleit torolve a maradék G’ grafnak van Euler-kore, akkor G-nek is van.
b) Ha G 06sszefiiggd és egy korének éleit torolve a maradék G’ grafnak van Euler-kore, akkor G-nek
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(¢) Ha G-ben van Euler-kor és G valamely korének éleit toroljik, akkor a maradék G’ gréfban is
van.

(d) Ha G 0Osszefiiggd és egy korének éleit torolve a maradék G’ grafban van Euler-it, akkor G-ben
is van.

(a) Bejarhaté-e a 4 x 4-es sakktdbla egy huszdrral tigy, hogy minden mez8t pontosan egyszer
érintlink? (A huszér mindig egy 3 x 2-es téglalap egyik mezdjérél az dtellenes mezére 1ép.) Mi a
vélasz (b) valodi sakktdbla (8 x 8-as), (c) 3 x 5-0s, (d) 3 x 6-o0s sakktdbla esetén?

Mutassuk meg, hogy ha egy 3-regularis G grafban van Hamilton-kor, akkor G élei harom szinnel
szinezhetdk gy, hogy azonos szinti éleknek ne legyen kozos végpontjuk.

Bizonyitsuk be, hogy ha egy 2n-pontd G grafban van Hamilton-kor, akkor kivalaszthaté G-nek
néhany diszjunkt éle gy, hogy G minden pontja végpontja valamelyik kivilasztott élnek.

Legyen G egy 2n csucsu egyszerii graf és tegyiik fel, hogy G minden csiicsanak legalabb n szomszédja
van. Bizonyitsuk be, hogy ha G minden élének ki szeretnénk vélasztani legalabb egy végpontjat,
akkor G-nek legalabb n csicsat kell kivalasztanunk.

Egy tarsasidgban barmely két embernek legalabb két kozos ismerdse van. Tudjuk tovabba, hogy
barmely két ember vagy ismeri egymast, vagy ha nem, akkor a tarsasdg barmely harmadik tagjat
legalébb az egyikiik ismeri. Bizonyitsuk be, hogy a tdrsasig tagjai letiltetheték egy (megfelel
méretii) kerek asztal koré gy, hogy mindenki két ismerése kozott iiljon.

A G egyszerl grafnak 2n + 1 cstcsa van és minden csicsdnak legaldbb n a foka. Bizonyitsuk be,
hogy G-ben van Hamilton-1t!

Igazoljuk, hogy minden 8-regularis griafnak van 4-reguldris és 2-regularis részgrifja is. Egy 2-
reguldris grafnak van-e mindig olyan 1-reguldris részgrafja, mely az eredeti graf Osszes pontjat
tartalmazza?

(Egy grafot k-reguldrisnak neveziink, ha minden csicsanak a fokszdma k.)

Egy G egyszerii graf csicsait az 1,2, ... 100 szamok jeldlik. Az i és j csticsok kdzott pontosan akkor
vezet él, ha |i — j| < 2. Tartalmaz-e G Hamilton-kort, illetve utat?

Igazoljuk, hogy ha a G grifban van Hamilton-kor, akkor a G — v ill. a G — e graf G barmely v
csucsara és barmely e élére is Osszefliggo.

Hény kiilénb6z6 Hamilton-kore van a G, grafnak, ha
(a) G, az n csicsu K, teljes grafot jeloli és n > 3;
(b) G,, egy olyan grif, melyhez K, egy x,y élének elhagydsa révén jutunk és n > 4;

Létezik-e Hamilton-kor, illetve Hamilton-it az aldbbi grafokban?

N\

°
Legalabb hany éle van egy olyan hat pontu grafnak, melynek van Hamilton-kore?
Hény kiilénbozé Hamilton-kére van a 2n csicst K, ,, teljes paros grafnak? (n > 2).

Legfeljebb hany éle lehet egy hat csicsi grafnak, amelyben nincs Hamilton kor?



