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A ⊂ R egf�hifkjml H n b o lph2e o e oYq A fkr>nms�ltsYh2l λ(H∩I) = λ(A∩I)dab u jwv4j ukxzy jw{|jUf q r>j~}:j�h2fkr u h {>�gj�fkjwl I �i��j�e o v4jUf�lte q h�ltj:h �g� dab r u v4j u fke b o f b d
ltsYj d�b �g� b�� e o>q:�>utb {>�gjU}���� b jUflts>j u j�jw�`egf�lOh�} b oYb l bHo j�� ��u l��`e o nU�grYfke bHoc� }�h �ltsch2l)h2fkfke q o f)h�� b2u jU��� Gδ s^rY�g��l b jUv4j ukx�o j q �ge q eg{Y�gj���}:j�h fkr u h {>��j�fkrY{>fkjwl b d

R �� s u jUj�v4j u fke b o f�ltr uto�b r>l�l b {|j�e oY� j � j oY� j o l b2d6�|��� �alts>j�rYfkrYh �Y ¡j u }:jw� b2¢£ u h j o>¤ jU��h��`e b }:f � e¥lts�ltsYj Z �`e b } b d¦ s b egnUj �m§�� s>eg��j�e o lts>j d�b r u ltsEn�h2fkj � jbHo � x��>utb v4j�ltsYh2l�ltsYj o>bHo jw�`e�f�ltj o nUj b2d h�} bHoYb l bHo j Gδ s`r>�g� b � j u h2lte b o�dab u h �g�}:j�h fkr u h {Y�gj�fkjwltf�egf�n bHo fkegf�ltj o l��i¨©l u jU}�h2e o f b � j o�� sYjwlts>j u jw�`egf�ltj o nwj~sYj u j~egfh �gf b n b o fkegf�ltj o l�����j�h2�gf b h o f � j u h�ª^r>jUf�lte bHo�b d  6�Y« x j o jUf�h oY� �~�`¬�2�gv4®H� q x e� sYegnms�h2f ¤ f0e d } bHo>b l b o j�s^rY�g�gf0n�h o {|j � jm¯ o j �°dab u jUv4j ukx nmsYh e o � ��u l���e o nU�grYfke bHoc�b d }:jUh fkr u h2{Y�gjfkjwltfU�0��jh2�gf b n b }:}:j o l bHo ltsYj �>utb {Y�gjU} b2d s^rY�g�gf b d h �g�^fkrY{>fkjwltfb d
R �

± ²6³�´�µ¶¸·E¹Dº�´�»�¶�³
¼¾½F¿ À|¿HÁÂ½0ÃÅÄ0ÆÂÄCÇ�È�É�ÊcË�Ì>È�Í6ÎKÉkÈ�Ï�Ð

N ,L,B Ñ Í0Ì Gδ
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R
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λ
Ë�É Ñ Í0Ì�Ö�Î^Û

Ç�È ÏUÈ�Ët×`Ê�È¸átÎ^Ê|É�È2Û�â¸Ú�È Ñ Ë�Ê|ÛmÈHà
ãDä>åÃ�ÁÓ¿ Á©½FÃÅÄ0ÆaæÅç�èpé2ê

H ⊂ R ë è�ì+Ò|Ê|ÕßÕ)í`î
A ⊂ R ï�ë î A ⊂ H

ì`ð�ñ
λ(H ∩ I) =

λ(A ∩ I)
îÓí>ò�é2ó>é2òwô�õ�é2ö0é èm÷`ø�é~ù�éHì`èmø¡òwì`ö¡ú�é~èmé�ê

I û
ü ú�éHì^òwú�ô ï é2ó>é2òwô�èpé2êiý�ì`è�ì�þ°í`òwé2ú ï é2ó`é ðDì

Gδ
ýcø¡ú�ú û

ãDä>åÃ�ÁÓ¿ Á©½FÃÅÄ0Æ�ÿ.õ�é2ê
D

ì`ð�ñ
H

öFé�ê��°í¸èpø�ö��2ú�ì>èmèmé è°í^î
P(R)

� øFèpø�ì`ú�ú�ô
D ë è N í`ò

L ïì^ðFñ
H ë è B í`ò

Gδ � û�� î�êwý¡é2òwé�é	� ë èpêwè�ì ù¸ì�

ϕ : D → H

èmø��UýDêmýFìKê
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q û ϕ(D) ë è�ì�ýcø¡ú�ú�í^î
D

îÓí`ò�é2ó>é2òwô
D ∈ D

� û D ⊂ D′ ë ùB
¡ú ë é è ϕ(D) ⊂ ϕ(D′)

êmý�é2ð �)é:èwì4ô�êmý�ì^ê�ì ù í>ð¡í^êwí`ð¡é
H

ýcø¡ú�ú�í 
0é2òUìKê ë í`ðDí`ð
D

é	� ë èpêwè û
��ý¡é�îÓí`ø�ò��>ø�é èpê ë í`ð�è �°é:ì`ñ¡ñ|òwé èwè ë ðDêwý ë èU
�ì�
0é2òiì`òmé~êmý�é�îÓí`ú�ú�í/� ë ð¡÷ û
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	 Ç�È�É
D

ÏwÈ:È2ØßÉÓÒ¡È2Û
N

Î^Û
L
Ù Ñ Í6Ì�Õ�È�É

H
ÏUÈ~È2ØßÉÓÒ¡È2Û

B
ÎKÛ

Gδ
à�� ÎHÈ�Ë�ÉÓÒ¡È2ÛmÈ

È�`ØaË�É Ñ Ú¸ÎKÍ0Î^É�Î^Í0È
H

ÒcÊ|ÕßÕ�ÎwÝ�È�Û Ñ É©ØÂÎ^Í Î^Í
D �

�zä�� À����8ÄFÆ�� q û ��ý¡é 
¡òwí`ö¡ú�é2ù ��ì`è í>ò ë ÷ ë ð�ì`ú�ú�ô ù í`ê ë óKìKêméHñ öYô êmý¡é îÓí>ú�ú�í/� ë ð�÷�Yø¡éHètê ë í>ð í^î�� û�� ô`é ð¡é èzì^ð�ñ�� û�� � ú�ó"!>ú�÷>ô ë$# %'&�û)( ø�
f
FíYèpé�êwý�ìKê
C ⊂ L ë è�ì

�UýFì ë ð¸í^î�èmé�êwè ïYë©û é û îÓí`òOé ó`é òmô
C,C ′ ∈ C

é ë êmý¡é ò C ⊂ C ′ í>ò C ′ ⊂ C
ý¡í`úañ¡è û ��ícé è

êwý¡é2òwé:é	� ë ètêiì ù�í`ð¡í`êmí>ð¡é
B/Gδ

ýcø¡ú�ú�í 
0é2òUìKê ë í>ðzí>ð
C *

� û ç�ð¡í^êwý¡é2ò�ù�í^ê ë óKì^ê ë í`ð îÓí>ò�í>ø¡ò�èpé2ê í`î1
¡òwí`ö¡ú�é2ù¸è ë è&êmý�ì^ê ë ê¸èpé é2ù¸è&êmí öFéDó`é òmô
�2ú�íYèpé ú�ô òwé2úaìKêwé ñ êwí+êwý¡éEêmý¡é í`òwô í^î�èmí � ì^ú�ú�éHñCÕgØ ÖUÉ<ØßÍY×^Ë û ç'ù�ì 


l : L → L ë è� ì^ú�ú�éHñ�ì¸ú ë îßê ë ð�÷ ë î ë êJ
¡òwé èmé2òwó`é è ∅ ï,+ ð ë êmé&ø�ð ë í>ð�è~ì^ð�ñM�2í`ùB
¡ú�é2ù�é2ðYê ï ù�í`òwé2íKó>é2ò ï
ë ê ë èU��í>ð�ètêUì^ðYê�í`ðDêmý¡é�é��>ø ë óKì^ú�é2ðS��éA��úaì`èwèpéHè�ñ|é + ð¡é ñ ë ð¾õ�é2ù�ù¸ì %�û - ì`ð�ñEì`ú�èmí ë êù¸ì 
�è�é ìc�UýEé��Yø ë óKì`ú�é ð���éH�2ú�ì>èmè°êwí¸í`ð¡é�í^î ë êwèiù�é ù&ö0é2òUè û/. í^êmé�êwý�ìKê�ú ë îßê ë ð¡÷>è�ì^òwé
�2ú�éHì^òwú�ôzù í>ð¡í^êwí`ð¡é û 0 í`ò�ì èmø¡òwó`é ô¸í^î�êmý ë è�êmý�é2í`òwôzèmé2é~êmý�é_�Uý�ì�
¡êmé2ò�öcô ( êmòUì^ø�èwè ï1+ì �Uý¡é òwì>è�ì^ðFñ21¾ø�è ë ì43 ë ð #5-�&<ï í>ò~êmý¡éB�Uý�ì�
¡êmé2ò�öcô 0 òwé2ù�ú ë ð ë ð # 6"&<û7. í^êwé&êwý�ìKê
êwý¡é~é	� ë èpêmé ð���é�í^î�þ°í`òwé2úFú ë îßê ë ð¡÷>è ë è/8cð¡í/��ð�êmí�öFé ë ðFñ|é%
0é2ð�ñ¡é2ðYê°í`î 9;:=< ï ö¡ø|ê°êmý¡é
é%� ë èpêmé ð���é�í`î�ì�ú ë îßê ë ð¡÷ � ë êmý¾òUì^ð�÷`é ë ð�ì + �|é ñ¾þ°í`òwé2ú'�2ú�ì>èmè ë è�ð¡í^ê>8cð¡í/��ðDêwí�öFé
�2í`ð�è ë ètêwé2ðYê û? é�ì^úaèmíEòwé2ù¸ì^ò�8�êmýFìKê:ú ë îßê ë ð¡÷Yè:ì^òwé øFèpø�ì`ú�ú�ô ��í>ð�è ë ñ|é òméHñ+ì>è

l∗ : L/N → L
í`ò

l∗ : P(R)/N → L
ù¸ì�
�è û

%�û4� ð�ú ë ÷>ýYêí`îFêwý¡é�êmý�é2í`òwô�í`îFú ë îßê ë ð¡÷Yè ë ê ë è�ðFìKêmø�òwì`úcêmí:ì`è@8 ë î6ì~ù�í`ð¡í`êmí>ð¡é�þ)í>òmé ú�A
Gδýcø¡ú�ú�íc
Fé òwì^ê ë í`ðDí`ð

P(R)
� ë<û é û ì`ú�ú�èmø¡ö�èmé�êUè�í^î

R � �2ì`ð�öFé�ñ|é + ð¡éHñ û ? éA� ë ú�ú�èmé2é
ë ð ( é=��ê ë í`ð % êwý�ìKêOêmý ë è ë è�ì ��êmø�ì`ú�ú�ô&é��Yø ë óKì`ú�é ð>ê�êwí:êmý�éié	� ë ètêwé2ð��2é�í^î�ì�ù�í`ð¡í`êmí`ð�é
þ°í>òmé ú�A

Gδ
ýcø¡ú�ú�í 
0é2òUìKê ë í>ðzí>ð

L û
6Fû ? éiòwé2ù¸ì^ò�8�ý¡é òmé�êwý�ìKê�êwý¡òwí`ø¡÷>ý¡í`ø|ê�êwý ë èI
�ì 
Fé ò R

�2í`ø¡úañ öFé�òmé-
¡ú�ìc��éHñ&öcô
Rn ï í`òù�í>òmé�÷`é2ð�é2òUì^ú�ú�ô ï öcô¾ì^ð ø¡ð��2í`ø¡ðYêwì`ö¡ú�é � í`ú ë èpý+èR
�ìc��é&é ð�ñ|í/�°é ñM� ë êmý ì�ð�í`ð�B é2òwí

�2í`ðYê ë ðcø¡í`øFè σ CD+ ð ë êwé þ)í>òmé ú�ù éHì`èmø¡òwé û � ��ý¡é ì`òm÷>ø¡ù�é2ðYêwèDø�è ë ð�÷ êwý¡é ñ|é ð�è ë êtôêwí 
0í`ú�í`÷>ô � ì^ðCö0é ÷`í^ê�ì^òwí`ø¡ðFñ ø�è ë ð¡÷\êmý�ì^êEîÓí>òDèmø��UýÅù éHì`èmø¡òwé è¸êwý¡é2òwé+é%� ë èpêwèì ù�é ì>èpø�òméF
¡òwé èmé2òwó ë ð¡÷�þ°í`òwé2ú ë èpí>ù í>òR
�ý ë èmù � ë êmý�ì�èpø�ö ë ðYêwé2òwó4ì`ú�í^î R # EF&�û �
��ý¡é$
�ì 
Fé ò ë è&í`òw÷>ì`ð ë èmé ñ ì`è�îÓí>ú�ú�í/�iè ûG0�ë òUètê ï�ë ð êmý¡ézð¡é	�cê&èmé-��ê ë í>ð �)é�èmé�êmêmú�é¸êmý¡é

ë ð�ñ|é%
0é2ðFñ|é2ð��2é�í^îêwý¡é�é	� ë ètêwé2ð��2é�í^î�ì�ù�í`ð�í^êmí>ð¡é�þ°í`òwé2úHA
Gδ

ýcø¡ú�ú�í`ð
N û ��ý¡é���í`ðFè ë è Cêmé ð���ô:í`î¡êmý�é)ð¡í>ð¡é	� ë ètêwé2ð��2é ë ù�ù éHñ ë ìKêmé ú�ô:ô ë é2úañ¡è�êmý¡é ��í>ð�è ë èpêmé ð���ô�í^î�êmý¡é�ð¡í>ð¡é	� ë ètêwé2ð��2éí^î�ì:ù�í>ð¡í^êwí`ð¡é�þ°í>òmé ú�A

Gδ
ýcø¡ú�ú0í`ð

L û ��ý¡é ð ïYë ð ( é-��ê ë í>ð %¡ï �)é1
¡òmíKó>é�êmý�ì^ê)ø¡ðFñ|é2ò7<JI
êmý�é2òwé ë è�ì�ù�í>ð¡í^êwí`ð¡é¸þ°í`òwé2ú�ýcø¡ú�úOí>ð

L ï ì`ð�ñ 
¡òwíKó`é 
�ì^òmê ë ì^ú�òwé èmø¡ú�êwèA�2í`ð��2é2òwð ë ð�÷ Gδýcø¡ú�ú�è û ? éH�2í`ð��2ú�ø�ñ¡é�êmý¡éA
�ì 
Fé ò�öcô ��í>ú�ú�é-��ê ë ð¡÷ êmý¡é:íc
Fé ðK�Yø¡éHètê ë í>ð�è ë ð ( é=��ê ë í>ð 6Fû

�



� � ¶&³E¶�´�¶�³�����¹����	��
K¶:µ'³�¹��	�����°´�
��é=�2ì^ú�ú6êmýFìKê

non(N ) = min{|H | : H ⊂ R, H /∈ N} ï ��ý¡é òmé
|H |

ñ|é ð¡í^êwé èU� ì^òUñ ë ð�ì^ú C
ë êtô ûX� ð¸êmý¡é�èpé��>ø�é2ú¡êwý¡é1� ì^òUñ ë ðFì^ú κ ë è ë ñ|é ðYê ë
+ é ñ3� ë êmý ë êwè ë ð ë ê ë ì`ú�í>òwñ ë ð�ì`ú ï>ë©û é û � ë êwý¸êmý¡é
èmù�ì`ú�ú�é èpê�í`òUñ ë ð�ì^úOí^îU�2ì`òwñ ë ð�ì`ú ë êtô κ ï ì`ð�ñ ì^úaèpí¾é ó`é òmô í`òUñ ë ðFì^ú ë è ë ñ|é2ðYê ë
+ éHñ � ë êwý êmý¡é
èmé�ê�í^î�èmù¸ì^ú�ú�é ò)í>òwñ ë ð�ì`ú�è û 0 í`ò°êmý�é~èpêwì`ð�ñ¡ì^òUñ�èmé�ê�êmý�é2í`òwô�ð¡í^êUìKê ë í>ðEì^ðFñ¸êmé=�Uý¡ð ë �Yø¡é è �)é
ø�èmé�ý¡é2òwé:èpé é~é û ÷ û # �F& ì^ðFñ # q &�û
��� äc½ �Kä�� æ�ÆÂÄ���Í Ñ Ú�ÎHÌ`È2Õ0Î>Ï�É Ñ ØßÍ6ÈwÌ�Ï�Ð Ñ Ì`Ì^ØßÍY× ω2

<�ÎHÒ¡È2ÍzÛmÈ Ñ ÕgË�ÉkÎ Ñ Ú�ÎHÌ`È2Õ|Ë Ñ É<ØaËÓÖUÐ��ØßÍY×zÉÓÒ¡ÈG<�Î^Í�É<ØßÍ�Ê|Ê|Ú I:ÐwÝ�ÎKÉÓÒ¡È�ËUØaË�á < I�â¸ÉÓÒ¡È2ÛmÈ&ØaË�Í6Î¸Ú¸ÎKÍ6ÎKÉkÎKÍ0È�Ü�ÎKÛmÈ2Õ6Ò|Ê|ÕßÕ�ÎwÝ�È2Û Ñ É<ØÂÎKÍÎKÍ
N

à
�$�K½�½��mÆ$? é:ð¡é2éHñEê��)íB�°é2ú�ú C 8cð¡í/��ð�îÂìc��êwè û/0�ë òUèpêmú�ô ï non(N ) = ω2 ë ðEêmý ë è�ù�í|ñ|é2ú # q &<û
( é=��í`ðFñ|ú�ô ï¡ë ð�êmý ë è�ù�í|ñ|é2ú�êmý¡é òmé ë è�ð¡í�èpêmò ë ��êmú�ô ë ð���òwé ì>è ë ð¡÷ � ��òmê û�ë ð��2ú�øFè ë í`ð � èpé��>ø�é2ð��2é
í^îþ°í`òwé2ú�èmé�êwè�í`î�ú�é2ð�÷^êmý

ω2

� êmý ë è ë è 
¡òwíKó`é ñ ë ð #���&�ï èpé é�ì^úaèpí # � & � ûç�èwèpø�ù é�êmýFìKê
ϕ : N → B ë è~ìzù�í`ð¡í`êmí`ð�é&ýcø¡ú�ú�íc
Fé òwì^ê ë í`ð û ü ý¡ícíYèpé

H = {xα :
α < non(N )} /∈ N ï ì^ð�ñ �2í`ð�è ë ñ|é2ò ϕ({xβ : β < α})

îÓí`ò
α < non(N ) û ��ý ë è ë è~ì^ð

ë ð���òwé ì>è ë ð¡÷ ω2
ú�í`ð�÷�èpé��>ø�é2ð��2é:í^î�þ°í`òwé2ú�èmé�êUè ï ��ý ë �UýM� ì^ð¡ð¡í`ê�èpêwì^ö ë ú ë èmé ï è ë ð���é�êmý¡é ð

H�°í`ø¡úañ öFé ��í`ðYêUì ë ð¡é ñ ë ð ì¾ðcø¡ú�ú�èmé�ê û þ)ø¡ê&êmý�é2ð �°é �2ì`ð èpé ú�é=��ê�ì+ètêwò ë ��êwú�ô ë ðS��òwé ì`è ë ð¡÷èmø¡ö�èmé �Yø¡é2ðS��é�í^î�ú�é ð¡÷^êwý
ω2 ï ì3�2í`ðYêmòUì`ñ ë ��ê ë í>ð û �

��ý¡é�îÓí`ú�ú�í/� ë ð¡÷ ë è ë ù�ù�é ñ ë ì^êmé û
� ½ �K½����©À � ��æ�Æßæ"!�Í0Ì>È�Û ÉÓÒ¡È�Ë Ñ Ú�È Ñ ËUË�Ê|ÚiÝ6É©ØÂÎ^Í ÉßÒ�È�ÛmÈEÈ@>ØaË�É©Ë�Í0Î¾Ú�Î^Í0ÎKÉkÎKÍ6È

Gδ
ÒcÊ|ÕßÕ

ÎwÝ�È2Û Ñ É<ØÂÎKÍ ÎKÍ
N

à
�zä�� À���� æ�Æaÿ ? é_� ë ú�úèmé2é ë ð#��é ù�ì`ò@8 %¡û q 6 êwý�ìKê�êmý¡é�ú�é ð¡÷^êwý

ω2 ë è�í 
|ê ë ù¸ì^ú ë ð¾êmý¡é
èmé2ð�èmé~êmý�ì^ê�ì^ú�ú�èpý¡í>òpêwé2ò[�Uý�ì ë ð�è�ýFì4ó`é~ù í>ð¡í^êwí`ð¡é

Gδ
ýcø¡ú�ú�è û

��é-� ì^ú�ú`êwý�ìKê
add(N ) = min{|F| : F ⊂ N ,

⋃

F /∈ N}
ì`ð�ñ

cof(N ) = min{|F| :
F ⊂ N , ∀N ∈ N ∃F ∈ F

èmø��UýEêmý�ì^ê
N ⊂ F} ï ì^ð�ñ¾ì`ú�èmí�êmý�ì^ê

add(N ) = cof(N )
ë è[��í`ðFè ë ètêwé2ðYê # q & � ð¡í`êmé�êwý�ìKêié û ÷ û <JI ë ùB
¡ú ë é è°êwý ë è�é �Yø�ì`ú ë êtô � û
��� äc½ �Kä�� æ�Æ
	%$~ËUË�Ê|Ú�È

add(N ) = cof(N )
à'&6Ò¡È2Í ÉÓÒ¡È2ÛmÈ�È�`ØaË�É©Ë Ñ Ú¸ÎKÍ0Î^É�Î^Í0È

GδÒcÊ|ÕßÕ�ÎwÝ�È�Û Ñ É©ØÂÎ^Í Î^Í
N

à
�$�K½�½��mÆ~õ�é2ê

{Nα : α < cof(N )}
öFé~ì_�2í + ð�ì`ú¡îÂì`ù ë ú�ô ë ð N ï êmýFìKê ë è ï ∀N ∈ N ∃α <

cof(N )
èmø��UýEêmý�ì^ê

N ⊂ Nα û 0 í>òEé ó`é òmô
α < cof(N )

ñ|é + ð¡é ï ø�è ë ð¡÷ êwòwì`ð�è + ð ë êméòwé-��ø�òwè ë í>ð ï Aα =
ì
Gδ

ýcø¡ú�ú�í^î
(∪β<αAβ ∪ Nα) û ü ú�é ì`òmú�ô ï {Aα : α < cof(N )}

ë èDì ��í + ð�ì`ú ë ð��2òméHì`è ë ð¡÷ èpé��>ø�é2ð��2é í`î
Gδ

èpé2êwè û . í/� ï îÓí`ò�é2ó>é2òwô
N ∈ N

ñ¡é + ð¡é
ϕ(N) = AαN

ï ��ý¡é2òwé
αN ë è�êmý¡é ù ë ð ë ù¸ì^ú ë ð�ñ|é%�+èpízêmý�ì^ê

H ⊂ AαN
ûF� ê ë è~é ì>èpôEêmí

èmé2é~êmý�ì^ê
ϕ : N → Gδ ë èiì ù í>ð¡í^êwí`ð¡é�ýcø¡ú�ú�í 
0é2òUìKê ë í>ð û �

��ý¡é�îÓí`ú�ú�í/� ë ð¡÷ ë èiì^÷Yì ë ð ë ù ù�éHñ ë ì^êmé û
� ½ �K½����©À � ��æ�Æ��"!�Í0Ì>È�Û�ÉÓÒ¡È~Ë Ñ Ú�È Ñ ËUË�Ê|ÚiÝ6É©ØÂÎ^Í¾ÉßÒ�È�ÛwÈ&È�`ØaË�É©Ë Ñ Ú�Î^Í0ÎKÉkÎKÍ6È�Ü�ÎKÛmÈ2ÕFÒcÊ|ÕßÕ
ÎwÝ�È2Û Ñ É<ØÂÎKÍ ÎKÍ

N
à

%



� � ¶&³E¶�´�¶�³�����¹����	��
K¶:µ����	� ��°´�

0�ë òUèpê �°é�ð¡í^êwé � ( êUìKêmé ù�é2ðYê %¡û � ö0é2ú�í/� � êmý�ì^ê�êmý¡é�ê ë êwú�é�í^î�êmý ë è�èmé-��ê ë í`ð ë è��tø�èpê ë
+ éHñ ï ì`èêmý�é2òwé ë è�ð¡í¸ñ ë�� é2òwé2ð��2é~ö0é�ê��°é2é ð �)í>ò@8 ë ð¡÷�� ë êmý�ù�é ì>èpø�òwì`ö¡ú�é�èmé�êwè�í>òiì^òwö ë êmòUì^òwô�èmé�êUè û? é~ð¡é é ñ�ìA�°é2ú�ú C 8cð¡í/��ð¸ú�é2ù�ù¸ì + òUèpê û ��é-� ì^ú�ú�êwý�ìKê)êmý¡é�Ì`È2Í¡Ë�ØßÉ©Ð ÉkÎwÝ�ÎKÕ�Îw×^Ð3�2í`ð�è ë èpêwèí^î)êmý¡íYèpé¸ù�éHì`èmø¡òwì`ö¡ú�é èmé�êUè�êmý�ì^ê�ý�ì4ó`é�õ�é öFéHèp÷>ø¡é¸ñ|é2ðFè ë êtô 1
ìKê�éHì �Uý í^î°êmý¡é ë òA
0í ë ðYêwè� èmé2é�é û ÷ ûJ# � & � û ü ú�íYèpø¡òwé ë ðEêmý ë è�êwí 
0í`ú�í`÷>ô ë è�ñ¡é2ð¡í`êmé ñDöcô

H
d û

�Oä�� �\À�ÿ�Æ©Ä
H
d ØaË Ñ Ò|Ê|ÕßÕ�ÎtÖ

H
Ö�ÎKÛ�È2Þ4È2Û�Ð

H ⊂ R
à

�$�K½�½��mÆ�ç�èwèmø¡ù�é�êmýFìKê
λ(H ∩ I) < λ(H

d
∩ I)

îÓí>ò~èmí`ù�é
I ∈ L û ç�è

H
d
∈ L ï êmý ë è

ë ù 
�ú ë é è�êmýFìKê�êmý¡é òméDé	� ë ètêUè L ∈ L
� ë êmý λ(L) > 0

èpøS�Uý êmýFìKê
L ⊂ H

d
\ H û ( é�ê

L0 = {x ∈ L : x ë èiì�ñ|é ð�è ë êtô$
0í ë ðYêií^î
L} û þ°ô�êmý�ézõ�é öFéHèp÷>ø¡é ��é ð�è ë êtô ��ý¡é2í>òmé ù

L \ L0 ∈ N ï ��ý ë �Uý+éHì`è ë ú�ô ë ùB
¡ú ë éHèiêwý�ìKê
L0 6= ∅ ë è~í 
0é2ð ë ð+êmý¡é�ñ|é2ðFè ë êtôDêmí 
0í`ú�í`÷>ô ûþ°ø|ê

L0 ⊂ H
d ë èiñ ë è	�tí ë ðYê�îÓòwí`ù

H ï ì �2í`ðYêmòUì`ñ ë ��ê ë í`ð û �


 ¿ À|¿Hä4�\äYÃ6¿¸ÿ�Æaæ &0Ò�È:È@>ØaË�ÉkÈ�Í6ÔwÈ�ÎpÖ Ñ Ú�Î^Í0ÎKÉkÎKÍ6ÈiÜ�Î^ÛmÈ2Õ �
Gδ

ÒcÊ|ÕßÕ�ÎwÝ�È2Û Ñ É<ØÂÎKÍ�ÎKÍ
P(R)ØaË&È��Ê|ØßÞ Ñ Õ�È2Í�É°ÉkÎ¸ÉÓÒ¡È&È�>ØaË�É�È2Í0ÔUÈ ÎtÖ Ñ Ú¸ÎKÍ6ÎKÉkÎKÍ6È~Ü�ÎKÛmÈ2Õ �

Gδ
Ò|Ê|ÕßÕ�ÎwÝ�È2Û Ñ É<ØÂÎKÍ ÎKÍ

L
à

�$�K½�½��mÆ���ðDêmý�é:í`ð¡é�ý�ì`ð�ñ ï êwý¡é:òméHètêwò ë ��ê ë í>ðzêwí
L

í^î�ì ù í>ð¡í^êwí`ð¡é�ýcø¡ú�ú�í 
0é2òUìKê ë í>ðzí>ð
P(R) ë è ë êUèpé ú�î�ì ù�í`ð¡í`êmí`ð�é~ýcø¡ú�ú�íc
Fé òwì^ê ë í`ð û��ð�êmý¡é¾í`êmý¡é ò¸ý�ì^ð�ñ ï öcô êwý¡éM
¡òwé2ó ë í`ø�è�ú�é2ù�ù¸ì êmý¡é òmé�é%� ë èpêwè�ì ù�í`ð¡í`êmí>ð¡é�ýYø�ú�ú
í 
0é2òUìKê ë í>ð ψ : P(R) → L û�� é ð���é ë î ϕ ë è:ìDù�í`ð¡í`êmí>ð¡é�ýcø¡ú�ú�í 
0é2òUìKê ë í>ð+í>ð

L
êmý�é2ð

ϕ ◦ ψ ë èiì ù�í`ð¡í`êmí`ð�é~ýcø¡ú�ú�í 
0é2òUìKê ë í>ðEí>ð
P(R) û �

��ý¡é2í>òmé ù � û q ë ù�ù�é ñ ë ì^êmé2ú�ô ë ùB
¡ú ë é è�êmý¡é�îÓí>ú�ú�í/� ë ð�÷ û
� ½ �K½����©À � � ÿ�Æaÿ ��Í Ñ Ú¸Î Ì>È�Õ�Î>Ï�É Ñ ØßÍ6ÈwÌEÏ�Ð Ñ Ì>ÌKØßÍc× ω2

<�ÎHÒ¡È2Í+ÛmÈ Ñ Õ¥Ë�ÉkÎ Ñ Ú¸Î Ì>È�Õ6Ë Ñ É<ØaË �ÖUÐKØßÍY×2< I�ÉÓÒ¡È2ÛmÈ&ØaË�Í6Î¸Ú¸ÎKÍ6ÎKÉkÎKÍ0È�Ü�ÎKÛmÈ2Õ�Î^Û
Gδ

ÒcÊ|ÕßÕ�ÎUÝ¡È2Û Ñ É©ØÂÎ^Í Î^Í
L
à

. í/� �)é�êwø¡òmðEêmí�êwý¡éA
0í>è ë ê ë ó>é~òwé èmø¡ú�êwè û
��� äc½ �Kä�� ÿ�Æ
	%$~ËUË�Ê|Ú�È < I&à &6Ò¡È2Í ÉÓÒ¡È2ÛmÈ&ØaË Ñ Ú¸ÎKÍ6ÎKÉkÎKÍ6È~Ü�ÎKÛmÈ2Õ6Ò|Ê|ÕßÕ�ÎUÝ¡È2Û Ñ É<ØÂÎKÍ ÎKÍ
L
à
þ°é�îÓí`òwé[�°é[
¡òmíKó>é�êmý ë è�êwý¡é2í>òmé ù �°é�ð¡é2éHñ¸ì�îÓé%� ú�é2ù�ù¸ì`è ûG� ð$� ì`èmé H = B

êmý�é + òUètêí`ð�é ë è�ìEèR
Fé=� ë ì^úI� ì`èmé&í^î�ì �°é2ú�ú C 8cð¡í/��ð�òwé èmø¡ú�ê�ì`öFí>ø|ê�þ°í`òwé2ú�ú ë îßê ë ð¡÷>è ï ö¡ø¡ê~êwý¡é2òwé�ì^òwé
ð¡í¸èmø��UýEòwé èmø¡ú�êwè ë ðM�2ì`èmé�í^î

Gδ ûõ�é2êiø�è�ñ|é2ð�í^êmé:öcô
A∆B

êwý¡é�èmôYù�ù�é�êwò ë �:ñ ë�� é òmé ð���é�í`î
A

ì`ð�ñ
B û

�Oä�� �\À�ÿ�Æ�� á < I�â"&6Ò¡È2ÛmÈ È�>ØaË�ÉÂË Ñ Ú�Î^Í0Î^É�Î^Í0È Ú Ñ Ý ψ : L → Gδ
Ë2Î ÉßÒ Ñ É

λ(M∆ψ(M)) = 0
Ö�ÎKÛ�È2ÞKÈ�Û�Ð

M ∈ L Ñ Í0Ì8Ë2ÎCÉÓÒ Ñ É λ(M∆M ′) = 0
ØßÚiÝ6ÕgØÂÈ�Ë

ψ(M) = ψ(M ′)
Ö�Î^Û&È�ÞKÈ�Û�Ð

M,M ′ ∈ L
à

�$�K½�½��mÆ õ�é2ê:ø�è�èmì4ô�êwý�ìKê
M,M ′ ∈ L

ì^òwéDÈ��Ê|ØßÞ Ñ Õ�È�ÍFÉ ï�ë î λ(M∆M ′) = 0 û ��é2ð¡í`êmé
öcô

[M ]
êmý�é:é �Yø ë ó4ì`ú�é ð���éH�2ú�ì>èmèií^î

M
ì^ðFñEöcô

L/N
êmý�é&èpé2êií^îa��úaì`èwèpéHè û ? é&èwì4ô¸êwý�ìKê

[M1] ≤ [M2] ë î�êwý¡é2òwé:ì^òwé
M ′

1 ∈ [M1]
ì^ð�ñ

M ′
2 ∈ [M2]

èmø��UýEêmý�ì^ê
M ′

1 ⊂M ′
2 û

6



� ê ë è)èmø��$� ë é2ðYê)êmí&ñ|é + ð¡é Ψ : L/N → Gδ
èmí:êmýFìKê

[M ] ≤ [M ′] ë ùB
¡ú ë éHè Ψ([M ]) ⊂
Ψ([M ′])

îÓí>ò�é2ó`é òmô
M,M ′ ∈ L ï ì^ðFñEèmí êmý�ì^ê

Ψ([M ]) ∈ [M ]
îÓí>ò�é2ó>é2òwô

M ∈ L û
��ðcø¡ù�é2òUìKêwé

L/N
ì`è

{[Mα] : α < ω1} û 0 í>ò�é2ó>é2òwô
α < ω1

ñ|é + ð¡é

Ψ([Mα]) =
⋂

β<α
[Mβ ]≥[Mα]

Ψ([Mβ ]) ∩
( ì

Gδ
ýcø¡ú�ú�í^î ⋃

γ<α
[Mγ ]≤[Mα]

Ψ([Mγ ]) ∪Mα

)

.

� ê ë èEð¡í^êzýFì^òUñ êmí �Uý�é-� 8 êmý�ì^êzêmý ë è ë èDì
Gδ

èpé2êDèmí êmý�ì^ê
[Mγ ] ≤ [Mα] ≤ [Mβ]ë ù 
�ú ë é è Ψ([Mγ ]) ⊂ Ψ([Mα]) ⊂ Ψ([Mβ]) ï ì^ð�ñEèpí&êmý�ì^ê

Ψ([Mα]) ∈ [Mα] ï ý¡é ð���é�êmý¡é
��í>ð�èpêmòwø���ê ë í>ð �°í`ò�8cè û �

�zä�� À�����ÿ�Æ�� q û ç[��êwø�ì^ú�ú�ô �)éA� ë ú�ú�ð¡í^êiø�èmé�êmý�é:îÂì ��ê�êmý�ì^ê
ψ ë è1��í`ðFètêUì^ðYê�í`ðDêmý¡é

é��Yø ë óKì`ú�é ð���éA��úaì`èwèmé è û
� û ? é�ñ|í¸ð¡í`ê 8Yð�í/� ë î < I ë è�ð�é2é ñ¡é ñ ë ðDêmý ë è�ú�é2ù�ù¸ì û
��ý¡é�îÓí`ú�ú�í/� ë ð¡÷ ú�é2ù�ù¸ì ë è°êwý¡é:í`ð¡ú�ô�òwé èmø¡ú�êU�)éA�2ì`ð 
�òmíKó>é�îÓí>ò

B
ö¡ø|êið¡í`ê°îÓí>ò

Gδ û
�Oä�� �\À�ÿ�Æ�� á < I�â#&6Ò¡È2ÛmÈ�È@>ØaË�É©Ë Ñ Ú�Î^Í0ÎKÉkÎKÍ6È~Ò|Ê|ÕßÕ�ÎUÝ¡È2Û Ñ É<ØÂÎKÍ ϕ : N → B

Ë�Î�ÉßÒ Ñ É
� à
ϕ(N ∪N ′) ⊂ ϕ(N) ∪ ϕ(N ′)

Ö�ÎKÛ�È2Þ4È2Û�Ð
N,N ′ ∈ N

á<ËUÊ�Ï Ñ Ì`ÌKØßÉ<ØßÞHØßÉ©ÐUâ4Ù
� à ⋃

{ϕ(N) : N ⊂ B,N ∈ N} \B ∈ N
Ö�ÎKÛ�È2ÞKÈ�Û�Ð

B ∈ B
à

�$�K½�½��mÆ�õ�é�ê
{Aα : α < ω1}

ì`ð�ñ
αN

ö0é�ì`è ë ð ��ý¡é í`òwé2ù � û 6 � ð�í^êmé�êwý�ìKê
add(N ) =

cof(N ) = ω1
ø¡ð�ñ¡é2òK<JI � û ( é�ê A∗

α = Aα \ ∪β<αAβ û �OðYø�ù é òwì^êmé
B

ì`è
{Bα : α <

ω1}
ì^ð�ñzîÓí`ò�é ó`é2òwô

α < ω1
ñ|é + ð¡é�êwý¡éH��í>ø¡ðYêwì^ö�ú�é:èmé�ê

Bα = {∪ni=0Bβi
: n ∈ N, βi < α (0 ≤ i ≤ n)}.

. í`êmé~êmýFìKêié2ó>é2òwô
Bα ë è[�2ú�íYèpéHñzø�ð�ñ|é2ò + ð ë êmé:ø¡ð ë í`ðFè û

. í/�.ñ|é + ð�é
ϕ(N) =

⋃

α≤αN

(

A∗
α ∩

⋂

B∈Bα

N∩A∗

α⊂B

B
)

.

��ý ë è ë è �2ú�éHì^òwú�ô ì&ñ ë è �tí ë ð>ê)ø¡ð ë í`ð ûK� ê ë è)é ì`èmô�êmí&èmé2é�êmý�ì^ê
ϕ ë è)ì�ù�í`ð�í^êmí>ð¡éiþ°í`òwé2úFýYø�ú�ú

í 
0é2òUìKê ë í>ð � ð¡í^êwé�êmý�ì^ê
ϕ(N) ⊂ AαN � û0 í>ò~é ó`é òmô

α < ω1
ñ|é + ð¡é ϕα(N) = A∗

α ∩ ϕ(N) (N ∈ N ) ûH� ð+í>òwñ|é òiêwíP�Uý¡é=� 8
èmø¡ö�ì`ñ�ñ ë ê ë ó ë êtô ï ú�é2ê N,N ′ ∈ N û ? é ù�ì4ô�ì`èwèmø¡ù�é

αN ≤ αN ′ ï èmí �2ú�éHì^òwú�ô
αN∪N ′ =

αN ′ û1� ê~èmø��$��éHèiêwí �Uý¡é=� 8zêwý�ìKê~é ì �Uý
ϕα ë è�èpø�ö�ì`ñ¡ñ ë ê ë ó>é û1� î α > αN

êmý¡é ð ìc��êmøFì^ú�ú�ô
ϕα(N ∪N ′) = ϕα(N ′) ï èpí �)é�ì^òwé&ñ|í`ð�é û ( øf
f
0í>èmé&ð¡í/�

α ≤ αN û õ�é�ê
x ∈ A∗

α

èmí
êmýFìKê

x /∈ ϕ(N) ∪ϕ(N ′) û ��ý¡é ð�êwý¡é2òwé�é%� ë èpê B ⊃ N ∩A∗
α

ì^ð�ñ
B′ ⊃ N ′ ∩A∗

α ë ð Bαèmí¸êmý�ì^ê
x /∈ B,B′ û þ)ø¡ê�êmý�é2ð

B ∪ B′ ∈ Bα
� ë êwð¡é èwèmé è�êmý�ì^ê

x /∈ ϕ(N ∪ N ′)
è ë ð���é

x /∈ B ∪ B′ ⊃ (N ∪N ′) ∩ A∗
α û0�ë ð�ì`ú�ú�ô ï êwí_
¡òwíKó`é � ë ê ë è)èmø��$� ë é2ðYê°êmí èpý¡í/� êwý�ìKê

N ⊂ Bα ë ùB
¡ú ë éHè ϕ(N) \Bα ⊂
Aα

îÓí`ò�é ó`é2òwô
N ∈ N

ì^ð�ñ
α < ω1 û ( í�ú�é2ê

x ∈ ϕβ(N)
îÓí>òOèmí`ù�é

β > α û ? éiýFì4ó`é°êmí
èmý¡í/�

x ∈ Bα û þ)ø¡ê�êwý ë è~è ë ùB
¡ú�ôDîÓí`ú�ú�í/�ièiîÓòmí>ù êwý¡é�ñ¡é + ð ë ê ë í`ð í^î
ϕ

è ë ð��2é Bα ∈ Bβ û
�

-



�Oä�� �\À�ÿ�Æ�� Ç�È2É
H

ÏUÈ¾È�ØßÉÓÒ¡È2Û
B

ÎKÛ
Gδ

à $~ËUË�Ê|Ú�ÈEÉÓÒ Ñ É:ÉßÒ�È�ÛmÈ¾È�>ØaË�ÉÂË Ñ Ú¸ÎKÍ0Î^É�Î^Í0È
Ú Ñ Ý ψ : L → H

Ë2ÎzÉßÒ Ñ É λ(M∆ψ(M)) = 0
Ö�ÎKÛ È�ÞKÈ�Û�Ð

M ∈ L Ñ Í6Ì Ñ Õ¥Ë2Î�ÉÓÒ Ñ É°ÉÓÒ¡È2ÛmÈ
È�`ØaË�É©Ë Ñ Ú�Î^Í0Î^É�Î^Í0È�ÒcÊ|ÕßÕ�ÎUÝ¡È2Û Ñ É<ØÂÎKÍ ϕ : N → H

Ë�Î�ÉßÒ Ñ É
� à
ϕ(N ∪N ′) ⊂ ϕ(N) ∪ ϕ(N ′)

Ö�ÎKÛ�È2Þ4È2Û�Ð
N,N ′ ∈ N

Ù
� à ⋃

{ϕ(N) : N ⊂ H,N ∈ N} \H ∈ N
Ö�ÎKÛ�È2Þ4È2Û�Ð

H ∈ H
à

&6Ò¡È2Í
ϕ

Ô Ñ Í ÏwÈ È�`ÉkÈ2Í0Ì`ÈUÌ�ÉkÎ Ñ Ú�Î^Í0Î^É�Î^Í0È�ÒcÊ|ÕßÕ�ÎUÝ¡È2Û Ñ É<ØÂÎKÍ ϕ∗ : L → H
à

�$�K½�½��mÆ ? é�ù¸ì4ô�ì`èwèpø�ù é&êmý�ì^ê
ψ(N) = ∅

îÓí`ò~é2ó>é2òwô
N ∈ N

� öcô¾òwé ñ|é + ð ë ð¡÷ ψ í`ð
N

êmí�öFéH�2í`ð�èpêwì`ðYê
∅ ï|ë îð¡é=��é èwèwì^òwô � û��é + ð¡é

ϕ∗(M) = ψ
(

M
)

∪ ϕ
(

M \ ψ(M)
)

∪ ϕ
(

⋃

N⊂ψ(M)
∅6=N∈N

ϕ(N) \ ψ(M)
)

.

ü ú�é ì^òwú�ô
ϕ∗(M) ∈ H û ç�è&êmý�ézø¡ð ë í`ð\í^î + òUètê�ê��)í¾êwé2òwù¸è��2í`ðYêwì ë ð�è M ï �)é�í>ö|êwì ë ð

M ⊂ ϕ∗(M) û 1¾í>òmé íKó`é2ò ï ϕ∗(M) ë è°ì�ýYø�ú�ú6í^î
M ï è ë ðS��é�êmý¡é + òUètê)êmé2òwù ë èOé��>ø ë óKì^ú�é2ðYêêmí

M
ì^ð�ñzêmý¡é�úaì`èpê�ê��)í êmé òmù¸è�ì^òwé�ðcø¡ú�úaèmé�êwè ûK� ê ë è�ì`ú�èmí é ì`èmô�êmí¸èmé2é~êmýFìKê

ϕ∗ é	�cêmé ð�ñ¡è
ϕ û ? é�èpê ë ú�ú�ý�ì4ó`é�êmí$�Uý�é-� 8�ù�í`ð�í^êmí>ð ë � ë êtô¸í^î

ϕ∗ û/0�ë òUèpêU�)éF
¡òwíKó`é
N ′ ∈ N , M ′ ∈ L, N ′ ⊂ ψ(M ′) ⇒ ϕ(N ′) ⊂ ϕ∗(M ′).

� q �
� ð�ñ|é é ñ ï êmý¡éA�2ì>èpé N ′ = ∅ ë è�êmò ë ó ë ì^ú0êmí$�Uý¡é=� 8 ï í^êmý�é2ò2� ë èmé

ϕ(N ′) ⊂
⋃

N⊂ψ(M ′)
∅6=N∈N

ϕ(N) ⊂
(

⋃

N⊂ψ(M ′)
∅6=N∈N

ϕ(N) \ ψ(M ′)
)

∪ ψ(M ′) ⊂

⊂ ϕ
(

⋃

N⊂ψ(M ′)
∅6=N∈N

ϕ(N) \ ψ(M ′)
)

∪ ψ(M ′) ⊂ ϕ∗(M ′),

��ý ë �Uý 
�òmíKó>é è � q � ûõ�é2ê�ð¡í/�
M ⊂M ′ ö0é�ì`òmö ë êmòUì^òwô�é2ú�é2ù�é2ðYêUè�í^î

L û ? é�ð�é2é ñ�êwí�èpý¡í/�\êmý�ì^êOì^ú�úcêmý¡òwé2é
êmé òmù¸è�í`î

ϕ∗(M)
ì^òwé ë ð ϕ∗(M ′) û

0�ë òUètêwú�ô ï ψ(M) ⊂ ψ(M ′) û
( é-�2í`ð�ñ¡ú�ô ï ñ|é + ð�é N ′ =

(

M \ ψ(M)
)

∩ ψ(M ′) û�� è ë ð�÷zêwý¡é¸èpø¡öFì`ñ¡ñ ë ê ë ó ë êtô¾í`î
ϕì^ðFñ�êwý¡é2ð � q � �)é�í>ö|êwì ë ð

ϕ
(

M \ ψ(M)
)

⊂ ϕ
(

(

M \ ψ(M)
)

∩ ψ(M ′)
)

∪ ϕ
(

(

M \ ψ(M)
)

\ ψ(M ′)
)

⊂

⊂ ϕ
(

N ′
)

∪ ϕ
(

M ′ \ ψ(M ′)
)

⊂ ϕ∗(M ′).

��ý ë òwñ|ú�ô ï ú�é2ê
N ′ =

(

⋃

N⊂ψ(M)
∅6=N∈N

ϕ(N) \ ψ(M)
)

∩ ψ(M ′).

E



� è ë ð¡÷ êmý¡é�èmø¡ö�ì>ñ¡ñ ë ê ë ó ë êtô�í`î
ϕ

ì^ð�ñzêmý¡é ð � q � �°é�í`ö|êUì ë ð

ϕ
(

⋃

N⊂ψ(M)
∅6=N∈N

ϕ(N) \ ψ(M)
)

⊂

⊂ ϕ
(

(

⋃

N⊂ψ(M)
∅6=N∈N

ϕ(N)\ψ(M)
)

∩ψ(M ′)
)

∪ϕ
(

(

⋃

N⊂ψ(M)
∅6=N∈N

ϕ(N)\ψ(M)
)

\ψ(M ′)
)

⊂

⊂ ϕ(N ′) ∪ ϕ
(

⋃

N⊂ψ(M ′)
∅6=N∈N

ϕ(N) \ ψ(M ′)
)

⊂ ϕ∗(M ′).

��ý ë è[��í>ð���ú�ø�ñ|éHè°êmý¡éA
¡òwící^î û �

. í/� �)éA
¡òwíKó`é ��ý¡é2í>òmé ù %¡û 6�û�$�K½�½��mÆ�õ�é2ù�ù¸ì %�û - ì^ð�ñ&õ�é2ù�ù¸ì %¡û�� èpý�í/� êmý�ì^ê ë ð�� ì`èmé�í^î H = B
êmý�é)òwé �Yø ë òmé ù�é2ðYêwè

í^îõ�é ù ù¸ì %�û � �2ì`ðEö0é�èmì^ê ë è + é ñ ï èmí�êmý¡éA
¡òwící^î�í^î ��ý¡é2í>òmé ù %¡û 6�ë èU�2í`ùB
¡ú�é�êmé û �

�zä�� À�����ÿ�Æ�� q û ? éEòmé ù¸ì^ò�8+êwý�ìKê�èpø¡öFì`ñ¡ñ ë ê ë ó`éEù�í`ð¡í`êmí`ð�ézù¸ì�
�è ì^òwézìc��êmøFì^ú�ú�ô
ì>ñ¡ñ ë ê ë ó`é û

� û ��ý�é1
¡òwící^î�ì ��êmø�ì`ú�ú�ô ÷ ë ó`é è)ì�ù�í`ð�í^êmí>ð¡é
Fσδσ

ýcø¡ú�ú û � í/�)é ó`é ò ï �)é�ñ¡í&ð¡í`ê�8cð¡í/�
��ý�é�êmý�é2ò�ì ù í>ð¡í^êwí`ð¡é

Gδ
ýcø¡ú�ú�íc
Fé òwì^ê ë í`ð í`ð

L
é%� ë èpêwè ��� ø�é èpê ë í`ð 6�û5- � û ��î

�2í`ø¡òUèmé ï�ë ð ú ë ÷`ýYê:í^îOêwý¡éB
¡òwé2ó ë í>ø�è�êmý¡é í`òwé2ù ï ø¡ðFñ|é2ò < I ï êwý ë è ë è�é��>ø ë óKì^ú�é2ðYê�êmí
ì>èmè ë ÷`ð ë ð¡÷ Gδ ýYø�ú�úaè�í`ð¡ú�ô¸êwí�êmý¡é�þ°í`òwé2ú � í`ò

Fσδσ � èmé�êUè ë ð¾ì ù�í`ð¡í`êmí`ð�éJ��ì4ô û
��� ä��2¿HÁÂ½0Ã�ÿ�ÆÂÄ�� �UË�ÉÓÒ¡È2ÛmÈ Ñ Ú¸ÎKÍ6ÎKÉkÎKÍ6È

Gδ
ÒcÊ|ÕßÕ�ÎwÝ�È2Û Ñ É<ØÂÎKÍ Î^Í

B ��� Û:ÎKÍ
Fσδσ ��� Û

ÎKÍ Ñ Í�ÐzÎ^ÉßÒ�È�Û
	 cÈwÌ�Ü�Î^ÛmÈ�ÕÔ�Õ Ñ ËUË&È à¥×Yà
Fσ � á � Ö�ÔUÎ^Ê|ÛUË�È

Gδ Ñ Í6Ì¸ÉÓÒ¡È:ËUØßÚ�Ý0Õ�È�Û�Î^Í0È�Ë Ñ ÛmÈÍ0Î^ÉOØßÍFÉ�È2ÛmÈ�ËUÉ<ØßÍY×Yà â
��ø¡ò�ð¡é	�cê�÷>í>ì`ú ë è�êwí1
¡òwíKó`é���ý�é2í`òwé2ù %¡û q q ï êmý¡é 
�ì^òmê ë ì^úYòméHèpø�ú�êX�)é�ýFì4ó`é��2í`ð��2é2òwð ë ð�÷ù�í`ð¡í`êmí>ð¡é

Gδ
ýcø¡ú�ú�í 
0é2òUìKê ë í>ð�è�í`ð

L û � ê�èpý�í/�iè�êmý�ì^ê ë ê ë è�ð¡í^êE
FíYèmè ë ö�ú�é:êwí$
¡òwíKó`é ë ð9;: <Åêwý¡é�ð¡í`ð�é	� ë èpêmé ð���é�í`î
Gδ

ýcø¡ú�ú�è�í>ð
L

ì`ú�í>ð¡÷&êwý¡é:ú ë ð¡éHè�í^î ��ý¡é2í>òmé ù � û q ï êmýFìKê ë è ïí`ð�ú�ô�öcô �2í`ð�è ë ñ|é2ò ë ð�÷�ú�í`ð¡÷3�Uý�ì ë ðFè�í^î�èmé�êUè û
��� äc½ �Kä�� ÿ�ÆÂÄ0Ä $�ËwË�Ê|Ú¸È¸ÉÓÒ Ñ É�ÉÓÒ¡È2ÛmÈzÈ�>ØaËUÉ©Ë Ñ Ú�Î^Í0Î^É�Î^Í0È

Gδ
ÒcÊ|ÕßÕ)ÎUÝ¡È2Û Ñ É<ØÂÎKÍ ψ ÎKÍ

N
á���ÒcØÂÔUÒDÖ�ÎKÕßÕ�Î�Ë�ÈHà¥×Yà�ÖUÛmÎ^Ú

add(N ) = cof(N ))
à Ç�È2É

C ⊂ P(R)
ÏwÈ Ñ ÔUÒ Ñ ØßÍCÎpÖ

Ë2È�É©ËUÙiÉßÒ Ñ ÉiØaËUÙ�Ö�Î^Û�È�ÞKÈ�Û�Ð
C,C ′ ∈ C

È2ØßÉßÒ�È�Û
C ⊂ C ′ ÎKÛ

C ′ ⊂ C
Ò�ÎKÕ�ÌKË2à &6Ò¡È2Í ÉÓÒ¡È2ÛmÈ

È�`ØaË�É©Ë Ñ Ú�Î^Í0Î^É�Î^Í0È
Gδ

ÒcÊ|ÕßÕÎwÝ�È�Û Ñ É©ØÂÎ^Í Î^Í
C
à

�$�K½�½��mÆ:þ°ôzõ�é2ù�ù¸ì %�û q �°é�ù�ì4ôEì`èwèpø¡ù�é~êmýFìKê
C ⊂ L û? é&ù�ì4ôEì^úaèpí¸ì`èwèmø¡ù�é�êwý�ìKê

C ⊂ [0, 1]
îÓí>òié2ó>é2òwô

C ∈ C ï è ë ð���é ë ê ë è�èpø��$� ë é ð>ê�êwí
��í>ð�èpêmòwø���ê�êwý¡é�ýcø¡ú�ú�è�èpé-
�ì^òUìKêwé2ú�ô ë ð¾é ó`é òmô

[n, n+ 1] û�� ì`òpê ë ê ë í>ð C ë ðYêmí�êmý¡é ë ðYêmé òmóKì^úaè
Ir = {C ∈ C : λ(C) = r} û õ�é�ê

R = {r ∈ [0, 1] : Ir 6= ∅} ï ì^ðFñ + � ì^ð é2ú�é2ù�é2ðYê
Cr ∈ Ir

îÓí>ò�é ó`é òmô
r ∈ R û ? é2ú�ú C í`òUñ|é2ò R ì`è

{rα : α < |R|} ï ì`ð�ñ�èmé�ê
Rα = {rβ :

β < α} û
. í/� �°é�ñ|é + ð¡é ϕ(Crα

)
öcô�êwòwì`ð�è + ð ë êmé�òwé-�2ø¡òUè ë í`ð�ì>è�îÓí>ú�ú�í/�iè û 0�ë ��ê��°í��2í`ø¡ðYêwì`ö¡ú�é

èmé�êwè
R−
α ⊂ {r ∈ Rα : r < rα}

ì`ð�ñ
R+
α ⊂ {r ∈ Rα : r > rα}

èmízêwý�ìKê
∀r ∈ Rα ï

�



r < rα ∃r′ ∈ R−
α

èmø��Uý�êmý�ì^ê
r ≤ r′ < rα ï ì^ð�ñ è ë ù ë ú�ì`òmú�ô ï ∀r ∈ Rα ï r > rα ∃r′ ∈ R+

αèmø��Uý:êmýFìKê
rα < r′ ≤ r û � . í^êmé°êwý�ìKê

R−
α

ì`ð�ñ
R+
α

ù¸ì4ô:öFé�è ë ð¡÷>ú�é2êmí>ð�è�í>ò�é ó`é ð&é2ùB
|êtô û �
( é2ê

ϕ(Crα
) =

[ ì
Gδ

ýcø¡ú�ú�í^î (

Crα
∪ ∪r∈R−

α
ϕ(Cr)

)]

∩ ∩r∈R+
α
ϕ(Cr).

� ê ë è�é ì`èmô¸êwí�èmé2é~êwý�ìKê�êwý ë è ë èiì ù�í`ð�í^êmí>ð¡é
Gδ

ýYø�ú�ú�íc
Fé òwì^ê ë í`ðDí`ð
{Cr : r ∈ R} û? é�ù¸ì4ô¾ì`èwèpø�ù é&êmý�ì^ê�îÓí>ò�êwý¡é ýYø�ú�úí 
0é2òUìKê ë í>ð ψ �)é ý�ì4ó`é

ψ(∅) = ∅ û ��ý�é2ð �°é
�2ì`ð�ñ|é + ð¡é~ì�ù í>ð¡í^êwí`ð¡é

Gδ
ýcø¡ú�úFíc
Fé òwì^ê ë í`ð ϕt í`ð It

îÓí>òOé ìc�Uý
t ∈ R

ì`è�îÓí`ú�ú�í/�iè û õ�é�ê
ϕt(C) = ϕ(Ct) ∪ ψ(C \ Ct) (C ∈ It).

0 í>ò�éHì �Uý
t ∈ R + �¾ì ��í>ø¡ðYêwì^ö�ú�é&èmé�ê

R++
t ⊂ {r ∈ R : r > t}

èpízêmý�ì^ê
∀ r ∈ R ï

r > t ∃r′ ∈ R++
t

èmø��UýEêmý�ì^ê
t < r′ ≤ r û�( é2ê

ϕ(C) = ϕt(C) ∩ ∩r∈R++
t
ϕ(Cr)

îÓí`ò�é2ó`é òmô
C ∈ It

ì^ðFñ¾é2ó>é2òwô
t ∈ R û ��ý ë è ë è�ì3
¡òwí 
0é2ò~ñ|é + ð ë ê ë í>ð�è ë ð��2é:îÓí`ò

C = Ctêmý ë è ë è��tø�ètêiì`ðzé �Yø�ì`ú ë êtô ûK� ê ë è�éHì`èmô êmí3�Uý¡é-� 8 êwý�ìKê
ϕ(C) ë è�ì

Gδ
ýcø¡ú�ú6í`î

C
ì`ð�ñ¸êwý�ìKê

ϕ ë è�ù�í`ð¡í`êmí>ð¡é û �

0�ë ð�ì`ú�ú�ô ï �°é�
�òmíKó>é ë ðG9;:=< êwý�ìKêòUìKêmý�é2ò�ú�í`ð�÷U�)é ú�ú C í`òUñ|é2òwé ñA�Uý�ì ë ðFè�ý�ì4ó>é�ù�í`ð¡í`êmí`ð�é
Gδ

ýcø¡ú�úaè û
�Oä�� �\À�ÿ�Æ©Ä|æ.Ç�È2É

ξ ≤ add(N ) Ñ Í6Ì C = {Mα : α < ξ} ⊂ P(R)
ÏwÈzË�Ê�ÔUÒ ÉÓÒ Ñ É

Mα ⊂Mβ

Ö�ÎKÛ�È2ÞKÈ�Û�Ð
α ≤ β < ξ

à &6Ò¡È2ÍEÉÓÒ¡È2ÛmÈ�È�>ØaË�ÉÂË Ñ Ú�Î^Í0ÎKÉkÎKÍ6È
Gδ

Ò|Ê|ÕßÕ0ÎwÝ�È2Û Ñ É<ØÂÎKÍÎKÍ
C
à

�$�K½�½��mÆ:þ°ôzõ�é2ù�ù¸ì %�û q �°é�ù�ì4ôEì`èwèpø¡ù�é~êmýFìKê
C ⊂ L ûþ°ô�êmòUì^ðFè + ð ë êwé�òmé=��ø¡òUè ë í`ð�ñ|é + ð¡é Aα êmí:ö0é�ì
Gδ

ýcø¡ú�ú�í^î0êmý�é�èpé2ê
Mα∪∪β<α(Aβ \

Mα) û ü ú�éHì^òwú�ô�é ó`é òmô
Aβ \Mα ë è�ì~ðcø¡ú�ú�èmé�ê ï ù�í`òwé2íKó>é2ò�êmý¡é òmé�ì^òwé

|α| < add(N )
ù¸ì^ðcô

í^î�êmý¡é ù ï ý¡é2ðS��é Aα ë èiì ýcø¡ú�ú�í^î
Mα ï êwící û �

��é-� ì^ú�ú0êmý�ì^ê
κ+ ë èOêwý¡é:èpøS�%��éHèmèmí`ò4�2ì`òwñ ë ð�ì`úFí`î κ ì^ð�ñEì^úaèpí&êmý�ì^ê°é ó`é2òwô

ξ < κ+ ý�ì`è
ìB��í + ð�ì^ú � ë©û é û ø¡ðcöFí>ø¡ð�ñ|éHñ � èpø�ö�èpé2ê�í^îí`òUñ|é2ò°êtôk
Fé�ì^ê�ù íYètê

κ û
��� äc½ �Kä�� ÿ�ÆÂÄ|ÿ.Ç�È�É

η < add(N )+ Ñ Í0Ì C = {Mα : α < η} ⊂ P(R)
ÏUÈ�Ë�Ê�ÔUÒ�ÉÓÒ Ñ É

Mα ⊂Mβ

Ö�ÎKÛ�È2Þ4È2Û�Ð
α ≤ β < η

à &6Ò¡È2ÍzÉÓÒ¡È2ÛmÈ~È@>ØaË�É©Ë Ñ Ú�Î^Í0Î^É�Î^Í0È
Gδ

Ò|Ê|ÕßÕ0ÎwÝ�È2Û Ñ É<ØÂÎKÍÎKÍ
C
à

�$�K½�½��mÆ:þ°ôzõ�é2ù�ù¸ì %�û q �°é�ù�ì4ôEì`èwèpø¡ù�é~êmýFìKê
C ⊂ L û? éM
�òmíKó>ézêwý ë è�ú�é2ù�ù¸ì öcô ë ð�ñ|ø���ê ë í`ð�í`ð
η û�0�ë ��ì ��í + ð�ì`ú�èmø¡ö�èmé�ê

X ⊂ η
í`î

í`òUñ|é ò�êtôk
Fé
ξ ≤ add(N )

ì^ð�ñ ì^úaèpí ì+ù�í`ð�í^êmí>ð¡é
Gδ

ýcø¡ú�ú�í 
0é2òUìKê ë í>ð ϕX : {Mα :
α ∈ X} → Gδ

öYô�êwý¡é 
¡òmé ó ë í>ø�èiú�é2ù�ù¸ì û ��ó>é2òwôM��í`ùB
¡ú�é2ù�é ð>êUì^òwô ë ðYêmé òmóKì^ú [β, γ)
í`î

X
� ë<û é û é2ó`é òmô ë ðYêwé2òwó4ì`ú�êwý�ìKê ë è&ù�ì�� ë ù¸ì^ú°ñ ë è	�tí ë ðYê&îÓòwí`ù

X � ë è�í^î�í`òUñ|é2ò&êtôk
Fé
< η ïý¡é ð���é�öcô�êmý¡é ë ð�ñ|ø���ê ë ó`é¸ì`èwèmø¡ùB
|ê ë í`ð+êmý¡é òmé�é	� ë ètêUè�ìEù�í>ð¡í^êwí`ð¡é

Gδ
ýcø¡ú�ú�í 
0é2òUìKê ë í>ð

ϕ[β,γ) : {Mα : α ∈ [β, γ)} → Gδ û ç�ú�èmí + � ì+ù�éHì`èmø¡òmé B2é òmí
Gδ

ýcø¡ú�ú
H[β,γ)

í`î
∪δ<β, δ∈X

(

ϕX (Mδ) \Mβ

) û/. í/�8îÓí`ò�é ó`é2òwô
[β, γ)

ì^ð�ñEé2ó>é2òwô
α ∈ [β, γ)

ñ|é + ð¡é

ϕ(Mα) =
(

H[β,γ) ∪ ϕ[β,γ)(Mα)
)

∩ ϕX (Mγ),

�



ì^ðFñ¾ì^úaèpí�ñ|é + ð¡é ϕ(Mα) = ϕX (Mα)
îÓí`ò�é ó`é òmô

α ∈ X û � ê ë èiêmý¡é ð¾é ì`èmô�êwízèmé2é:êwý�ìKê
êmý ë è ë è�ì ù�í`ð¡í`êmí`ð�é

Gδ
ýcø¡ú�ú�í 
0é2òUìKê ë í>ðzí>ð

C û �

�zä�� À�����ÿ�Æ©Ä4	.ç�è
add(N ) ≥ ω1 ï �°é�í`ö¡êwì ë ð¾êwý�ìKê�ú�é ð¡÷^êwý

ω2
í^î�êwý¡é��UýFì ë ð ë ð+êmý¡é


¡òwící^î�í`î ��ý¡é í`òwé2ù � û q ��ì`è°í 
¡ê ë ù�ì`ú û
� � ¶&³Eº ��¹D·E»�³�� µ ��� �:µ�� � ��³E· ¶	� ��³
�Dµ¶	� ����� �

. í/� �°éH
FíYèpé�ì îÓé%� èmí`ù�é%��ý�ì^êióKì^÷`ø�éA
¡òmí>ö¡ú�é2ù¸è ï èpí>ù�é�í^îa��ý ë �Uý¾ù¸ì4ô�êmø�òmð¾í>ø|êiêmí
ö0é:ó`é2òwô¸é ì>èpô û
��� ä��2¿HÁÂ½0Ã 	�ÆÂÄ���É �OÎKÊ|Õ�ÌzÏUÈ�ØßÍFÉ�È2ÛmÈ�Ë�É©ØßÍc×¸ÉkÎ�^Í0Î� ��Ò Ñ É�Ò Ñ Ý`Ý�È�Í�Ë

� à:Ø Ö �OÈ Õ�ÎHÎ�� Ñ É�ÉßÒ�È¸Ô Ñ É�È�×YÎKÛ�Ð Ñ Í Ñ Õ�Îw×^Ê�È�ÎpÖ���Ê�È�ËUÉ<ØÂÎKÍ � à �¡Ù�ÉßÒ Ñ É�ØaËUÙ ��Ò�È�Í
N Ñ Í0Ì

L Ñ ÛmÈ�ÛmÈ�Ý6Õ Ñ ÔUÈUÌ¸Ï2Ð�ÉßÒ�È 	�ÛUË�É�Ü Ñ ØßÛmÈ:Ô Ñ ÉkÈ<×YÎKÛ�ÐEá���Ú¸È Ñ ×YÈ�Û�â:Ë2È2ÉÂË Ñ Í0Ì&ÉßÒ�È�Ë2È�É©Ë ��ØßÉßÒ
ÉÓÒ¡È�Ý0ÛwÎwÝ�È�Û�É<ÐEÎtÖ�Ü Ñ ØßÛwÈ à

� à:Ø Ö �OÈ�ÛmÈ��Ê|ØßÛmÈ�ÉÓÒ Ñ É�Î^Ê|Û�Ú�Î^Í0Î^É�Î^Í0ÈiÒcÊ|ÕßÕgË�ÏwÈ�É<Û Ñ Í�Ë�Õ Ñ É<ØÂÎKÍ¾ÎKÛiØaË2Î^Ú�È2É©Û�Ð�ØßÍ�Þ Ñ Û�Ø Ñ Í�Ékà
� à:Ø Ö �OÈ ÛmÈkÝ0Õ Ñ ÔUÈ ⊂

Ï�Ð
$

ØßÍ���Ê�È�Ë�É<ØÂÎKÍ � à �¡ÙiÉßÒ Ñ É�ØaËUÙ �OÈ�ÛmÈ��Ê|ØßÛwÈ ÉßÒ Ñ É�Ë�É©Û�ØÂÔ2É�ÔUÎKÍ �
É Ñ ØßÍFÚ�È2Í�É)ØaË°Ý0ÛmÈ�Ë2È�Û�ÞKÈUÌ`à

ç�è�îÓí>ò
$ C 
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