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1. Bevezetés

1.1. Az invaridnselmélet egy reprezentaciéelméleti alkalmazasa

Az invaridnselmélet altal vizsgélt alaphelyzet a kovetkez6. Adott egy G csoport egy K test fe-
letti V' vektortéren valé linedris hatdsdval. Tekintsiik a G csoport indukalt hatdsat a K[V] koor-
dinatagyfirtin:

(9-Hw)=Fflg7'v) (geG.feKV]veV).

A K[V] koordinédtagy(irti nem mds, mint az n-valtozés polinomok K|[z1,...,z,] algebrdja (n =
dim(V) és z1,...,2, a V vektortér V* dudlisdnak bézisa), melyen G a véltozdk linedris helyet-

tesitései altal hat. Az elmélet kozponti objektuma a polinominvaridnsok
KV ={feK[V]|VgeG: g-f=f}

halmaza. Geometriai megkozelitésben a polinominvaridnsok a G pélydin allandé polinomfiigg-
vények. Tanulmanyozasukat &ltaldban az motivalja, hogy a csoporthatds palydit szeretnénk
osztélyozni. Példaul reménykedhetiink abban, hogy megtaldljuk polinominvariansok egy olyan hal-
mazat, amely a pélydkat szétvalasztja a kovetkez6 értelemben: két pont V-ben akkor és csak akkor
tartozik kiilonb6z6 pélydhoz, ha a kivalasztott invaridnsok valamelyike kiilénb6z6 értéket vesz fel
rajtuk. Ez a varakozads meglehetésen naivnak bizonyul ugyan, mégis jelzi a polinominvaridnsok
alapvet6 szerepét az algebrai geometria hdnyadostér (modulustér) konstrukciéiban.

Mivel G algebra automorfizmusok altal hat a koordinatagyfirtin, K[V] részalgebra K[V]-ben.
S6t, végesen generalt részalgebra reprezentacioknak széles, a természetes alkalmazasokban felbuk-
kané osztdlyaira. Ezért konkrét invaridnsgytirtik vizsgalatat hagyomanyosan két részre osztjdk: az
els6 cél a K[V]¢ algebra egy alkalmas generatorrendszerének (lehetSleg minimalis rendszernek) a
keresése, majd ezt koveti a generadtorok kozt fenndllo relaciok leirasa. Invaridnsok gytirtinek ilyetén
meghatdrozdsa bizonyitottan nehéz probléma, és a téma hosszti multja dacdra viszonylag kevés
esetben sikerilt ezt a programot véghezvinni. Batran mondhatjuk, hogy barmely olyan tj eset, ame-
lyik megkozelithet6 az invarianselmélet amuigy gazdag eszkoztaraval vagy viszonyithaté valamely
jobban megértett példdhoz, érdekl6désre tart szamot.

Torténeti részletek vagy jelenlegi kutatasi iranyok ismertetése helyett tekintsiink egy példat,
amely nagyban befolydsolta a mi munkankat, és gyakran hivatkozunk ra az értekezésben. Legyen G
a komplex test feletti GL(n, C) altaldnos linedris csoport, mely szimultan konjugdaldssal hat a komp-
lex n x n-es matrix m-esek V. =C"*"* @ ... ® C"*" terén:

g- (Ah s >Am) = (gAlg_17 s 7gAmg_1)

ahol g € GL(n,C) és A; € C**". Jelolje X; azta V — C"*" fiiggvényt, amely minden maétrix m-
est az i-edik komponensére képez (i = 1,...,m). A métrixok polinominvaridnsai (a tovdbbiakban
mdtrixinvaridnsok) gytirtijének generatorait Sibirskif [75] adta meg.
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1.1. Tétel. A mdtrixinvaridnsok C[V|“ algebrdjit generdljik a
‘TI‘()(Z'1 cee Xis) : (1417 PN )A'm) — TI‘(Ail cee Azs)
nyomok, ahol s € N, iq,...,is € {1,...,m}.

A fenti generatorok kozti reldcibkat Razmyslov [62] és Procesi [61] hatdrozta meg. A kiin-
duldpont az tigynevezett fundamentilis nyomazonossig az m = n + 1 esetben. Vegytikaz Y1,..., Y, 11
nem felcserélhetd valtozokat, és tetszbleges m € S, 11 permutdciéra, melynek ciklus felbontésa

m=(i1-iq) (1. Je),

vezessiik be a
T (Y1, ... Yop1) = To(Yi, - Y5 ) - Te(Y, - Y5)

jelolést. Tekintsiik a

O (Yi, o Yogn) = > sign(m)Tr™(Va, ..., Yosn)

TESnt1
formalis kifejezést. A fundamentalis nyomazonossag (ld. [36]) azt allitja, hogy
Qp1 (X1, Xpgr) = 0. 1)

Vilagos, hogy tetszéleges W; = X;, --- X;, nemkommutativ monomokkal elvégezve az X; — W;
(i =1,...,m) helyettesitést (1)-ben, Gjabb nyomazonossagokhoz jutunk.

1.2. Tétel. A Tr(X,, --- X;,) nyomok kozt fenndllé reldcick mind kovetkeznek a fundamentdlis nyomazo-
nossagbdl, azaz a reldcidk idedljat generdljik a

Q1 (Wi, oo, Why1) =0

reldciék, ahol W; (i = 1,...,n + 1) tetszbleges (nemkommutativ) monomjai az X1, ..., X,, generikus
mdtrixoknak.

Razmyslov azt is megmutatta, hogy elegendd s < n’-et venni az 1.1 Tételben, megadva ezaltal
egy explicit véges generdtorrendszert. A relacidkrol szol6 szép éllitds megfogalmazdsdhoz azonban
még mindig a redundans végtelen generatorrendszert kell tekinteni. Tovdabba a matrixinvaridnsok
algebrajanak minimalis generatorrendszere nagyon kevés specidlis esetben ismert.

Térjiink r4 a métrixinvaridnsok reprezentdcidelméleti jelentGségére. Jelolje F,,, = K(z1,...,Tm)
az m elem altal generalt szabad asszociativ K-algebrat. Feltessziik, hogy K algebrailag zart. Az F,,,
egy n-dimenzids reprezentacidjit egy n x n-es matrix m-es adjameg: az (Ai,..., Ap) € KM "@--- @
K™*™ matrix m-eshez az az F,, — K"*" reprezentdci6 (azaz K-algebra homomorfizmus) tartozik,
melyre z; — A;, i =1,...,m. Ezérta K™*" @ --- @ K"*" teret az I, szabad algebra n-dimenzids
reprezentdcibi terének hivjuk, és a tovabbiakban a Rep(F,,,n) szimbélummal jeloljiikk. Ezen hat a
G = GL(n, K) altalanos linearis csoport a szimultdn konjugélas altal. Vilagos, hogy két Rep(F,,, n)-
beli ponthoz tartozé F,-reprezentacié akkor és csak akkor izomorf, ha a két pont ugyanahhoz a G-
palyahoz tartozik. Igy az F,, algebra n-dimenziés reprezentéci6inak izomorfiaosztélyai kolcsonosen
egyértelm{ megfeleltetésben &llnak a G csoporthatés Rep(F,,,n)-beli péalyéival. Altaldnosabban,
tetszGleges m elem dltal generalt K-algebra prezentdlhat6 mint a szabad algebra R = F,,/I fak-
torgytirije. Azon Rep(F,,n)-beli pontok, melyekhez tartozé F,,-reprezentacié dtvezet R-en, egy
Zariski-zart Rep(R, n) részhalmazt alkotnak, melyet az n-dimenzids R-modulusok varietdsinak nevez-
nek. A reprezentaciéelmélet alapvet6 célja R-modulusok izomorfiaosztilyainak osztalyozasa, amit
ilymédon leforditottunk a Rep(F,,, n)-beli G-palyédk osztalyozdsanak problémdjara. Ez utébbi app-
roximdcidjat szolgaltatjdk a polinominvaridnsok a kovetkez6képpen. Definidljuk a Rep(F,,n)//G
affin algebrai varietast, mint a K[Rep(F,,,n)|“ algebra spektrumat, és a

o : Rep(Fim, n) — Rep(Fin,n)//G

affin varietdsok kozti morfizmust, mint a K[Rep(F,,,n)]¢ — K[Rep(F,,n)]| algebra bedgyazas
komorfizmusat. Szokds a o-t algebrai hdnyados leképezésnek nevezni. Elemibb megfogalmazasban:
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legyenek f1,..., fs generdtorai a K[Rep(F,,,n)]“ invaridns algebranak, és tekintsiik azt az f :
Rep(F,n) — K9 leképezést, melynek koordinéta fiiggvényei az f; polinomok. Kideriil, hogy
[ képhalmaza zért a K¢ affin tér Zariski-féle topolégisjaban. Az f képhalmazéval azonosithato
Rep(Fm,n)//G, az f leképezéssel pedig 0. Az algebrai hanyados leképezés rendelkezik a kovet-
kezd tulajdonsagokkal:

e ¢ allandé a G pélyain;

o kategorikus hanyados leképezés, azaz affin algebrai varietdsok tetszbleges G-palydkon
alland6 Rep(F),,n) — Y morfizmusa atvezethetd o-n;

e o sziirjektiv, és minden fibruma egyetlen Zariski-zart palyat tartalmaz;

e Egy pont G-palyaja Rep(F,,,n)-ben akkor és csak akkor Zariski-zért, ha a megfelel§ F,,-
reprezentacio féligegyszerd.

e Két Rep(Fy,,n)-beli pont akor és csak akkor tartozik o egyazon fibruméhoz, ha a hozzajuk
tartoz6 reprezentacidknak megegyeznek a Jordan-Holder kompoziciéfaktorai.

(Az els6 harom éltaldnos tulajdonsaga reduktiv csoportok algebrai hdnyados leképezéseinek, 1d.
pl. [58]. Az utolsé kettd M. Artin [3] észrevétele.) Tehdt a Rep(F,,,n)//G varietds az F,, algeb-
ra n-dimenziés féligegyszer(i reprezentacidit paraméterezi. Ennyit izelit&iil arrdl, hogyan kap az
invaridnselmélet szerepet algebrdk reprezentdcidinak osztalyozdsaban.

1.2. Az értekezés tartalma

Az értekezés a szerzd invaridnselméleti kutatdsaira alapul, kiilonds tekintettel az asszociativ al-
gebrak reprezentdcidelmélete 4ltal motivalt problémékra. A [31], [16], [15], [20], [22], [24], [30] dol-
gozataink teljes matematikai tartalmérol beszdmolunk. Emellett érint6legesen megemlitjiik a [26],
[21], [18], [17], [23], [25], [27], [19], [28], [29] dolgozatok egyes eredményeit.

A dolgozat hdarom nagyobb részbdl all, az els6 véges csoportok polinominvaridnsaival foglal-
kozik. A 2.1 Fejezet a multiszimmetrikus fliggvények algebréjardl szol, a [31] preprintet kovet-
ve. Ezt a targyaldsmodot a nyomazonossdgok elmélete motivélta (azaz az 1.2 Tétel), és egyszerre
adédtak belSle a multiszimmetrikus fiiggvények algebrajanak generatorai és relaciéik. Amellett,
hogy meghokkentben rovid és egyszerti bizonyitadsokat kaptunk ismert eredményekre, 1ényegesen
Uj eredmények is kijottek bel6le, példdul egy explicit véges prezenticiéja a multiszimmetrikus
fuggvények algebrdjanak. A multiszimmetrikus fliggvények és a matrixinvaridnsok kozt terem-
tett kapcsolat f6 haszna az a kovetkezmény, hogy az m-valtozés kommutativ polinomgy{irti n-
dimenzids féligegyszer{i reprezentaciéinak a séméja redukalt.

A multiszimmetikus fliggvények algebrajardl iré szamos matematikus kozott taldlhat6 E. Noe-
ther [59], aki ezen keresztiil bizonyitotta alapvetd eredményét, miszerint (a komplex szamtest fe-
lett dolgozva) egy tetszbleges véges csoport polinominvaridnsainak algebrajat generdljak azok az
invaridnsok, melyek foka nem haladja meg a csoport elemszdmat. Ez a fokszam-korlat éles cikli-
kus csoportokra. A 2.2 Fejezet ennek az eredménynek Hegedtis Pallal kozos [16] cikkiinkben elért
javitdsat tartalmazza. Megmutatjuk, hogy amennyiben a G véges csoport nem ciklikus, akkor a
polinominvariénsai algebréjat generaljdk azon invaridnsok, melyek foka legfeljebb 2|G|. Egy ilyen
tipusti becslésben a 2-es konstans a lehet legjobb.

A masodik részben tegezreprezentaciok invaridnselméletére tériink, és egyebek kozt messze-
mend altalanositdsait adjuk az 1.1 és 1.2 Tételeknek. A tegezreprezenticick fogalmat Gabriel [37] vezet-
tebe. Alapvetd jelent8ségre tett szert a reprezentaciéelméletben, mivel szamos probléma egységesen
megfogalmazhat6 ezen a nyelven (maga a fegez nem mads, mint egy véges irdnyitott graf). Tegez-
reprezentacidk polinominvaridnsai algebrajanak generatorrendszerét Le Bruyn és Procesi [56] adta
meg (ez az 1.1 Tétel tegezekre vonatkoz6 altalanositasa). A 3.1 Fejezetben az 1.2 Tételt dltalanositjuk
tetszbleges tegezre, és meghatdrozzuk a general6 invaridnsok kozti reldciékat a [15] dolgozatunkat
kovetve, ahol a szimmetrikus csoport és egy féligegyszer(i kommutativ algebra koszortszorzatanak
reprezentaciéelméletét alkalmaztuk erre a célra.

A véges dimenzi6s asszociativ algebrak reprezenticiéelméletében az irdnyitott kort nem tartal-
maz6 tegezek kiemelten fontosak. Ebben az esetben nincsenek nem-konstans polinominvariansok,
igy a keletkez6 algebrai hanyadosterek trividlisak. Mégis konstrualhatok érdekes, a reprezentaciokat
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valamilyen ekvivalencia erejéig paraméterez6 hanyadosterek (modulusterek) Mumford geomet-
riai invaridnselmélete alapjan. Ezek a projektiv hdnyadostér konstrukciék az tgynevezett szemi-
invaridns polinomfiiggvényeket hasznaljdk (I1d. [51]). A 3.2 Fejezetben bemutatjuk tegezek szemi-
invaridnsainak azt a lefradsat, melyet A. N. Zubkov-val kdzosen értiink el, és amely tetszSleges ka-
rakterisztikdban, tetsz6leges tegezre érvényes.

A tegezek reprezentaciéelmélete az 6rokl6dé algebrak reprezentacidelméletének felel meg. Ha
egyéb végesen generdlt algebrak reprezentacidelméletérdl is beszélni akarunk, akkor a megfelel te-
gez el6irt relacidkat kielégitd reprezentaciéival kell foglalkoznunk. A 3.3 Fejezetben a [22] dolgoza-
tunk alapjan erre az altalanosabb esetre is kiterjesztjiik a szemi-invaridnsok generdtorrendszerének
leirasat, és elemezziik a szemi-invaridnsok moduluselméleti jelentését.

Az értekezés harmadik részében kimondottan moduléris invaridnselméleti kérdésekkel és in-
varidnsok szeparalé rendszereivel foglalkozunk. A matrixinvaridnsok generatorair6l szélé 1.1
Tétel karakterisztikamentes véltozatat Donkin [32] bizonyitotta. A 4.1 Fejezetben levezetiink ebbd&l
egy véges generatorrendszert. Ezutdn a 2.1 Fejezet egy eredményének alkalmazasaként megmu-
tatjuk, hogy ha az alaptest karakterisztikaja pozitiv, és nem nagyobb, mint a matrixok mérete,
akkor a Tr(X; --- X,,) mdtrixinvaridns felbonthatatlan (azaz nem fejezhet6 ki alacsonyabb foku
matrixinvaridnsok polinomjaként). Hasonl6 4llitdst bizonyitunk a karakterisztikus polinom maga-
sabb egyiitthatdira is. Nulla karakterisztikaban Weyl [80] egy alapvetd eredménye szerint vektor
m-eseken hat6 csoport polinominvaridnsai polarizaci6 altal megkaphatok a legfeljebb dimenziényi
vektorvaltozo6tdl fliggd invaridnsokbol. Az elébb emlitett eredmények mutatjak, hogy ez a tétel nem
érvényes pozitiv karakterisztikdban, még az tigynevezett klasszikus csoportok természetes repre-
zentacidi esetén sem, sét, a generatorokra vonatkozé fokszam-korlat m-mel egytitt végtelenhez tart-
hat. Ezért felvet6dik a kérdés, hogy van-e Weyl tételének olyan gyengitett valtozata, amely minden
karakterisztikaban fennall. Ez a felvetés vezetett a [30] cikkhez, illetve a 4.2 fejezethez. Nevezete-
sen polinominvaridnsok algebrdinak generatorrendszerei helyett szeparal6 rendszerekkel foglalko-
zunk. Kideriil, hogy ezzel a gyengitéssel mar a polarizacié nagyon egyszer{i specialis forméja is
elegendd ahhoz, hogy korlatozzuk a sziikséges vektorvaltozok szamat a dimenzi6 fliggvényében.
Az eredményeink tjak nulla karakterisztikaban is, és az 6tlet mtikodik akarmilyen kvazi-projektiv
varietasokon val6 algebrai csoporthatasok esetén, amikor a polarizécié altalanos fogalmanak nincs
is értelme.

2. Véges csoportok polinominvariansai

2.1. Multiszimmetrikus fiiggvények

Az S, szimmetrikus csoport a koordinatdk permutéciéi ltal hat a V' = K" vektortéren. Jeltlje
V™ ennek a reprezentdciénak az m-szeres direkt osszegét. Ekkor a K[V™] koordindtagytirti egy
mn-véltozés polinomalgebra, és a multiszimmetrikus polinomok algebrdja pedig a K[V™]%" invarians
gyliri. (Az m = 1 esetben ez a szimmetrikus polinomok jol ismert algebraja.) Egy tobbszorosen
djrafelfedezett régi eremény szerint char(K) = 0 esetén az elemi szimmetrikus polinomok pola-
rizaltjai generdljak a multiszimmetrikus polinomok algebrajat (Id. [67], [59], [57], [80]). Ugyanez
igaz char(K) > n esetén is (Id. [65], [77]). A generatorok kozti relacidkat Hilbert tanitvanya, Junker
[46] [47], [48] tanulmdnyozta a XIX. szdzadban, tjabban pedig Dalbec [9], Bukhshtaber és Rees [8] és
Vaccarino [78]. A relaciok jobb megértéséhez jarul hozza a [31] dolgozatunk.

A mi munkank elsd 1épése, hogy figyelmet forditunk a multiszimmetrikus polinomok al-
gebrédjdban egy 1j bazisra. Azonositsuk V'™-et az n x n-es diagondlis matrix m-esek terével. Jellje

x(i) = diag(z(i)1,...,2(@)n), i=1,...,m

a generikus diagondlis matrixokat (azaz z(7); jeloli a j-edik koordindta fiiggvényt a V™ i-edik
komponensén. Vildgos, hogy a K[V™]°" algebra tartalmazza a Tr(w) nyomokat, ahol w =
x(1)* - - x(m)*m tetszbleges monomja a generikus diagonalis méatrixoknak (ezek a multiszimmet-
rikus polinomok éppen a hatvanyosszegek polarizaltjai). A K[V™] koordindtagyftir(i természetes
moédon N{j*-fokszdmozott: az x(i) elemeinek multifoka az i-edik standard bazis vektor Nj’-ben. A
Tr(w) invaridns multifoka (ahol w a fenti alakt) a. Azt mondjuk, hogy K[V™] egy eleme multili-
nedris, ha multihomogén és a multifoka (1,...,1).



2. VEGES CSOPORTOK POLINOMINVARIANSAI 5

2.1. Allitas. Tegyiik fel, hogy char(K) > n vagy char(K) = 0. Ekkor a generikus diagondlis mdtrixok
legfeljebb n monomjdnak nyomaibol készitett Tr(u)Tr(v) - - - Tr(w) szorzatok bazist alkotnak a K [V'™]%" vek-
tortérben.

Az (1) fundamentélis nyomazonosségot diagonalis matrixokra specializdlva kapjuk a

Upp1(z(1),...,z(n+1))=0 (2)
relaciot. Itt
Ui (x(1),...,x(n+1)) = > (—=1)" [ (deg(w;) = 1)!Tr(w;), 3)
wy - wp=x(1)---x(n+1) j=1

ahol az 6sszegzés az (1) - - - (n + 1) monom nem-trividlis részmonomok szorzatdra val6 bontdsaira
megy. A (2) kovetkezményeire mint a 2.1 Allitdsban szereplé bazishoz tartozé Gjrairasi szabalyokra
tekintve villimgyorsan levezethet6 (char(K) > n vagy char(K) = 0 feltevés mellett) egyrészt
a generdtorokra vonatkozé fenti klasszikus allitds, mésrészt a multiszimmetrikus filiggvények
algebrdjanak a 1.2 Tételhez hasonlé végtelen prezenticidja (a char(K) = 0 esetben ezt mds
modszerekkel bizonyitotta Bukhshtaber és Rees [8]). Mi azonban tovabbmegytink, és Derksen [11]
egy altalanos eredményét egy [41]-beli allitas kiterjesztésével kombindlva megadunk egy explicit
véges prezentaciét. Ennek pontos kimondéséhoz tovabbi jelolésekre van sziikségiink. Jelolje M (™)
az z(1),...,z(m) generikus diagonalis matrixokbdl képzett (értelemszertien kommutativ) nem-iires
monomok halmazat, és minden w € M(™) monomhoz rendeljiink egy t,, kommutativ véltozoét.
Tetszbleges d természetes szamra legyen

fém) = K[tw ‘ w e M(m)v deg(w) < d]’

egy ("9)-véltozés polinomalgebra. Tekintsiik a

e FYP = KVt Tr(w)

K-algebra homomorfizmust. Mint kordbban emlitettiik, ez d > n, char(K) = 0 vagy char(K) > n
esetén szirjektiv. Adott wy, ..., wp41 € M (™) monomok esetén definialjuk a

\Iln+1 © (wla s 7wn+1) € K[tw | w e M(m)]

kifejezést a kovetkez6képpen: a (3) jobboldaldban végezziik el az z(i) — w; helyettesitést, majd
minden el6fordulé Tr(w) helyére irjuk be a t,, véltozot.

2.2. Tétel. Tegyiik fel, hogy char(K') > n vagy char(K) = 0. Ekkor a

P st T gy — KV

sziirjekcié magjat, mint idedlt generdlja
S={Tnt10(wr,...,wppr) [ wi € MU, deg(ws - wpir) < n? —n+ 2},

Az alfejezet hatralevd részére feltessziik, hogy K = C, a komplex szdmok teste. Legyen
Com(m,n) az a részhalmaza Rep(F,,, n)-nek, amely azon métrix m-esekbdl 4ll, melyek komponen-
sei paronként felcserélhet6k. Ezt az affin algebrai sokasagot a kommutdlo varietisnak nevezik. Ezt a
részvarietdst a GL(n, C) hatdsa megérzi, és a

Com(m,n)//GL(n,C) C Rep(Fn,n)//GL(n,C)

algebrai hanyadosra gondolhatunk tgy, mint a C,, kommutativ m-véaltozés polinomgytirti n-
dimenzids féligegyszer(i reprezentdcidinak izomorfiaosztdlyai alkotta varietdsra. A diagonalis
matrix m-esek V'™ tere részsokasdg Com(m,n)-ben, és konnyen lathat6, hogy a koordindtagytirtik
kozotti C[Com(m, n)] — C[V™] természetes sziirjekcié megszoritdsa a megfelels invariansgyftirtikre
egy

(C[Com(m,n)]GL(”’C) = (C[Vm]s"
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izomorfizmus (1d. [41]).

Emlékezziink rd, hogy a C[Rep(F,,,n)] koordinatagytiri egy mn?-véltozés polinomalgebra,
melyet az X;,...,X,, generikus n x n-es matrixok elemei generdlnak. Jelolje J azt az idealt a
C[Rep(Fin,n)] polinomgytirtiben, melyet az X; X; — X;X; (1 < i < j < m) kommutatorok ele-
mei generdlnak, és jelolje C[Rep(C,y,,n)] a C[Rep(Fyn,n)]/J faktorgyfirtit. Ez az algebra nem mas,
mint a C,, polinomgytiri n-dimenzids reprezenticioi sémdjinak a koordindtagyiiriije (ez tulajdonképpen
ennek a sémdanak a definicidja). A kommutativ algebranak egy kozismert régi nyitott kérdése (1d.
pl. [45]), hogy ez a séma redukalt-e, masszéval hogy a C[Rep(C',,n)| algebra tartalmaz-e nem-nulla
nilpotens elemet. Jelolje rad(C[Rep(C}y,,n)]) a nilpotens elemek halmazat. Vildgos, hogy a J idedl
koz6s zér6halmaza a Com(m,n) kommutélé varietas, tehat Hilbert nullhelytétele alapjan

C[Rep(Cyp, n)]/rad(C[Rep(Ciy, n)]) = C[Com(m,n)],

és a kérdés ugy is fogalmazhato, hogy igaz-e, hogy J a C,, ,, eltlinési idedlja. A multiszimmetri-
kus polinomok definidlo reldciéi és a méatrixinvaridnsok kozott teremtett kapcsolat alkalmazasaként
sikertilt pozitiv vélaszt adnunk a fenti kérdés egy gyengitett véaltozatara.

2.3. Tétel. A C[Rep(Cyy,,n)] — C[Com(m,n)] természetes sziirjekcio
C[Rep(Cyn, n)]GL(”’C) — C[Com(m, n)]GL(”’C)
megszoritdsa izomorfizmus, azaz rad(C[Rep(Cy,, n)]) nem tartalmaz nem-nullla GL(n, C)-invaridnst.

Az allitast tgy is fogalmazhatjuk, hogy az m-valtozés kommutativ polinom algebra n-dimenziés
féligegyszer(i reprezentaciéinak a sémdja redukalt. Az m = 2 esetet mas mddszerekkel el6ttiink
bizonyitotta Gan és Ginzburg [38]. Megjegyezziik, hogy [31] idevagd része atfedésben van Vaccarino
parhuzamos [79] preprintjével, melyben a szerz6 a 2.3 Tételt Gjrabizonyitja, mint a sajat eredményei
kovetkezményét.

Végiil térjiink vissza a multiszimmetrikus polinomok algebrdjdnak definialé relaciéihoz. A
modszeriink tetsz6leges karakterisztikdban mtikddik a multilinedris invaridnsok szintjén, és a kovet-
kez6 eredményt adja:

2.4. Tétel. Tetszlleges K alaptest esetén fennillnak az aldbbiak:

(i) A legfeljebb n monom nyomainak multilinedris Tr(uw)Tr(v)---Tr(w) szorzatai bazist alkotnak
K[V™5 multilinedris komponensében.

(ii) A monomok nyomai kozt fenndllé multilinedris reldciok mind kovetkezményei a (2) reldciénak.

2.2. A Noether-féle korlat

A multiszimmetrikus fiiggvények algebrdjanak generatorait alkalmazva bizonyitotta E. Noether [59]
alapvet6 tételét, miszerint egy tetsz6leges véges csoport polinominvaridnsainak C[V]“ algebréjat
generdljdk azon invaridnsok, melyek foka nem haladja meg a G csoport elemszamat. Egy adott V'
komplex test feletti G-modulusra legyen

B(G,V) = min{d | C[V]® generalhat6 azon elemeivel, melyek fokszama < d},

B(G) = max{8(G,V) | V véges dimenziés G-modulus}.

Schmid [69] ramutatott, hogy Weyl egy alapvets tételébdl levezethetd, hogy 5(G) = B(G, Vieg), ahol
Vieg @ G reguldris reprezenticidja. Kovetkezésképpen ((G) nem véltozik, ha a komplex szamtestet
kicseréljiik akdrmilyen nulla karakterisztikdjt alaptestre.

Ezekkel a jelolésekkel Noether tétele azt éllitja, hogy 5(G) < |G|. Ez a becslés éles, amint azt
a ciklikus csoport esete mutatja. Schmid [69] (Id. még [68]) pontositotta az eredményt tgy, hogy
bebizonyitotta, hogy amennyiben G nem ciklikus, akkor 3(G) < |G| — 1. Schmid munkaja nagyon
szép redukcids 1épéseket tartalmaz, de a végeredményben csak minimélis javitast ért el az eredeti
tételhez képest. Az értekezés ezen alfejezete ennek az ereménynek arrdl az élesitésérél szol, melyet
Heged{is Péllal kozosen adtunk a [16] cikkben.
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2.5. Tétel. Ha G nem ciklikus, akkor 3(G) < 3|G|.

A négyelemti Klein-csoport, vagy a nyolcelemf kvaterniécsoport példai mutatjdk, hogy ¢ = 2
az optimalis konstans egy a nem-ciklikus csoportokra vonatkozé 3(G) < ¢|G| tipustu fokszam-
korlatban.

Bizonyitdsunkban hasznaljuk Schmid redukcids 1épéseit. A mi hozzajarulasunk donté része a
B(G) becslése abban az esetben, amikor G pdratlan prim rendii ciklikus csoportok szemi-direkt szor-

zata.

2.6. Allitas. Legyenek p, q paratlan primek, melyekre q osztdja a p— 1 szdmnak, és jelolje Z, x Z,, az (izomor-
fia erejéig eqyértelmiien meghatirozott) nem-kommutativ szemi-direkt szorzatdt a p, illetve q elemii ciklikus
csoportoknak. Ekkor fenndll a 3(Z, x Z,) < 3pq egyenl6tlenség.

Megjegyezziik, hogy a 2.5 Tételt kés6bb Sezer [74] kiterjesztette tetszbleges olyan K alaptest
esetére, amelyben |G| invertalhat6. Knop [53] alkalmazta ezt az eredményt annak bizonyitaséra,
hogy ha ezenfeliil char(K) > 2|G| + 1, akkor 8k (G) = Bk (G, Vieg), ahol a B (—) fliggvényeket tgy
definidljuk, hogy a 3(—) definiciéjdban a C testet kicseréljiik a K testre.

3. Tegezreprezentacidk invariansai

A tegezreprezentaciok Gabriel [37] éltal bevezetett fogalma a linedris algebra és a reprezentacio-
elmélet osztdlyozasi problémai tdg korének biztosit kozos keretet. Nagy vonalakban egy tegez-
reprezentacio linedris leképezések egy gyfijteménye, és két reprezentacié akkor ekvivalens, ha a
reprezentdciét hordozé vektorterek bazistranszformacioi altal alkotott csoportnak ugyanahhoz a
pélyajahoz tartoznak. Ilyeténképpen tegezreprezentaciok ekvivalencia erejéig valé osztalyozasanak
probléméja egyenértékii dltalanos linedris csoportok szorzatdnak bizonyos lineéris hatésai esetén a
palyak osztalyozdsanak kérdésével.

Egy Q = (Qo,Q1,t, h) tegez nem mds, mint egy véges irdnyitott graf, amely &ll a csticsok Qo
halmazabdl, az élek ()1 halmazébdl, valamint a ¢,k : Q1 — Qo fliggvényekbdl, melyek az « élhez
hozzéarendelik a t(a) kezd6pontjat és a h(a) végpontjat. A Q tegez egy d = (d; | i € Qo) dimen-
zidvektorii reprezentdcidja

L= (La : V;(oz) - Vh(a) | a € Ql) € @ HomK(V;S(a%Vh(oz))v
acQ1

ahol minden ¢ € Q) csticshoz rogzitettiink egy d;-dimenziés V; vektorteret (valamely rogzitett K
alaptest felett). Azonositva V;-t az oszlopvektorok K% terével és az L, lineéris leképezést a megfe-
1eld dj,() X dy(o) méretti balrél szorzassal haté matrixszal, az L reprezentacié azonositodik a ) tegez
d dimenzi6vektoru reprezentdcioi terének nevezett

Rep(Q,d) = @ K *due
acQq

affin tér egy pontjaval. A
GL(d) = [] GL(d;, K)
1€Qo
csoport hata Rep(Q, d) téren: g-L = (gh(a)Lagii) | @ € Q1) barmely g = (g; | i € Qo) csoportelemre
és a reprezentécids tér L € Rep(Q, d) pontjdra. Definici6 szerint a reprezentacios tér két pontjahoz
tartozé tegezreprezentdciok akkor és csak akkor ekvivalensek, ha ugyanahhoz a GL(d)-pélydhoz tar-

toznak.
A Rep(Q, d) reprezentdcids tér koordinatagytirtije a

K[Rep(Q7d)] = K[l’g’q | a € Qh 1 < P < dh(a)> 1 < q < dt(a)]

polinomgyfir(i, ahol =), az a fliggvény, amely az L reprezentaciohoz az L, métrix (p, q)-adik elemét
rendeli. Erdemes a véltozékra mint a dp(a) X di(a) méretl X, = (zj ) generikus métrixok elemeire
gondolni. A GL(d) csoport elemei a koordindtagytir(i generatorain a kovetkez6képpen hatnak: g -
z, , a (p, ¢)-adik eleme a g;(la)X aJt(o) Matrixnak.
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3.1. Tegezek polinominvaridnsai

Amint azt az 1.1 Fejezetben vazoltuk, a Rep(Q,d) — Rep(Q,d)//GL(d) algebrai hdnyados
leképezés egy approximdcidja a Rep(Q, d) reprezentacios térbeli GL(d)-palyak osztélyozési prob-
lémadjanak, ez utébbi pedig az alapvetd célja a reprezentacidelméletnek. Az algebrai hanyadostér
pontjai kolcsonosen egyértelmii megfeleltetésben dllnak a ) tegez d dimenziévektort féligegyszerti
reprezentacidinak izomorfiaosztdlyaival. Tovdbba a reprezentaciés tér két pontja akkor és csak ak-
kor tartozik az algebrai hdnyados leképezés egyazon fibrumdhoz, ha a nekik megfelel6 tegezrepre-
zentdciok Jordan-Holder-féle kompoziciéfaktorai megegyeznek (1d. [56]). A Rep(Q,d)//GL(d) al-
gebrai hanyadostér tanulméanyozasa egyenértékii a () tegez d dimenzi6évektort reprezentécioi poli-
nominvariansai K [Rep(Q, d)]“%() algebrajanak a tanulményozasaval. Erdemes megjegyezni, hogy
abban a specidlis esetben, amikor a () tegez egyetlen csticsbdl és m hurokélbdl all, visszakapjuk a
métrixinvariansok K[Rep(F,,,n)]¢F (") algebrajanak esetét, melyrél az 1.1 és 1.2 Tételek széInak.

Ebben az alfejezetben feltessziik, hogy K karakterisztikdja 0. Legyen v = «a - - - a5 egy irdnyitott
kor Q-ban, azaz o, ..., as nem feltétleniil kilonbozd élek ()1-ben ugy, hogy h(a;) = t(a;11), ha
i=1,...,5—1,ésh(as) =t(a1). Ekkor L, = L, oo L,, endomorfizmusa a Vy(,,) vektortérnek.
Jelolje X az X,, - - - X, matrixszorzatot. Ekkor Tr(X,) € K[Rep(Q, d)] értéke az L reprezentdcién
az L, o---0L,, négyzetes matrix nyoma, és Tr(X,,) vildigosan GL(d)-invaridns. Le Bruyn és Procesi
[56] bebizonyitotta, hogy a K [Rep(Q, d)|¢L(d) algebrat generaljak a Tr(X.,) nyomok, ahol y végigfut
a ()-beli irdnyitott korokon. (Késébb Donkin [33] bebizonyitotta ennek a tételnek tetszéleges karak-
terisztikaban érvényes valtozatat.) A [56] szerz6i kimondjéak, hogy ezen generatorok kozti relaciok
bizonyos értelemben mind kovetkeznek a Cayley-Hamilton-féle tételbél. Ennél lényegesen exp-
licitebb és pontosabb leirdsat adtuk a generatorok kozti reldciéknak a [15] cikkiinkben, és bebi-
zonyitottuk a 1.2 Tétel tegezekre vonatkozo aldbbi dltaldnositasat:

3.1. Tétel. A K[Rep(Fy,,n)|“L5) algebra Tr(X,) generdtorai kozt fenndlld relicick idedljat generdljik
a®g11(Xqp,s. .o, Xwﬁl) = 0 reldciok, ahol i € Qq, és 1, ...,7Va,+1 irdnyitott korok Q-ban, melyek az i
csticsban kezdGdnek és végzbdnek (a @ definicidjat Id. az 1.1 Fejezetben).

A bizonyitashoz felhasznaljuk a szimmetrikus csoport és a K x - - - x K algebra koszortiszorzatdnak
reprezentacidelméletét, tovdbbd a szimmetrikus csoport és az altalanos linearis csoport repre-
zentdcidelmélete kozti kapcsolatot feltdaré Schur-Weyl-féle dualitdsnak erre a koszortiszorzatra vo-
natkoz6 altalanositasat (1d. [39], [63]).

3.2. Tegezek szemi-invariansai

Polinominvaridnsokkal nem valaszthat6k szét olyan palydk, melyek Zariski-lezartja metszi egymast.
Specialisan ha a tegez nem tartalmaz iranyitott kort, akkor nincsenek nem-konstans polinominva-
ridnsok. Ugyanakkor létezhetnek nem-konstans raciondlis invaridnsok, melyek azonos stlyt re-
lativ invaridnsok hanyadosaként keletkeznek. Tovédbb4a a relativ invaridnsokra tdmaszkodva tegez-
reprezentacidk bizonyos csaladjait parametrizdlé6 modulustereket konstrudlhatunk. Ezért ésszerti
az altalanos linedris csoportok szorzatat a megfeleld specidlis linearis csoportok szorzatdra cserélni,
és ennek a kisebb csoportnak a polinominvaridnsait —ezek az tgynevezett szemi-invaridnsok- ta-
nulményozni.

Rogzitsiink egy @ tegezt és egy d dimenzidvektort. Szoritsuk meg a GL(d) csoport Rep(Q, d)
reprezentdcios téren val6 hatdsat az SL(d) = [[;cq, SL(di, K) kommutdtor részcsoportra. A poli-

nominvariansok K[Rep(Q,d)]**(4) halmazat nevezik a ) tegez d dimenzévektorhoz tartozé szemi-
invaridnsai elgebrdjinak. Ezen az algebran létezik egy természetes Z?0-fokszamozas:

K[Rep(Q,d)]*"V = ) K[Rep(Q,d)|“ ™,

weZRo

ahol
K[Rep(Q,d)]* ™ = {f € K[Rep(Q,d)] | g- f = (] det™(9:)f Vg€ GL(d)}

1€Qo
a w stilyii relativ invaridnsok tere. Vildgos, hogy rogzitett w sily esetén

P ERep(Q, )

n>0
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részalgebraja a szemi-invaridnsok algebrdjanak. King [51] megmutatta, hogy ennek a fokszdmozott
algebranak a projektiv spektruma a w-szemistabil tegezreprezentdciok csaladjainak durva modu-
lustere (Mumford geometriai invarianselméletének ezen fogalmaihoz olvashaté kalauz [58]).

Ez a jelentdsége tegezek szemi-invaridnsainak, melyek tanulmanyozasat Kac [49] kezdte. Fon-
tos eredményeket ért el Schofield [70] abban az esetben, amikor a reprezentacios tér tartalmaz egy
nyilt palyat. Kiterjedt irodalma van a Dynkin-féle és az euklideszi (vagy kib&dvitett Dynkin) tegezek
szemi-invaridnsainak, 1d. [1], [66], [42], [43], [54], [55], [44], [73], [76]. Ezen cikkek szerz6i megsejte-
nek néhdny szemi-invaridnst, majd geometriai, kombinatorikus vagy reprezetaciéelméleti érveléssel
belatjak, hogy megtalaltak az 0sszeset (generalds erejéig).

Van egy kézenfekvd mddja szemi-invaridnsok felirdsanak: a tegezreprezentacié matrixkompo-
nenseit mint blokkokat haszndlva felépithetiink négyzetes matrixokat, melyek determinansa (vagy
annak bizonyos részleges polarizaltjai) szemi-invaridnsok. A. N. Zubkov-val k6z6s [20] cikkiinkben
bebizonyitottuk, hogy minden szemi-invarians megkaphaté igy, barmilyen tegez esetén. Ebben az
alfejezetben K tetszbleges végtelen test.

Munkénk elsd lépésében redukdljuk a problémat paros tegezek esetére. Tetszbleges tegez
reprezentacidi kategéridjanak van egy jol ismert bedgyazdsa egy paros tegez reprezentécidi ka-
tegoridjaba, 1d. pl. [71]. Legyenek a Q = (Qo,Q1,t,h) tegez cstcsai Qo = {1,...,v}. Konst-
rudljunk egy Gj QP = (QF,QP,tP, hP) megduplazott tegezt a kovetkez&képpen: a csicsok hal-
maza QF = {1,...,v}U{-1,...,—v}, az élek halmaza QP = Q, U{A1,...,B,} Ggy, hogy minden
a € @ élre tP(a) = t(a), hP(a) = —h(a), és minden i € Qq cstcsra tP(5;) = i, hP(B;) = —i.
Vilagos, hogy QP péros tegez, azaz nincs benne egynél hosszabb irdnyitott ut. A ) tegezhez tartozé
tetsz6leges d dimenzidvektor esetén jeldlje (d, d) azt a QP-hez tartoz6 dimenzidvektort, amely a d;
értéket veszi fel az i és —i csticsoknal minden i € Qo-ra. Legyen Rep, (Q, (d,d)) az a részhalmaz
Rep(QP, (d,d))-ben, amely azon L pontokbdl &ll, melyekre det Ls, = 1 minden i € Qp-ra. A
kulcsfontossagu észrevételiink, hogy Rep, (Q7, (d,d)) azonosithaté az SL(d,d) x5“(4) Rep(Q, d)
asszocidlt fibrumnyalabbal. Ebb&l Frobenius-reciprocitas alapjan nyerjiik a kovetkezd, dnmagaban
is figyelemre mélt6 allitast:

3.2. Tétel. Az Xg, — 14, @ = 1,...,v specializicié (I, jeloli az n x n-es egységmdtrixot) dltal indukalt
K[Rep(QP,(d,d))] — K[Rep(Q, d)] sziirjekcionak az SL(d, d)-invaridnsok algebrdjira valo

K[Rep(Q”, (d,d))]* 49 — K[Rep(Q,d)]**¥
megszoritdsa is sziirjektiv, tovdbbd K [Rep(Q, d)]*Md) = K[Rep, (QP, (d,d))] H(dd),

Ezutan ratériink paros tegezek szemi-invaridnsaira. A tovdbbiakban legyen () paros tegez, azaz

minden csticsa vagy forrds (nem mutat bele él) vagy nyel6 (nem indul ki bel6le él). Jelolje 1,. ..,k
a forrds csticsokat, —1, ..., —l a nyeld csticsokat. Egy a ) tegezhez tartoz6 dimenzidvektort jeloljon
(n, m), ahol n; az ¢ forrdson felvett érték (i = 1,...,k) és m; a —j nyel6n felvett érték (j =1,...,1).

Hasonlé konvenci6t alkalmazunk a paros tegezhez tartozé stlyok jelolésénél. Azt mondjuk, hogy
egy suly megengedett, ha (r, —q) alakd, ahol r € Nk, q € N, tovabba S'_ miq; = Z?:l n;r;.
Adott (r, —q) megengedett stlyhoz és minden o € @Q; élhez vezessiink be egy Gj, qn(a) X Tt(a)
méretli Y, = (y5;) generikus maétrixot. Epitsiik fel a C(X,Y) matrixot [ x k blokkbél a kovet-
kezSképpen: (a,b) € {1,...,1} x {1,...,k} esetén az (a,b) pozicidéban taldlhat6é blokk legyen
Z(m b)=(t(a),h(ax)) Xa ®Y,, ahol ® a megfelel6 métrixok Kronecker-féle szorzatat jeloli, az tires dsszeg
pedig a megfelel6 méretti nullmatrix. A stlyra tett feltevésiink miatt C'(X,Y’) négyzetes matrix, igy
képezhetjiik a determinadnsat, melyet x(X,Y") jelol. (Ez a konstrukcié felfoghat6 a karakterisztikus
polinom éaltaldnositdsanak.)

77

3.3. Tétel. A K[Rep(Q, (n,m))| koordindtagyiirtiben tetszbleges nem-nulla relativ GL(n, m)-invaridns
stilya megengedett sily. Amennyiben (r,—q) megengedett siily, az (r,—q) silyi relativ GL(n,m)-
invaridnsok terét kifeszitik x (X, Y')-nak, mint az y7*; vdltozok polinomjinak az egyiitthatoi.

Ez a tétel egy kicsit pontosabb, a szemi-invaridnsok lehetséges multifokdra vonatkoz6 szdmelmé-
leti feltételeket is tekintetbe vevé éllitds kovetkezménye. Annak a megfogalmazdasa azonban sokkal
kortilményesebb anndl, hogy érdemes lenne szerepeltetni ebben az 6sszefoglalasban. Bizonyitasunk
meglehetdsen természetes, és nagy vonalakban a klasszikus invarianselmélet els6 alaptételének (1d.
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[10]) a megfelels leforditdasa. A karakterisztikatdl fliggetlen bizonyitds ugyanakkor komoly techni-
kai nehézséget jelent, melynek athidaldsdhoz az algebrai csoportok reprezentdciéelméletébdl ismert,
ugynevezett jol filtradlt modulusok elméletét hasznaljuk (a korabbi hasonl6 jellegti alkalmazasokhoz
képest atlathatébb médon).

Megjegyezziik, hogy a miénktdl fliggetleniil két mdsik megoldas is sziiletett ugyanerre
a problémdara. Schofield [70] bevezetett egy reprezentdcidelméleti tartalmd moédszert szemi-
invaridnsok konstrudldsdra. Derksen és Weyman [13] irdnyitott kort nem tartalmazoé tegezek
esetén, Schofield és Van den Bergh [72] pedig nulla karakterisztikdju alaptest esetén belétta, hogy
ezek a szemi-invaridnsok kimeritik az Osszeset. Ezen cikkek erénye, hogy megvilagitjdk a szemi-
invaridnsok reprezentaciéelméleti tartalmat. Technikai szempontb6l a mi eredményiink a leg-
erdsebb, nem tartalmazvan megszoritast se a tegezre, se a karakterisztikdra.

3.3. Tegezreprezentacidk el6irt relaciékkal

A tegezreprezentaciok formalizmusa alapvetd eszkdz az asszociativ algebrak reprezentdcidéelméleté-
ben. Ebben a fejezetben A egy véges dimenzids algebra a K algebrailag zart test felett, modA pedig a
véges dimenzids jobboldali A-modulusok kategoéridja. Az alabbiakban felhasznalt véges dimenzids
algebrakkal kapcsolatos alapvet6 anyag megtaldlhaté példdul a [4] konyvben. Tetszbleges véges
dimenziés K-algebra Morita-ekvivalens egy bazisalgebraval, ezért feltessziik, hogy A/rad(A) =
K x --- x K. Ekkor A prezentdlhaté6 mint egy () tegez K () tutalgebrdjanak megengedett relaciok
(2 halmaza 4ltal generalt idedlja szerinti faktora. A tegez egyértelmtien meghatarozott, és gyakran a
A algebra Gabriel-féle tegezének nevezik. Egy irdnyitott iit (Q-ban éleknek egy m = o - - - a5 sorozata,
ahol h(o;) = t(aq1) (i =1,...,5—1). A7 uthosszdn az s szdmot értjiik. Vezessiik be at(m) = t(a1),
h(m) = h(as), jeloléseket, tovdbba minden v € @)y csticsra legyen ¢, az a nulla hossztisagu tt, mely-
re t(e,) = v = h(e,). A KQ iitalgebra K-vektortér bazisit alkotjdk a Q-beli irdnyitott utak, és a 7, o
irdnyitott utak wo szorzata az egymads utdn illesztésiik, amennyiben h(7) = t(o), és nulla egyébként.
Egy megengedett relicié Q-n iranyitott utaknak egy p = a;m + - -+ + a,m, K-linedris kombindcidja,
ahol t(m) = -+ = t(m,) és h(m) = --- = h(m,), valamint m; hossza legalabb 2 minden i-re. A
tovabbiakban feltessziik, hogy A = KQ/(), és megtartjuk a 7 jelolést egy Q-beli iranyitott at A-
beli képére. Specidlisan {¢, | v € Qo} minimalis idempotensek teljes rendszere A-ban, és A-t mint
K-algebrat generdlja {o, &, | @ € Q1,v € Qo}.

Egy M € modA felbomlik mint M = @ver M,, ahol M,, = Me,. Az o € Q1 elemmel valo
szorzés indukal egy M, : M) — My lineéris leképezést. fgy az M modulus meghatarozza
vektortereknek és koztiik mend linedris leképezéseknek (M, M, | v € Qo, @ € Q1) gyljteményét,
vagy masszoval a () tegez egy reprezentacidjat (melyet szintén az M szimbélummal jeloliink). Az
igy kapott tegezreprezentacié kielégiti az () relacidkat. Ez a kovetkez6t jelenti. Egy m = aq -+ - o
irdnyitott Gt esetén tekintsiik az M, = M, o --- o M,, linedris leképezést M, ,)-b6l M, )-be, és
p = Y a7 € Q esetén legyen M, = > a.M,. Ezzel a jeloléssel fenndll, hogy M, = 0 minden
p € Q-ra. Forditva, a Q tegez egy (M,, M, | v € Qo,a € Q1) reprezentdcidjdhoz természetes médon
tartozik egy K@Q-modulus strukttra a P, o, M. vektortéren: az o € Q1 utalgebrabeli elemmel
val6 jobbrol szorzas az M,(,) komponenst leképezi M}, ,)-ba az M, éltal, és anullédlja a tobbi M,
komponenst. Ez a K@Q-modulus akkor és csak akkor A-modulus (azaz 2 anullélja), ha az eredeti
tegezreprezentaci6 kielégiti az ) relacidkat.

Az M modulus dM dimenziévektordn a megfelels tegezreprezentécié (dimg (M,) | v € Qo) dimen-
zidvektorat értjiikk. Ez reprezentdlja az M osztalyat a Ko(modA) = Z% Grothendieck-csoportban,
ugyanis az egyszer{i A-modulusok izomorfiaosztélyait )y indexeli, és az egyszer(i modulusok di-
menzi6vektorai éppen a Z%° standard bazisvektorai. Adott

r= (2o | @ € Q1) €Rep(Q,d)

pont (itt z, € K@ *du) esetén jelolie M(x) a Q tegez megfelel6 reprezentacidjat (és a hozza
tartoz6 KQ-modulust is). Azaz M(z), = K%, az oszlopvektorok tere, melyen az M (x), linedris
leképezés az x, matrixszal valé balrél szorzdsként hat. Tekintsiik az

R(A,d) = {z € Rep(Q,d) | M(x) € modA}

GL(d)-invarians Zariski-zart részhalmazt a Rep(Q, d) affin térben, melyet a d dimenziévektori A-
modulusok varietdsdnak hivnak. A R(A,d) affin algebrai varietasbeli GL(d)-palyak kolcsonosen
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egyértelma megfeleltetésben allnak a d dimenziévektort A-modulusok izomorfiaosztédlyaival. (Mo-
dulusvarietasokroél j6 képet ad Bongartz [6] attekintd cikke.)

Siilyon a tovabbiakban egy Ky(modA) — 7Z additiv fliggvényt értiink. A w stlyt azonositjuk
a(w, | v € Qy € Z9 vektorral dgy, hogy w(d) = > veq, Wody minden d € Ko(modA)-ra.
Tovabba rogzitett f dimenziévektor mellett a w silyhoz tartozik a xV : GL(f) — K*, xV(9) =
[Toesupp(r) det(go) " raciondlis karakter. Emlékeztetiink rd, hogy

K[R(A, @)D = {f € K[R(A,d)] | g- f =x™(9)f Vg € GL()}
a w stlyu relativ invaridnsok tere, és a

Proj( ) K[R(A, d)]FH@mw)
n€Ng

projektiv algebrai varietds durva modulustér A-modulusok w-szemistabil csaladjaira (Id. [51]). A
Z0-on értelmezett Ringel-féle bilinedris forma a kovetkezé:

<daf>Q = Z dyfy — Z dt(a)fh(a)~

vEQo aEQ

Jelent6ségét az adja, hogy M, N tetszbleges K ()-modulusok esetén
(dM,d")q = dimgx Homgq(M, N) — dimg Extyq (M, N). 4)

A tovabbiakhoz dont6 jelentdségti Schofield [70] alabbi eredménye. Feltéve, hogy a () tegez nem
tartalmaz irdnyitott kort, egy M tegezreprezentacichoz és a (d™,f)g = 0 egyenldséget kielégits
f dimenziévektorhoz Schofield konstrualt egy A} relativ invaridns polinomfiiggvényt a Rep(Q, f)
reprezentaci6s téren, melynek salya (dM, —)g, és AM (z) # 0 valamely 2 € Rep(Q, f) pontra akkor
és csak akkor, ha Homgq (M, M(z)) = 0.

A [22] dolgozatunkban sikeriilt dtvinniink ezt a konstrukciét tetszbleges A véges dimenzids
bazisalgebrara. Megjegyezziik, hogy a véges dimenzits algebrak koziil a tegezek ttalgebrai éppen
az 6rokl6dé algebrak, azaz azok, amelyek globalis dimenzidja 1. Tehat az altalanositds tartalma
lényegében az, hogy megszabadulunk a globalis dimenzidra tett erés megkotéstsl. Minden M A-
modulushoz rendeliink egy w sulyt, mely az M minimalis projektiv feloldasédban szerepld fel-
bonthatatlan projektiv modulusok multiplicitésaitol fiigg. A w?! sulyt karakterizalja a kovetkezd
tulajdonséga: tetsz6leges N € modA esetén fenndll a

wM(dY) = dimg Homy (M, N) — dimg Homy (N, 7M), (5)
egyenl6ség, ahol 7 az Auslander-Reiten-féle eltolds. TetszSleges a w (f) = 0 egyenl6séget ki-

elégits dimenzidvektorra konstrudlunk egy nem-nulla skalarszorzé erejéig meghatarozott 6} re-
lativ invaridns polinomfiiggvényt a R(A, f) varietdson. A §} relativ invaridns stlya w", valamint
§M(z) # 0 valamely z € R(A, f) pontra akkor és csak akkor, ha Homy (M, M (z)) = 0. Amennyiben
char(K) # 0, a GL(f) csoport linedrisan reduktiv, ezért a tegezek szemi-invariansainak [72] cikkbeli
lefrasat alkalmazva nyerjiik a kovetkezdket:

3.4. Tétel. Tegyiik fel, hogy char(K) = 0. A K[R(A,£)|%LOW teret kifeszitik azon M modulusokhoz
M

tartozo 51{\4 relativ invaridnsok, melyekre w™' = w.

3.5. Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy char(K) = 0. A szemi-invaridnsok K[R(A, £)]3") algebrdjit ge-
nerdljdk (mint K-algebrdt) azon direkt felbonthatatlan nem-projektiv M modulusokhoz tartozé 5} relativ
invaridnsok, melyekre w™ (f) = 0.

A (4) és (5) formulak Osszevetése j6l megragad valamit az 6rokl6do, illetve a tetszbleges véges
dimenziés algebrak esete kozti kiilonbségbél. Altalaban az Ext) (M, N) dualis terét a Homy (N, 7M)
egy faktorterével azonositja az Auslander-Reiten-féle formula. Tovdbba A = KQ esetén w csak
az M dimenzi6vektoratol figg, mivel w™ = (dM, —),. Altalaban viszont w™, w™’ kiilsnbozhet
azonos dimenziévektora M, M’ modulusokra.

El6irt relacidkat teljesitd tegezreprezentacidk szemi-invaridnsaival (a tegez irdnyitott kérmen-
tességét feltételezve) veliink egyidében foglalkozott Derksen és Weyman [14]. Az atfedés dacéra a
[14] és [22] cikkek hangstlyai és mellékeredményei jelent6sen kiillonboznek.
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4. Moduléaris és szepardl6 invariansok

4.1. matrixinvaridnsok pozitiv karakterisztikdban

Ebben a fejezetben K végtelen test és char(K') = p pozitiv. Rogzitsiik az n, m természetes szdmokat,
n > 2. Tetsz6leges kommutativ gytiri feletti n x n-es A matrixra jeldlje x;(A) az A karakterisztikus
polinomjanak a j-edik egytitthatéjat, melyet a

det(A — A) = A" — x1 (AN + -+ (1) "xn (A)]

egyenl6séggel definidlunk, ahol A kommutativ véltozoé és I az egységmatrix. A 1.1 Tétel minden ka-
rakterisztikdban érvényes altalanositdsat Donkin [32] bizonyitotta: a K [Rep(Fy,,n)]“ (%K) algebrat
generalja

{Xj(Xh XLQ) | 1 < ] < n, s N, 1 < il,...,is < m} (6)

A [24] dolgozatunkban levezettiink ebbdl egy véges generatorrendszert. Kaplansky [50] egy régi
tétele szerint ha B egy olyan végesen (mondjuk m elemmel) generalt K -algebra (nem egységelemes),
amelynek minden b elemére V" = 0 (n rogzitett), akkor B nilpotens, azaz létezik olyan N természetes
szdm, hogy b;---by = 0 minden by,...,by € B esetén. A minimaélis ilyen N szamot jeldlje
N(n,m,p) (konnyen lathaté, hogy ez a szdm K-nak csak a karakterisztikdjatol fiigg). Explicit
felsd korlatot adott N(n,m,p)-re Belov [5], aki megmutatta, hogy N(n,m,p) < nSm"*!. Ezt az
N(n,m,p) < §n®m™ becslésre javitotta Klein [52].

Mi egy a csirdjdban Dubnov és Ivanov [35] dolgozatdban fellelhetd oOtletet a jelen helyzetre
adaptdlva megmutattuk, hogy a (6) generatorrendszerben feltehets, hogy s < N(n,m,p). Amit-
sur [2] formuldit haszndlva felfedeztiink egy 1j 6sszefiiggést a karakterisztikus polinom egytitthatéi
kozott, ami a determindnsok szorzastételének egyfajta gyengitett dltaldnositasa. Végeredményben
az aldbbi tételeket bizonyitottuk:

4.1. Tétel. A K[Rep(Fy,,n)|¢EK) algebrit generdlja x;(X;), xx(Xi, -+ X;,), ahol | 2] +1 < j < n,
E<[%], s <N(n,m,p),1<ii,...,is <m.

(Itt | —| az alsé egészrészt jeloli.)

4.2. Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy char(K) |Z]. Ekkor a K[Rep(Fy,,n)|“E5) algebrit

=p >
generdlja x;(X;), Tr(X;, --- Xy, ), ahol [5]|+1<j<n,s <N(n,m,p), 1 <i,iy,... ig <m.

s

A matrixinvariansok algebrédjanak generatoraira vonatkoz6 fels6 fokszam becslések utdn olyan
eredményekre tériink, melyek a generédldshoz sziikséges fokszamra alsé becsléseket implikalnak.
Az értekezésben a 2.4 Tételbdl levezetjiik, hogy amennyiben p < n, akkor a Tr(X; - - - X,,,) invarians
felbonthatatlan, azaz nem fejezhet6 ki K [Rep(F,,,n)]“*" %) nala alacsonyabb fokt elemei polinom-
jaként. S6t, belatjuk az alabbi ergsebb allitast.

4.3. Tétel. Tegyiik fel, hogy p" < n valamely r pozitiv egészre. Ekkor x;(X1---X,,) felbonthatatlan a
K[Rep(F,,,n)| ¢4 ™K) algebrdban j = 1,...,p" — 1 esetén.

4.4. Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy p" < n valamely r pozitiv egészre. Ekkor a K[Rep(F,,n)]¢L ()

algebrdt nem generdljik azon elemei, melyek foka kisebb, mint m(p™ — 1).

Jelolje V™ a V' G-modulus m-szeres direkt 0sszegét. Weyl [80] egy alapvets tételének kovet-
kezménye, hogy a {3(G,V™) | m = 1,2, ...} sorozat stabilizdlédik m = dim(V')-nél (a 8 definiciéjat
1d. a 2.2 Fejezetben). A 4.4 Kévetkezmény fontos tanulsaga, hogy

char(K) > 0 esetén megtorténhet, hogy lim G(G,V™) = oo. )

Ez a jelenség ismert volt véges csoportokra (1d. [64]). Arra, hogy ez megtorténhet Gsszefiiggd re-
duktiv algebrai csoportok természetes reprezentdcidival is, a matrixinvariansok altalunk vizsgalt
esete az els6 példa az irodalomban (Id. [25]). Kiilon érdekessége ennek a példanak, hogy a
matrixinvaridnsok elméletének jérésze fliggetlen a karakterisztikatdl, mint: a generatorok szimbo-
likus lefrdsa; a kvantitativ viselkedés (azaz az invaridns algebra homogén komponenseinek a di-
menzéja); a Cohen-Macaulay tulajdonsdg. Ugyhogy az altalunk ismert legjobb médja a nullkarak-
terisztikas és a moduldris eset kozti éles kiilonbségtételnek a (7) kimutatdsa az utébbi esetben.
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4.2. Szeparalé invariansok

Weyl el6bb emlitett tétele azt mondja, hogy ha char(K) = 0 és V, W tetszbleges véges dimenzids
G-modulusok, n = dim(V), akkor a K [W & V™]¢ algebrat generéljak a K[W & V"] generatorainak
a V-tipusa vektorvaltozékra vonatkozé polariziltjai. A (7) jelenség felveti azt az otletet, hogy ke-
ressiik Weyl polarizdcios tételének olyan gyengitett véaltozatat, amely pozitiv karakterisztikaban is
érvényes, a “generalds” tulajdonsdganak “szepardlds”-ra valé gyengitésével.

Azt mondjuk, hogy v, v’ € V szeparilhaté (polinominvaridnsokkal), ha van olyan f € K[V]¢, amely-
re f(v) # f(v'). A [12] konyvet kdvetve azt mondjuk, hogy S C K[V]|Y szepardlé rendszer, ha
tetszGleges szepardlhaté v,v’ € V pontok esetén talalhaté S-ben olyan f, amelyre f(v) # f(v').
A ”szeparalé rendszer” fogalma természetes &ltaldnositdsa a “generdtorrendszer” fogalmanak.
Néhany alapvetd eredmény és motivacié olvashaté a [12] konyvben. A kozelmultban Draisma,
Kemper és Wehlau [34] belattdk, hogy Weyl tételének szepardl6 rendszerekre vonatkozé analégja
érvényes minden karakterisztikaban. Ugyanezzel a kérdéssel foglalkozik Grosshans [40] preprintje
is.

A [30] cikkhez az az észrevételiink vezetett, hogy ha szeparal6 rendszereket tekintiink, akkor a
polarizaciénak mér egy trivialis specidlis véltozata is elegendd. Adott f € K[W & V9], m > d € N,
és1 < iy < -+ < iy < meseténjeldlie f(') az fomy, ;. W®&V™ — k fiiggvényt, ahol
T(ir,ia) @ (W, V1, .., Um) = (W, 05y, ..., v;,) projekcid.

4.5. Definicié. Azt mondjuk, hogy S C K[W & V| tipikus szepardlé invaridnsok teljes rendszere (a V
tipusii viltozékban W-re nézve), ha minden m € N, m > d esetén

Sm) — [fliia) | e 6 1<ip < - <ig<m}
szepardld rendszer K[W @ V™% — ben.
Ezen fogalom létjogosultagat az alabbi, dltalanos érvényti tény igazolja:

4.6. Tétel. Legyen S szepardlé rendszer K[W @ V2"|%-ben, ahol n = dim(V'). Akkor S tipikus szepardlo
invaridnsok teljes rendszere (a V' tipusii viltozokban W -re nézve).

4.7. Definicié. Jelolje o(G,W, V) a minimdlis olyan d € Nq szdmot, amelyre K[W @ V€ tartalmazza
tipikus szepardld invaridnsok teljes rendszerét.

Reduktiv algebrai csoportokra (algebrai csoportokrél Id. a [7] konyvet) a 4.6 Tétel javithato:

4.8. Tétel. TetszOleges G redukiv algebrai csoport és W,V véges dimenzids raciondlis G-modulusok esetén
o(G,W,V) <dim(V) + 1.

Ez ut6bbi eredmény élességét igazolo példat is adunk az értekezésben.

Az XIX. szdzadi klasszikus invaridnselmélet elsésorban binér formak polinominvaridnsaival fog-
lalkozott (1d. pl. [60]). Jelolje Pol,(C?) a homogén d-edfokt komplex egyiitthatos kétvaltozos formak
terét. Ezek izomorfia erejéig teljes listdjat alkotjdk az irreducibilis racionalis SL(2, C)-modulusoknak
(d=0,1,2,...).

4.9. Tétel. Tetszbleges W wvéges dimenzids raciondlis SL(2,C)-modulus és V irreducibilis raciondlis
SL(2,C)-modulus esetén fennill a o(SL(2,C), W, V') < 7 eqyenlttlenség.

Ebben az eredményben varatlan a o-ra vonatkozé W-t6l és V-t6l fliggetlen korlat létezése.
Tovabba tetszbleges véges dimenzids racionalis SL(2, C)-modulus felbomlik V™ & - - - & V"~ direkt
Osszegként (ahol V1, ..., V, paronként nem-izomorf SL(2,C)-modulusok). A 4.9 Tételbol kovetke-
zik, hogy C[@;_, V/"]9L(20) mindig tartalmaz olyan szeparal6 rendszert, melynek elemei legfel-
jebb 7 darab V] tipust vektorvaltoz6tdl fiiggnek minden i = 1,. .., 7 esetén.

A 49 Tétel bizonyitdsdhoz felsé becslést adunk o(G,W,V)-re az SL(2,C) minden véges
részcsoportja esetén. Ennek sordn barmely rogzitett G véges csoportra kifejezziik a o(G, W, V)
szdmok szuprémumat mint a G' csoport egy tisztdn csoportelméleti jellegii invaridnsat.

Végiil bemutatjuk a 4.6 Tételnek egy kvazi-projektiv algebrai sokasadgokon valé algebrai csoport-
hatdsok raciondlis invaridnsaira vonatkozé megfeleljét. Megjegyezziik, hogy raciondlis invaridnsok
esetében a polarizacio ltalanos valtozatdnak nincs is értelme.
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