Rice tétel
Szokas szerint ¢; az i-edik parcidlisan rekurziv fliggvényt jelenti.

Tétel (Fixpont tétel) Minden g(x) rekurziv figgvényhez taldlhaté olyan m természetes
szdm, hogy ©g(m)y = ¢m, Ugy értve, hogy a két figgvény megegyezik (specidlisan ugyanaz
az értemezési tartomdnyuk).

Bizonyitéas: Legyen U2(i,x) a kétvaltozés univerzélis parc.rek fiiggvény (vagyis o;(z) =
U?(i,x)), valamint U3(i, x,y) a hdromvaltozds univerzalis parc.rek fiiggvény. Tekintsiik a
kovetkezd kétvaltozos fiiggvényt:

H(CIJ,y) = Spg(cpx(m))(y) = U2(g(U2(CIJ,$)),y). (1)

Vildgos, hogy ez parc.rek, azért U3 univerzalitdsa miatt van olyan természetes szdm, mond-
juk 1234, hogy minden z,y € w-ra

H(z,y) = U*(1234,z,y).

Az s-m-n tétel szerint van olyan s(i, x) kétvaltozds rekurziv fiiggvény, amire U3 (i, z,y) =
U?(s(i,x),y) tetszbleges i, x, és y értékekre, és igy specidlisan

H(z,y) = U*(s(1234,), y) (2)

minden z-re és y-ra. Legyen a w(x) = s(1234, x) egyvaltozds rekurziv fliggvény indexe az
i, vagyis w = UZ2(i,-) = ¢;, és legyen m = w(i) = ¢;(i). Ekkor (1) és (2) alapjén x = i
valasztassal

Pg(m) = H(i7 ) = U2(8(12347 i)v ) = UQ(w(i)v ) = UQ(m7 ) = Pm;
ahogyan kivantuk. QED

Legyen A C w a parc.rek fliggvények egy tulajdonsdga, vagyis ha i és j ugyanannak
a fliggvénynek indexei (¢; és ; ugyanaz a fiiggvény), akkor i és j egyszerre van (vagy
nincs) A-ban.

Tétel (Rice) Ha A # ) és A # w, akkor A nem rekurziv.

Bizonyitas: Feltétel szerint sem A, sem A-nak a komplementere nem tires, legyen példaul
a€ Aésb¢ A Tegyik fel tovabbd, hogy A mégis rekurziv. Ekkor a
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ugyancsak rekurziv fiiggvény, és a fixpont tétel szerint van olyan m € w, hogy @p(m) =
©m, azaz h(m) és m ugyanannak a fiiggvénynek az indexei. Ko6vetkezésképp m és h(m)
egyszerre van A-ban.

Ha most m € A, akkor h definicidja szerint h(m) ¢ A, viszont ha m ¢ A, akkor
h(m) € A, ami lehetetlen. QED



