Leszall6 Lowenheim-Skolem tétel

Tétel (Tarski—Vaught kritérium) Legyen B részstruktirdja A-nak. B akkor és csak akkor
elemi rész, ha minden B feletti e értékelésre és dx ¢ formuldra igaz a kévetkezé implikdcio:
ha A = 3z ¢le], akkor van olyan b € B, amire A = ple]x/b]].

Bizonyitas El6szor tegytik fel, hogy B elemi része 2A-nak. Az elemi rész definicidéja miatt
ha egy ‘B feletti e értékeléssel A-ban igaz egy formula, akkor ugyanazzal az értékeléssel B-
ben is igaz, vagyis B | 3z ple]. Ez pedig azt jelenti, hogy van b € B, amire B | ple[x/b]].
Megint az elemi rész definicidja miatt ekkor 2 |= @[[e[x/b]], hiszen ez egy B feletti értékelés.

Forditva tegytik fel, hogy 2-ra és B-re all a fenti implikacié. A ¢ formula felépitésére
vonatkozo6 indukcioval mutatjuk meg, hogy az elemi rész definicidja erre a két struktirara
fennall. Primformuldkra azért, mert feltétel szerint B részstrukturdja 2A-nak. @-rél —¢-
re; illetve ¢ és ¥-10l ¢ V -re trivi. Tegyiik most fel, hogy az elemi rész definiciéja -
re és tetszbleges B feletti értékelésre teljesiil, és nézziik Jp-t. Ha B = Jple], akkor
B = ple[z/b]] valamilyen b € B-vel, az indukciés hipotézis miatt A | ¢le[x/b]], tehat
A = Jple]. Ha most A = Fyple], akkor az allitdsban szerepld feltétel miatt van b € B,
amivel 2 = p[e[x/b]], ahonnan az indukcié miatt B | ¢le[z/b]], ahonnan B = Jple],
ahogyan kivantuk. QED

Tétel Legyen A eqy végtelen t tipusiu struktira, X C A. Ekkor van A-nak olyan B elemi

része, hogy X C B, és |B| < |X|-|t| - w
Bizonyitas Legyen o(z,y1,...,yn) egy formula, az ehhez tartozé f, Skolem-figgvény
olyan A-n értelmezett n-valtozos fiiggvény, hogy tetszoleges aq, ..., a, € A elemekre, ha

létezik egyaltalan olyan b € A, amivel 2 = ¢(b, a1, ..., a,), akkor f,(a1,...,ay) ilyen.
Rogzitsiink minden formulahoz egy Skolem-fiiggvényt. Ha az 2 struktira alaphal-
mazanak egy B C A része zart az Osszes Skolem-fiiggvényre, akkor B részstrukturat
indukél (B zart a fliggvényekre, amit az x = f(y1,...,yn) formuldhoz tartozé Skolem-
fliggvény mutat); tovdbba a Tarski—Vaught kritérium alapjin elemi rész is.
Mivel formulabdl |t|-w darab van, azért ha X-et az 6sszes Skolem-fiiggvényre lezarjuk,
legfeljebb | X |- |t| - w szdmossdgu halmazt kapunk. QED

Kovetkezmény (Leszdll6 Lowenheim-Skolem tétel) Ha egy I' formulahalmaznak van mod-
ellje, akkor van legfeljebb |I'| - |t] - w szdmossdgu modellje is.

fgy példaul a halmazelmélet axiémarendszerének (egyetlen kétvaltozos relacidjel) ha
van egyaltalan modellje, akkor van megszamlalhaté modellje is.

A leszallo és felszallé Lowenheim—Skolem tételek egytitt azt mondjak ki, hogy ha
egy I' formulahalmaznak van végtelen modellje, akkor minden x > |t|w szdmossidgra van
pontosan kszamossagui modellje is.



