Modellek konstansokbdl

Legyen 2 egy t tipusu struktira, az 2 teljes diagrammga, amit Agy jelol, a kovetkezo.
Viélasszunk A minden a € A eleméhez egy vadonat 11j konstansjelet, mondjuk c,, és legyen
t' az a tipus, amit t-bol ezeknek a jeleknek a hozzadadasdval kapunk. Az -t kiterjesztjik
egy t' tipusu struktirdva gy, hogy ¢, interpretaltja éppen a € A legyen. Ag az 2A'-ben
igaz Osszes t’ tipusi formula.

Hasonloképpen definidljuk az Ag elemi diagrammot: ebben a véltozéjel (és persze
kvantorjel) nélkiili 2'-ben igaz t' tipusu formuldk vannak.

Tétel: Ay minden modelljébe 2 részstruktiraként bedgyazhatd; Ag minden modelljébe A
elemi részként bedgyazhato.

Bizonyitas A részstrukrira természetesen mindkét esetben a ¢, konstansjelek inter-
pretaltja lesz, és a beképezés pedig az, ami a € A-hoz hozzarendeli ¢,-nak interpretaltjak.

Ha B a Ay modellje, akkor egy c € t konstansjelre annak 2-beli interpretaltja a € A,
azaz cg = a, akkor a ¢ = ¢, formula eleme Ag-nak és ezért igaz B-ben is, vagyis a c-nek
B-beli interpretaltja megyegyezik ¢, interpretaltjaval, és igy a konstansjelek interpretaltjat
a bedgyazds megérzi. Hasonléan, ha f € t egy fiiggvényjel, és fo(aq,...,a,) = a az A-ban,
akkor a

fleays- - sca,) =cCq

formula eleme Ag-nak, tehat igaz B-ben, és {gy az fog ezeknek interpretaltjaira megfeleléen
miikddik, ahogyan kivantuk. A relaciéjelekkel hasonloképpen lehet elbanni, vagyis a
beképezés tényleg izomorfizmus.

Ha ‘B modellje a teljes diagrammnak, akkor a ¢, konstansjelek interpretéltjai el-
emi részt alkotnak. Ugyanis az el6zoek szerint részstruktura, tovabba ha egy B folotti
e értékelés minden valtozojelhez egy-egy c, konstansjel interpretaltjat rendeli, akkor
helyettesitve a véaltozdjeleket a megfeleld konstansjellel, egy zart ¢’ formulét kapunk, ami
pontosan akkor igaz amikor ¢le]:

B = ple] akkor és csak akkor ha B = ¢

Mivel ¢’ zért és t' tipusi, azért vagy & vagy a tagaddsa Ag eleme, ezért akkor és csak
akkor, ha A" = ¢’. Az A’ és a képe kozott izomorfizmus miatt es akkor és csak akkor, ha
¢’ a képben igaz, ami éppen az elemi rész definiciéjat adja. QED

Kovetkezmény: Ha Ag U Agy konzisztens (van modellje), akkor van olyan struktira,
amibe A és B egyszerre bedgyazhato elemien. QED

Tétel: Ha A és B elemien ekvivalensek, akkor van olyan struktira, amibe mindketto
elemien bedagyazhato.

Bizonyitas Az el6zoek szerint csak azt kell megmutatnunk, hogy A4 U Ay konzisztens,
amihez a kompaktsigi tétel miatt elegendé megmutatni, hogy ennek minden véges része
konzisztens. Ha nem, akkor van @1, ..., ¢r € Ay valamint 91, ..., ¥ € Ag hogy ezek



egyiitt nem konzisztensek. Mivel ekkor o1 A ... A pr € Ag is igaz, azért ilyenkor van
egyetlen @ € Ag és egyetlen 1) € Agg hogy ¢ A 1 nem konzisztens. Mivel mindkett6 zart,
ez azt jelenti, hogy nincs olyan struktira ahol mindkett6 igaz, vagyis

v =y

Most irjuk ki az implicite szerepld a; valamint b; konstansjeleket:

wlay,...,ax) E ¥ (by, ..., bp).

Ez a sor azt jelenti, hogy tetszoleges modellben, ha a bal oldal igaz, akkor a jobb oldal
is igaz. Mivel a bal oldalon a b; konstansjelek egyike sem szerepel, azért egy modellben
akarhogyan is valasztjuk meg ezek interpretaltjait, a jobb oldalnak igaznak kell lennie,
vagyis

olay,...,ax) EVry .. Yo, —(xq, ..., x0).

Specidlisan az 2 struktiraban a bal oldal igaz, tehat a jobb oldali formula is igaz 2-ban.
Ez egy t tipusu formula, és az elemi ekvivalencia miatt ekkor B-ben is igaz. Ez viszont
ellentmond annak, hogy B = ¥ (by,...,bs). QED

Legyenek t; és to kompatibilis tipusok, vagyis ha egy jel mindkét tipusban szerepel,
akkor az ugyanolyan és ugyanannyi valtozés. Ekkor definidlhatjuk a ¢t = ¢; Nty valamint
a t1 Uty tipusokat is.

A t; tipusu A struktira t tipusid reduktuma, amit A[t-vel jeloliink, az a t tipusu
struktara, amit igy kapunk 2-bdl, hogy a nem t-ben szereplo jeleket ”elfelejtjiik.”

1. Lemma: Legyen t1 ést mint fent, A egy t tipusu, B eqy t1 tipusi struktira ugy, hogy
A és B[t elemien ekvivalensek. Ekkor van olyan ti tipusi € struktira, amibe B elemien
bedgyazhato, tovabba €[t-be meg A elemien bedgyazhato.

Bizonyitas Mint az elébb, most is csak azt kell megmutatnunk, hogy AgUAg konzisztens;
itt persze az els6 esetben ¢, a masodikban ¢; tipusu formulédkat (plusz extra konstansjeleket)
hasznalunk. A bizonyitds ugyanigy megy mint az elobb, csak most B-ben lesz igaz egy
t tipustu Vo Vs ... Vop—p(xq,. .., z) alakid formula, ami a B[t és A elemi ekvivalencidja
miatt 2A-ban is igaz, ellentmondasban az A = ¢(ay, ..., ax) feltétellel. QED

2. Lemma: Tegyuk fel, hogy A egy t1 tipusu, B eqy to tipusi struktira, A alaphal-
maza része B alaphalmazdinak, és At elemi része B|t-nek. Ekkor van olyan ti tipusu €
struktira, hogy A < € és B[t < €[t.

Bizonyitas Legyen I' az 2 ¢; tipusu teljes diagrammja, A a B ¢ tipusu teljes diagrammja,
ugy értve, hogy miven A C B, A-ban az A-beli elemeket ugyanazaok a konstansjelek
jelolik, mint a I'-ban. A lemma &allitdsdhoz megint csak annyit kell bizonyitanunk, hogy
I' U A konzisztens, hiszen ennek egy modelljébe a megfelel$ bedagyazasok megtehetdk.
Tegyiik fel tehat, hogy I' U A nem konzisztens, akkor megint felteheté hogy egy-egy
[ illetve A-beli formuldval van gond. A T'-beli formula (@) alakd, ahol ¢ t; tipusd, @



—,

pedig A-beli elemeket jel6l6 konstansok. A A-beli formula pedig ¥(d, b), ahol ¢ ¢ tipust,
a ugyanazokat az A-beli elemeket jelol6 konstansjelek, b bedig B-beli elemeket jel6l6 kons-
tansjelek. (Az d-kat a két helyen eléfordulé konstansjelek kézos unidjaval helyettesithetjiik,
ezért felteheté hogy ugyanazok a konstansjelek vannak mindkétszer.) Mivel ez a két for-
mula nem konzisztens, azért

—,

p(a@) = —(a,b),

vagy mivel b nem fordul el a bal oldalon, azért

p(d) = VG~ (a, 7).

Namost a bal oldali formula igaz az 2 struktiraban, tehat a jobb oldali is. A jobb oldali
formula t tipusu, A[t elemi része B [t-nek, kovetkezésképp

B = Vy—y(a,y),

-,

ellentétben azzal, hogy B | ¢ (d,b). QED

Tétel: Tegyiik fel, hogy A egy t1 tipusiu, B egy to tipusi struktira gy, hogy At és Bt
elemien ekvivalensek. Ekkor van egy t1 Uty tipusu € struktira, hogy A < €[t valamint
B < C[ta.

Bizonyitas Definidljuk a t; tipusi 2; és to 9B, struktiurak elemien novo lancat ugy, hogy
A1t < B, [t < A1t is legyen, tovabba 2 elemien bedgyazhato 2A;-be, B pedig B;-be.
Ha ez sikeriil, akkor készen vagyunk, ugyanis az 2; struktirdk unidja elemi bovitése -
nak, a B; uni6ja elemi bévitése B-nek, ez a két unié alaphalmaza ugyanaz (a kolcsonos
tartalmazas miatt) és a kozos t tipusban a két unié megegyezik, tehit az unié egytttal egy
t1 U to tipusu struktira is.

Ezek utan az 1. Lemma szerint vélasztjuk 2A;-et: 2 elemien beagyazhatd 2A;-be, Bt
pedig izomorf A egy részstruktiurijaval, ami t-elemi része A;-nek. Erre a részstrukturara
rahizzuk B maradék részét, az lesz B, (ami izomorf lesz B-vel). Ezzek A, B megvan,
most a 2. Lemma szerint valasztjuk As-t. By és ™UAs-hoz ugyancsak a 2. Lemma szerint
Bo-t, sth. A fetételek teljesiilnek, a tételt bizonyitottuk. QED

Robinson konzisztencia tétele: Legyen I'y C F(t1) és I's C F(ta) két formulahalmaz.
Tegyiik fel, hogy nincs olyan zdrt t tipusi ¢ formula, hogy T'y | ¢ valamint Ty = —p.
Ekkor T'y UTy konzisztens (azaz van modellje).

Bizonyitas Feltehetjiik, hogy minden zart ¢ € F(t) formuldra mind I'; mind I's vagy ¢-t
vagy —p-t tartamazza. Valoban, ez kovetkezik a Zorn lemmabdl és abbdl, hogy ha (I'1, T's)
megfelels, akkor vagy (I'y U{p},T's) vagy (I't U{—¢}, '2) megfelel6. Valéban, ha ez utébbi
egyike sem volna jé, amit a 11 és ¥, formula mutat, akkor a

(p = Y1) A (7 — )



formula mutatja, hogy a (I'1,I'y) sem jo6.

Legyen 2 és B a I'; illetve I'y egy-egy modellje. Mivel tetszoleges zart ¢ tipusu formula
a két formulahalmazban egyszerre van benn, azért ez a két modell ¢ tipusu reduktuma
elemien ekvivalens. Az el6z6 tétel szerint ekkor kozos t1 Uty tipusi modellbe beagyazhato,
ami viszont I'; U T's modellje lesz. QED

Beth interpolacios tétele: Legyen ¢ egy t1 tipusi, 1 egy to tipusi formula, és tegyik
fel, hogy ¢ |= . Ekkor van egy olyan ¥ t tipusiu formula, hogy ¢ = ¥ valamint ¥ |= 1.

Bizonyitas Ha nincs ilyen 9, akkor a I'y = {¢}, valamint T'y = {—¢} teljesiti a Robinson
tétel feltételét (mindkétszer vettiik a formula lezartjat). Vagyis van olyan modell, ahol ¢
és —1) egyszerre teljesiil, és igy nem lehet ¢ = ¢. QED

Rekurziv fliiggvények

Legyen F' olyan, természetes szamokon értelmezett, természetes szamokat felvevd fiiggvény,
amit az n helyen a korabban felvett értékeibdl definidlunk. Ez a jél ismert halmazelméleti
(transzfinit) rekurzivéval val6 definicié analogja. Azt szeretnénk megmutatni, hogy ha ez
a definialas rekurziv médon torténik, akkor a definialt fliggvény is rekurziv lesz.

A kérdés persze hogyan tudjuk megfogalmazni azt, hogy F-et a korabban felvett
értékeibdl definidljuk. Erre kivaléan alkalmas a sorozatokat kdédold szam hasznélata.

Definicié: « = [{ag,...,an—1)] az ag, ..., an,—1 sorozat kédja a legkisebb olyan u
természetes szam, amire Len(u) = n, és (u); = a; minden 0 < i < n-re.

Vegyiik észre, hogy a sorozat kédja sziikségképpen nagyobb mint a sorozat barmelyik
eleme, tovabbd az lires sorozat kédja éppen 0 (hiszen Len(0) = 0).

Definicié: Azt mondjuk, hogy az F(z,p) figguény rekurziv médon lett definidlva, ha van
olyan G(u,p) rekurziv fligguény, hogy minden i természetes szamra

F(i,p) = G(u,p), ahol w=[(F(0,p),...,F(i—1,p))].

Tétel: Minden rekurziv modon definidlt figgény rekurziv.

Bizonyitas Elegendé megmutatnunk, hogy az U(i,p) = [(F(0,p),...,F(i — 1,p))]
fiiggvény lehet primitiv rekurziéval definidlni. Vildgos, hogy U(0,p) = 0, valamint
Ui+ 1,p) = App(U(i,p), G(U(i,p))), ahol az App fliggvény az elsé argumentumként
megadott sorozathoz a masodik argumentumként megadott elemet hozzafiizi. Ez primitiv
rekurziés definicié ha App rekurziv fiiggvény. Ez utébbi pedig az, mivel

App(u, z) = p{Len(v) = Len(u) + 1 A (Vi < Len(u)) (u); = (v); A (V)Len(u) = 2}

és a 1, operacio utan allé relacio rekurziv, és minden u-ra z-re talalhaté megfelelé v. QED



Tétel: Minden programmal kiszdamithato fligguény rekurziv.

Bizonyitas El6bb definialnunk kell, mit jelent a program, és mit jelent az, hogy a program
kiszamit egy fiiggvényt. Az egyszeriiség most minimalis programokat tekintiink. Vannak
valtozok, mondjuk v, ..., ezek mindegyike a program induldsakor nullat tartalmaz. A v;-
be irjuk be az argumentumot (ahol a fiiggvény értékét ki kell szamitani), és az eredményt
is ugyanitt varjuk. A programban utasitdsokat hajtunk végre: ezek lehetnek értékadéasok,
ahol egy valtozé egy kifejezés értékét kapja; elagazoé utasitdsok, ahol egy feltételtol fiiggden
itt vagy ott folytatjuk a program végrehajtasat; ugrd utasitasok, amik megmondjak hol
kell folytatni, valamint megall6 utasitdsok, amiknél a program megall.

Indulaskor minden valtozé nullat tartalmaz, kivéve wvi-et, amibe az argumentum
értékét irtuk bele. Amikor a program megdll, a fliggvény értéke vi-ben taldlhaté. A
program eqy fligguényt szamit ki, ha minden lehetséges inputra megall, a fliggvény értékét
pedig a megfelel6 rekeszbol olvassuk ki.

Ezek utdn a program minden egyes utasitdsa elé tegyiink egy cimkét. A cimkék
kiilonb6z6 természetes szamok, és mondjuk a programban 100 valtozdjel szerepel. A futas
allapota egy természetes szamokbdl all6 101 hosszi sorozat: az els6é eleme megmondja
azt a cimkét, ahol a futas éppen tart, a tobbiek pedig a valtozok tartalmat. Definidljuk
(a p programtdl fiiggd) Kp(u) fiiggvényt a kovetkezéképpen: Ha w egy 101 hosszisigu
sorozat kédja és a sorozat elsd eleme a p egy utasitdsdnak a cime, a tobbi eleme pedig a
program valtozdinak a tartalmat irjak le, akkor v = K, (u) olyan 101 hosszu sorozat kédja,
ami a program allapotat egy 1épés végrehajtdsa utan leirja (azaz a cimke a kovetkezonek
végrehajtandd utasitas cimkéje, a véaltozdjelek tartalma pedig a végrehajtott utasitasnak
megfeleléen véltozik). Ha viszont u nem ilyen, akkor legyen K,(u) = u.

Az alapvet6 észrevétel, hogy minden p programra a K, fliggvény rekurziv, hiszen
példaul véges sok esetszétvalasztdssal definidlhaté. (Példaul ha a 13 cimkéji utasitds a
v1 = vg % v3 értékadds, és a kovetkezo utasitas cimkéje 14, akkor a feltétel ez:

(Wo =13 = pp{(v)1 = (w2 (W3 A (v)o =14 A (Vi < 101) (i > 2 — (v); = (u);)}

ahol az utolsé rész azt mondja, hogy az els6 valtozé kivételével a tobbi értéke nem vélto-
zott.)
Hasonléan az S, (i) fliggvény, ami eléallitja a program kezdeti allapotat, vagyis annak
a sorozatnak a kdédjdt, aminek els6 eleme az indulé utasitas cimkéje, a masodik eleme (az
input értéke) éppen i, az Osszes tobbi pedig nulla, szintén rekurziv. Az F,(i,t) fiiggvényt
definidljuk igy:
Fp(iv()) :Sp(i)7 Fp(ivt_i_l) :Kp(Fp(ivt»'

Mivel ez primitiv rekurzié, azért F), rekurziv fiiggvény. J6l lathatd, hogy F),(i,t) megadja
a program allapotat a végrehajtas t-edik pillanatdban. Tudjuk azt is, hogy a program
minden inputra megall, ezért

Ly (i) = p{Fp(i, t) els6 eleme megéllé utasitds cimkéje}

ugyancsak rekurziv, tehat F},(i) = (L,(i)), eléveszi a vy véltozé értékét, vagyis kiszdmitja
a program futasanak eredményét. Ez pedig ugyancsak rekurziv fiiggvény. QED



Parcialis rekurziv fiiggvények

A rekurziv fiiggvények definidlasanal megkdveteltiik, hogy a u operaciot csak akkor alka-
Imazhatjuk, ha garantalva van az értéke. Egy parcidlis fiiggvény olyan fliggvény, melynek
értelmezési tartomanya nem feltétlentil a teljes w illetve w™ n véaltozd esetén, hanem ennek
egy részhalmaza. Azokat a fiiggvényeket melyek értelmezési tartomanya az iires halmaz,
de mas szamu valtozéjuk van, kiillonbozoknek tekintjiik.

A parcidlis rekurziv fligguények (parc.rek) a parcidlis fliggvényeknek a legsziikebb
osztalya, ami ugyanazokat az alapfiiggvényeket tartalmazza mint a rekurziv fiiggvényekét,
zart a kompoziciora, osszeadasra, szorzasra, tovabba a tetszéleges p operaciora.

Itt a kompozicié és a pu operaciét pontosabban kell definidlnunk. Példaul f(g1, ..., gx)
értelmezési tartomanya azon Z-ekbdl all, ahol a g;(Z) fliggvények mindegyike értelmezett,
és az 1gy kapott értékekbdl Gsszeallitott helyen az f értelmezett.

A g(Z) = pu{f(Z,u) = 0} fiiggvény az T helyen értelmezve van és értéke i, ha f(z,0),
f(z,1), ..., f(Z,i) mindegyike értelmezve van, és koziiliik csak a legutolsé értéke nulla.
Ha ilyen ¢ nincs, akkor Z nincs g értelmezési tartomanyéaban.

Parcidlis fiiggvények értékét, mar ha definidlva vannak, ugyancsak ki lehet szamitani,
éppen ezért volt a gondos definiciénk, hogy a p operacié ne a legkisebb olyan értéket vegye
fel ahol nulla, hanem addig minden helyen értelmezve is legyen.

Példéaul g(z) = py{1 =2 = 0} az = 0 helyen nincs értelmezve, az Sssze t6bbi helyen
pedig igen (és ott az értéke 0). A h(z) = g(x + 1) ezért példdul teljes parc.rek fiiggvény.
(Persze ez most rekurziv is.)

Mivel parc.rek fiiggvények definiciéjakor nincs semmi megkotés a kiilonb6z6 operaciok
alklalmazasara, minden lehetséges leiras definidl egy par.rek fiiggvényt, és minden parc.rek
fiiggvényhez tartozik egy ilyen leirds. Fzek a lefrdsok azt mondjidk meg, hogy az
alapfiiggvényre milyen miiveleteket (kompozici6, Osszeadds, szorzas, p-operacié) milyen
sorrendben alkalmaztunk.

A kigyo sajat farkaba harap — I

Definidljuk a parc.rek fliggvények kodjdit a kovetkezoképpen. A K. figgvény kddja
[(0,2,0)], az I} projekcidfiiggvény kddja [(0,n,1,i)]. Ha g egy n-véltozds és kddja a,
tovabba f1, ..., fn, mind k-valtozdsak és kodjaik by, ..., b, akkor a g(fi,..., f,) kom-
pozicié kddja legyen

[(1,k,a,by,...,b,)].

Az a és b n-véltozés fliggények Osszegének illetve szorzaténak kédja [(2,m,a,b)] illetve
[(3,n,a,b)].

Végezetiil ha f(u, z) n+1-valtozds és kédja a, akkor a p, { f(Z, u)} n-valtozods fiiggvény
kédja [(4,n,a)]. (Figyelem, a u operaciét mindig az utolsd valtozéra alkalmazzuk! Ha nem
az volna, akkor a projekciofiiggényekkel el6bb az utolsé helyre kell tenni.)

Persze a kodbdl egyértelmiien vissza lehet allitani, hogyan is épiil fel a fiiggvény. Az
sorozat els6 eleme megmondja, hogy alapfliggvény, kompozicid, szorzas, Oszeadas vagy
1 operaciét kell alkalmazni. A maésodik elem megmondja, hdny valtozds az elééllitott
fiiggvény (erre kés6bb sziikségiink lesz), végiil a tovabbi elemek megmondjak a részleteket.



Természetesen nem minden sorozat lesz egy parc.rek fiiggvény kdédja, s6t ami latszélag
rendben van, még az sem biztos hogy jo, mert mélyre asva mar valahol hibat talalhatunk.

Tétel: A parc.rek fligguények kodjai egy rekurziv reldaciot alkotnak.

Bizonyitas Azt, hogy u egy parc.rek fiiggvény kédja, konnyen el tudjuk donteni, ha mdr
tudjuk az 6sszes u-nal kisebb szdmrol hogy 6 parc.rek figguény kodja-e. Ez azért van igy,
mert egy u elemei mindig kisebbek wu-nal. fgy példaul ha w egy sorozat, elsé eleme 4,
hossza éppen 3 (vagyis u = [(4,n,a)]), akkor u egy helyes kéd, ha a = (u)2 helyes kdd,
tovdbba (a); = n + 1 (hiszen ekkor eggyel tobb véltozésnak kell lennie). Vildgos, hogy
ez a kiszamitds a korabbi értékekbdl rekurziv modon torténik, tehat a rek.definiciés tétel
alapjan ez valéban rekurziv relacié. QED

Ugyanannak a par.rek fiiggvénynek persze kiilonbozé kddjai is lehetnek, példaul az f(z)
és f(x) 4 0 felirds maris két kiillonb6z6 kédot ad, de ettél a fiiggvény nem valtozik.
Definicié: ¢;(x) az i kédi parc.rek fiigguény értéke az x helyen (vagy nmincs definidlva,
ha a parc.rek figguény nincs itt definidlva) ha i egy egyvdltozds parc.rek figguényt kodol,
egyébként legyen nulla. A ¢l (Z) az i kédd n-vdltozds parc.rek fliggvény értéke az T helyen
(vagy definidlatlan) ha i egy n-vdltozd parc.rek fliggvény kodja, egyébként pedig nulla.

Ha f egy (egyvéltozos) parc.rek fiiggvény és f = ¢;, akkor azt mondjuk hogy i az f
indexe. Az egyenlOséget persze ugy értjiik, hogy a két fliggvény értelmezési tartomanya
megegyezik.

Tétel: Van olyan U(i, z) kétvaltozds parc.rek fiigguény, hogy minden i-re és x-re U(i,x) =
wi(x). Altaldban van olyan n + 1-vdltozés U™ (i, ) parc.rek fliggvény, hogy minden i-re és
x-re U™(i,%) = ¢ (T).

Bizonyitas Majd az éran.



