Lowenheim-Skolem tételek

Az alabbi tétel elhangzott az eléadason:

Felszall6 Lowenheim-Skolem tétel: Legyen A végtelen struktira, k végtelen szdmossdg,
akkor van olyan U wultrafilter k-n hogy az "A/U ultrahatviny szamossdga legaldbb k.

Ugyanennek a tételnek még egy bizonyitasat adjuk. A bizonyitashoz egy segédtételre
van sziikség, aminek ugyancsak két kiilonboz6 bizonyitasat adjuk meg.

Segédtétel: Minden végtelen struktirdnak van valodi elemi bévitése.

Bizonyitas Legyen 2 egy struktira és legyen 8 az 2A-nak egy ultrahatvanya. A 98 elemei
koziil nézziik azokat, amiknek létezik olyan vektor reprezentécidja, amely vektorban min-
den koordinata ugyanaz. Definidljuk az f : A — B beképezést gy, hogy az a € A képe az
az ekvivalencia osztaly, ami a csupa a koordinataju vektort tartalmazza. Allités: ez egy
elemi beagyazas.

Ehhez két dolgot kell bizonyitani: hogy f izomorfizmus 2 és a képe kozott, masrészt
hogy f képe elemi része B-nek. f izomorfizmus a Lo$ lemma miatt, mert az egész indexhal-
maz benne van U-ban. Masrészt a kép részstruktira, hiszen a konstansjelek interpretdaltjai
benne vannak, és zart a fliggvényjelek interpretaltjara is (definicié szerint). Ugyanakkor
elemi rész, hiszen az elemi rész definicigja ismét csak a Los lemma miatt teljestil.

A bedgyazis adja ki a teljes ultraszorzatot, ha a) a ultrafilter egy w feletti nem trivi
ultrafilter és b) az A struktira végtelen. Valéban, ha aj, as, ... csupa kiilonb6z6 elemei
A-nak (A végtelen!) akkor ennek a vektornak az ekvivalencia osztélya tetszéleges csupa
azonos elembdl allé vektorral legfeljebb egy helyen egyezik meg, az egy elemii halmazok-
pedig nincsenek U-ban.

Bizonyitas (mésodik) Jeldljiikk meg az 2 struktira minden elemét egy konstansjellel,
vagyis minden a € A-ra vezesiink be egy vadonat 1j ¢, konstansjelet, ami nincs a ¢ tipusban.
Adjuk ezeket a konstansjeleket t-hez és legyen I' C F(t') az a formulahalmaz, ami az
Osszes A-ban igaz (zart) formulabdl &ll. Ezt egyébként az 2 struktira diagrammgjdanak
nevezik. Most I" konzisztens, hiszen a kibovitett 2l modellje. Legyen még c egy vadonatiij
konstansjel, és nézziik a kovetkez6 formulahalmazt:

A=TU{c#c, : a€ A}

Ha most 2 végtelen, akkor A barmely véges részének van modellje: c¢ interpretaltjanak
olyan A-beli elemet valasztunk, amire nincs ¢, a véges formulahalmazban. Az elséprendii
logika kompaktsagi tétele miatt ekkor A-nak van egy 9 modellje. Ebben a 9-ben nézziik
a c, konstansjelek interpretaltjait. Ezek persze egy 2-val izomorf strkutirat alkotnak
(hiszen az, hogy mi igaz véges sok c,,-re benne van I'-ban és ezért teljesiil B-ben is).
Az pedig, hogy ez elemi része B-nek kozvetleniil ellenorizheté az elemi rész definicidja
alapjan. Ha e olyan értékelés, ami minden valtozdjelhez egy 2-beli elemhez tartozé c,
konstansjel interpretéltjat rendeli, akkor a helyettesitési lemma miatt B = p[e] pontosan
akkor, amikor B = ¢(x/c4,). Ez utébbi formula zart, ezért vagy 6 vagy a tagaddsa benne
van I'-ban, tehdt ugyanigy igaz 2A-ban (és ekkor az izomorfizmus miatt 2 képében is).



Viszont a 8 strukturdban a c¢ konstansjel interpretaltja nincs az A képében, ezért B
valédi elemi bévités. QED

Bizonyitas (mésodik bizonyitas a felszallé L-S tételre) Legyen 2 egy végtelen struktira
és legyen k egy szamossag. Definidljuk az A, elemi lancot a kovetkezoképpen. A,4q
legyen valddi elemi bévltése 2A,-nak (az el6bbi segédtétel alapjan). Ha « limesz, akkor
legyen 2, = [J{s : B < a}. Mivel nové elemi ldnc unidja elemi bévités, azért a teljes
Ao @ a < K sorozat is egy nové elemi lanc lesz. Legyen B ennek unidja. Ekkor 9B elemi
bovitése A = Ap-nak, és igy elemien ekvivalens is vele. Ugyanakkor B szamossagara

B=|J{Aa} =AU J{Aas1 — Aa: @ < K}

és az utobbi nagy unié k darab nem iires halmaz unidja, tehat az egész halmaz szdmossaga
is legaldbb k. QED

Leszall6 Lowenheim-Skolem tétel: Legyen A eqy struktira, X C A. Ekkor van olyan
B elemi része A-nak, hogy X C B és |B| = |X| - |t]| - w.

Bizonyitas Hasznéljuk a Tarski-Vaught kritériumot arra, hogy mikor lesz egy részstruk-
tura elemi rész is: nevezetesen ha egy dr ¢ formula valamilyen kisebb struktura feletti
értékelésnél igaz A-ban, akkor van megfelel6 x a kisebb struktiuraban is.

Legyen ennek megfeleléen ¢(x,y1,...,y,) egy formula, ahol az egyik valtozdjelet
kitlintettiink (ez az z), és a formula Osszes szabad véltozdja szerepel. Definidljuk az
folar, ..., ay) n-valtozos fiiggvényt a kévetkezOképpen. Minden ay, ..., a, € A-ra nézzik
meg, hogy a A-ban igaz-e a Iz p(x,aq,...,a,) formula. (Ez utébbi teljesen hibés jelolés
azt akarja jelenteni, hogy olyan értékelést néziink, aminél y; értéke aj, stb, y, értéke
a.) Ha igaz, vagyis van olyan eleme A-nak amivel 2 |= ¢(a,a,...,a,) akkor legyen az
folar, ..., ay) értéke az egyik ilyen a. Ha nincs, akkor pedig legyen a fiiggvény értéke
akarmi.

Az f, fiiggvényeket természetesen nem feltétleniil vannak egyértelmiien meghatarozva,
de a lehetséges fiiggvények koziil rogzitiink egyet. FEzeket a fiiggvényeket Skolem-
fuggvényeknek szokas nevezni.

Legyen most Xy = X, és ha X; mar megvan i € w-ra, akkor legyen X; 1 = X; U{ az
X; lezartja az 6sszes Skolem-fliggvényre}. Skolem fiiggvénybdl annyi van, ahédny formuldnk
van, ezek szdma viszont éppen |t| - w. Ezért X; lezartja a Skolem fliggvényekre pontosan
| Xi| - |t| - w lesz. Legyen B = |J{X; : i € w}, akkor B szdmossiga valéban |X| - ||t| - w,
ahogyan kivantuk.

Mar csak azt kell latnunk, hogy B elemi része A-nak. Ehhez el6szor az kell hogy B
egy részstruktura alaphalmaza. El6szor is a konstansjelek interpretaltjai B-ben (egészen
pontosan Xi-ben) vannak, hiszen a 3z (z = ¢) formuldhoz tartozé Skolem fiiggvény értéke
pontosan a c konstansjel interpretaltja. Hasonléan B zart a fiiggvényjelek interpretaltjaira,
hiszen zart a Jz(z = f(y1,...,yn)) formuldhoz tartozé Skolem-fiiggvényre.

Az elemi részség pedig kovetkezik abbdl, hogy B-re a Tarski-Vaught kritérium teljesiik
— ezt éppen az biztositja, hogy B zart az Gsszes Skolem fiiggvényre. QED



Kovekezmény: Legyen I' egy t tipusi formulahalmaz. Ha T'-nak van végtelen modellje,
akkor minden k > |t| - w-ra van k szdmossdgu modellje is.

Kovetkezmény: (Skolem paradozon) Ha egy legfeljebb megszdmldalhato nyelven felirt hal-
maznak van végtelen modellje, akkor van megszdmldlhato modellje is.

Példaul ha a halmazelmélet axiémarendszerének van modellje, akkor az persze
végtelen kell legyen, és ekkor van megszamlalhato modellje is. Viszont a halmazelméletben
bizonyitottuk, hogy vannak nem megszamlalhaté halmazok is. Hogyan férnek el ezek a
halmazok egy megszamlalhaté struktiaraban?

Axiomatizalhato struktiuraosztalyok

Ebben a részben bizonyitjuk egy nagyon jél hasznalhaté jellemzését az axiomatizalhatd
struktiraosztalyoknak. Ennek segitségével konnedén tudjuk megmutatni egy sor osztalyroél
hogy nem axiomatizalhato.

Tétel: (Kiesler tétele) A K struktiraosztdly akkor és csak akkor aziomatizdlhato, ha
a) zdrt az elemi ekvivalencidra (azaz ha 2 € IC és A és B elemien ekvivalensek, akkor
Bek),

b) zdart az ultraszorzatra.

Bizonyitas Vildgos, hogy az axiomatizalhaté strukturaosztalyok rendelkeznek ezekkel a
tulajdonsigokkal. A b) példdul azonnal kovetkezik a Lo$ lemm&bol. Ugy hogy csak az
allitas nehezebbik részével foglalkozunk.

Legyen tehdt K olyan (azonos t tipusi struktirakbdl 4116) struktiraosztély, amire a)
és b) fenndll, dlljon tovdbba I' az 6ssze olyan ¢ tipusu formuldbdl, amely az Osszes K-beli
struktiran igaz. Alh’tjuk, hogy I' axiomatizalja KC-t. Elészor is, I minden elemén T' igaz.
Legyen most 2 olyan struktira, ahol I' minden eleme igaz, meg kell mutatnunk, hogy A
eleme K-nak. Legyen A az Osszes 2-ban igaz t tipusu formula és legyen i egy véges része
A-nak. Alh’tjuk, hogy van olyan A; € K amire 2; |= i¢. Valéban, ha ez nem igy volna,
akkor tekintve az i-beli formuldk lezartjainak a konjunkcidjat (és-sel kotjiik Gssze 6ket),
az igy kapott ¢/ formula K minden elemében hamis, tehat —i’ mindeniitt igaz, ezért benne
van I'-ban és ezért igaz 2A-ban is: A = —i’ ellentétben azzal, hogy A = i.

A b) feltétel szerint az A; strukturdk [[2(;/U ultraszorzata is K-beli; megmutatjuk
hogy U-t tigyesen valasztva 2 és az ultraszorzat elemien ekvivalens. Ekkor a) szerint 2
is IC-ban van, ahogyan kivantuk. Ahhoz, hogy az ultraszorzat 2A-val elemien ekvivalens
legyen csak az kell, hogy az ultraszorzatban A minden eleme igaz legyen, hiszen minden
zart formuldra vagy 6 vagy a tagadasa A-beli. Legyen ezek utdn ¢ € A-ra szokas szerint

I,={iel:peci}.

Ezek az I indexhalmazben egy centralt rendszert alkotnak, tehat kiterjeszthetd egy U
ultrafilterré. Mivel ¢ € i esetén A; = ¢, azért minden ¢ € A-ra azok az i indexek,



ahol 2;-ben igaz ¢ benne vannak az ultrafilterben, és igy a szorzatban ¢ is igaz, ahogyan
kivantuk. QED

Tétel: A K struktiraosztaly akkor és csak akkor aximatizdlhato végesen ha
a) zdrt az elemi ekvivalencidra,
b) zart az ultraszorzatra,
c) a komplementere is zdrt az ultraszorzatra.

Bizonyitas Vilagos, hogy ha K végesen axiomatizalhatd, akkor 6 is és a komplementere is
axiomatizalhaté (hiszen ekkor egyetlen zdrt formula is axiomatizélja). Ezért az eléz6 tétel
alapjan ilyenkor az a)—c) feltételek mnindegyike teljesiil.

Forditva, tegyiik fel hogy K-ra a)—c) igaz. Ekkor Kiesler tétele szerint axiomatizalhato,
mondjuk a I' formulahalmaz axiomatizdlja. Ha most I' egyetlen véges része sem volna
megfeleld, akkor minden ilyen i véges részre van ellenpélda, vagyis 2; ¢ K amire 2; = i.
(Ugyanis forditva nem lehet: I" minden eleme igaz K minden elemében.) EKkor viszont
ugyanazt a tritkkot hasznalva mint elébb, van olyan [[2; /U ultraszorzat, amiben I' minden
eleme igaz. Az ultraszorzat c¢) miatt nincs K-ban, ami ellentmondas. QED

Példak

Csak néhany példa, a tobbi a feladatok kozott talalhatoé.

Példa: Jolrendezett halmazok osztalya nem axiomatizalhato.

Bizonyitas Ez az osztaly még csak nem is zart az elemi ekvivalencidra. w a szokasos
rendezéssel jolrendezett, legyen ez 2A. Nézziikk az “A/U ultrahatvényt, ahol U nem trivi
ultrafilter w-n. Az ultrahatvany persze diszkrét rendezés (Lo$ lemma), benne az azonosan
nulla vektor ekvivalenciosztédlya a legkisebb. Az ettol nagyobb elemek kozott az azonosan
1 ekvivalencia osztdlya a legkisebb, stb. Az ultrahatvanyban van olyan elem, amely ezek
mindegyikétol nagyobb: annak ekvivalencia osztalya, melyben az i-edik elem éppen i. Most
nézziik azt az els6 w elem komplementerét: ezek kozott nincs legkisebb (és igy a rendezés
sem lehet jélrendezés). Valéban, ha a = (a1, as, .. .) ekvivalencia osztalya nagyobb (3,1, .. .)
ekvivalencia osztalyanal minden i-re az azt jelenti, hogy

{jew:a; >i} eU.

De ekkor o’ = (a3 ~1,a3~1,... U-beli sok helyen kisebb a megfelel§ indext(i eleménél,
tehét a’ kisebb a-nal, ugyanakkor a’ is nagyobb az (i, 1, . . .) ekvivalencia osztdlyanal minden
i-Te.

Példa: Osszefiiggd grifok osztdlya nem aziomatizdlhatd.

Bizonyitas Mint az el6bb, ez az osztdly sem zart az elemi ekvivalenciara. Vegyiik a
mindkét irdnyban végtelen utat. Ennek egy nem-trivi w-dik ultrahatvanya kontinuum
szdmossagu, masrész a Los lemma miatt minden pont foka pontosan kettd, tehat (mindkét
irdnyban végtelen) utak diszjunkt uniéja. Ezért nem lehet Gsszefiiggs. QED



Példa: Torziomentes Abel csoportok halmaza nem axiomatizdlhato végesen

Bizonyitas Az osztaly axiomatizalhatod, hiszen csak azt kell felirni, hogy ha egy elem n-
szerese nulla, akkor az elem nulla minden n > 0-ra. Végesen nem axiomatizalhaté mivel
a komplementer nem zart az ultraszorzatra. Nézziik a primrendi ciklikus csoportokat, és
ezek egy nem trivi ultraszorzatat. Ekkor ha a szorzatban egy elem n-szerese nulla, akkor
véges sok koordindta kivételével minden koordindtdban nullanak kell 4llnia (a kivételek az
n osztéi). Ezért a szorzat torziomentes. QED

Példa: Torzidcsoportok osztdlya nem azxiomatizdlhato.

Bizonyitas Az el6bbi konstrukciéban C), ultraszorzata torziémentes, mig C,, torzidcsoport.
Lehet adni olyan torziécsoportot is, aminek egy ultrahatvanya tartalmaz végtelen rendii
elemet, ezért a torziécsoportok osztalya nem zart az elemi ekvivalenciara sem. QED

Példa: Nulladrendi testek osztdlya nem végesen azxiomatizdlhato

Bizonyitas Az osztily axiomatizalhatd mivel csak azt kell felirni, hogy az 1-et p-szer
osszeadva sohasem kapunk nulldt. Viszont végesen nem axiomatizalhato, mivel az F),
testeket kiilonb6z6 p-kre ultraszorozva nulladrendii testet kapunk. QED

Rekurziv fliggvények

Lattuk, hogy az alabbi fliggvények rekurzivok: 1=z, x —y, valamint hogy az aldbbi
relaciok mind rekurzivok: =z = y, x < y, * < y, ¢ # y, stb. Tovabba a kovetkezo
metatételt is igazoltuk.

Tétel: Tegyiik fel, hogy R(x,y1,...,y,n) rekurziv reldcid, tovabbd minden yi, ..., Yn-re
létezik x, amivel R(x,y1,...,y,n) igaz. Ekkor a

w{z: R(x,y1,...,yn)} = min{z € w: R(z,y1,...,y,n) igaz }
ugyancsak rekurziv fligguény.

Tétel: Tegyiik fel, hogy R1(Z), ..., Rp(Z) rekurziv relacick, fi(Z), ..., fu(Z), frtr1(Z)
rekurziv fuggvények. Ekkor az esetszétvdlasztdssal definidlt

f1(Z) if R1(Z)
fg(f) Zf not Rl (f) but Rg(f)

£o@) if none of Ry(F), ..., Rer(T) but Ri(F)
fri1(Z)  otherwise

szintén rekurziv.

Bizonyitas Tudjuk hogy az rekurziv relacidk tagadasa, metszete, unidja is rekurziv,
tovdbba f () igy is felirhaté:

f1<f) " XRy (f) + f2<f) * X=R1AR: (f) Tt fk-l-l(f) * X=RiA...A=Ry (f)



Innen az allitds mar kévetkezik. QED

Tétel: Az aldbbi fiigguények rekurzivok: [/xz], rem(z,y), m(x,y) = (x + y + 1)? + x.

Szokés szerint rem(z,y) = x ~y-[z/y], és rem(z,0) = x. A 7 figgvényt pdrzd figgvénynek
fogjuk hivni. Erre ha w(z,y) = w(2',y’) akkor x = 2’ és y = v, azaz rekurziv médon
beképezi w x w-t w-ba.

Bizonyitas Példdul [x/y] = min{z € w : y = 0 or y(z + 1) > z}. Mivel a zardjelben
rekurziv relacié all, ez rekurziv fiiggvény.

Tétel: Van olyan rekurziv K(u) és L(u) figgvény, amire u = w(K (u), L(u)).

Bizonyitas Ezek megfeleléek, és rekurzivok: K(u) = u=[y/u], L(u) = [Ju] = K(u) = 1.
QED

Tétel: f(xz,y) akkor és csak akkor rekurziv, ha g(u) = f(K(u), L(u)) rekurziv.
Bizonyitas Egyszert kovetkezménye az eddigi definicicknak. QED
Az alabbi fliggvény a hires Godel-féle beta figgvény:

B(m,b,i) =rem(m, (i + 1)b+ 1).

Tétel: Minden ag, ai, ..., an—1 természetes szamokbol dllo sorozathoz léteznek olyan m
és b szamok, hogy B(m,b,i) = a; minden 0 < i < n-re.

Bizonyitas Valasszuk meg a b-t gy, hogy b+1, 2b+1, ..., nb+1 legyenek paronként relativ
primek, tovabba mindegyik legyen nagyobb az 6sszes a;-nél. Ez persze megy, példaul ha b
oszthato nl-sal, akkor ezek paronként relativ primek. Ezért a kinai maradék tétel miatt az

m=a; (mod (i+1)b+1)

kongruenciarendszer megoldhaté m-re. Mivel a modulus nagyobb a;-nél, azért a maradék
éppen a; lesz. QED

Rekurziv relaciokra korldtos kvantort alkalmazva tovabbra is rekurziv relaciot kapunk.
Legyen R(u,Z) egy rekurziv reldcié, f(Z) meg egy rekurziv fiiggvény. Ekkor

Ju < f() R(u, T)

illetve
Vu < f(Z) R(u, Z)

ugyancsak rekurziv relaciék. Példaul az els6 pontosan akkor igaz, ha a rekurziv
pufu = f(Z) V R(u, T)}

figgvény értéke kisebb f(&)-nél.



Definidljuk a Len(u) egyvaltozds valamint (u); kétvaltozds fliggvényeket a kovetkezékép-
pen:
Len(u) = B(K (u), L(u),0)
(u); = B(K(u), L(u),i+1).

Ekkor minden ag, ay, ..., a,—1 sorozathoz taldlhaté olyan u € w, hogy Len(u) = n és
(u); = a; valahdnyszor i < Len(u). Errél az u-rél azt mondjuk, hogy az ag, ai, ..., ap_1
sorozatot kodolja. Természetesen mindkét fiiggvény rekurziv. E fliggvények definiciéjuk
alapjan a kovetkez6 fontos tulajdonsiggal rendelkeznek (tessék ellenériznil!):

Tétel: Ha i < Len(u), akkor (u); < u.

Az u természetes szamrol azt mondjuk, hogy sorozatszdm, ha az altala kédolt sorozatot
egyetlen néla kisebb szam sem koédolja, vagyis ha ré az aldbbi rekurziv feltétel teljesiil:

Vo < u (Len(v) # Len(u) V 3i < Len(u) ((u); # (v):))-

Tétel: f(n) = 2" rekurziv fligguény.

Bizonyitas A bizonyitds mddszere, amit szamtalanszor fogunk alkalmazni, a kovetkezo.
Vagyiik azt a fliggvényt, ami az n-hez az (f(0), f(1), ..., f(n)) sorozat kédjat rendeli hozza,
és mutasuk meg, hogy ez a fiiggvény rekurziv. Ha ez megvan, akkor a fenti (u); kétvaltozos
rekurziv fliggvénnyel mar magat az f-et is el6 tudjuk allitani.

Széval hogyan allitsuk elé ennek a sorozatnak a kodjat. Ez az u a legkisebb olyan
sorozatszam, melynek elemei teljesitik a kett6hatvanyok rekurziv osszefliggését, vagyis
amire

Len(u) >n A (u)o =1 A (Vi < Len(u) = 1) ((w)it1 =2+ (u);).

Mivel minden n-re ilyen u 1étetezik, az az F' fiiggvény, ami n-hez a legkisebb ilyen u-t rendeli
a u operacié egy alkalmazdsa, tehat rekurziv fliggvény. Végiil F'(n) utols6 elemének értéke
éppen 2", vagyis az (F'(n)),, = 2™ Osszetett fliggvény is rekurziv. QED

Tétel: Legyenck G(x,vy) valamint F(y) rekurziv figguények. Az F-bél és G-bél primitiv
rekurziéval kaphato f figgvény a kévetkezd:

f(0,9) = F()
fn+1,9) = G(f(n, 9), 9)-
Természetesen [ egyértelmiten meg van hatdrozva; ez az f rekurziv.

Bizonyitads A bizonyitds az elébbinek masa. Tekintsiik azt a fliggvényt, ami n-hez
hozzérendeli az f(0), ..., f(n) (n + 1 hosszi) sorozat kédjat. Ez az u kéd a minimalis
olyan természetes szam, ami teljesiti az aldbbi rekurziv definiciot:

Len(u) >n A (u)g = F(y) N (Vi < Len(u) = 1) ((u)i+1 = G((u)z,g),ﬁ))

tehdt az a H fiiggvény, ami az (n,¥)-hoz hozzdrendeli a minimadlis ilyen u-t, rekurziv.
Ekkor viszont f(n,¥y) = (H(n,¥)), szintén rekurziv. QED



