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Absztrakt

Egy sZzirke skalaju kepenmintegy haromsaz, nagyphol kor alakii, 10 €s30 pixel
kozotti atmerdji folt kdzépponthat éssugaat kell leheb legnagyoblpontosaggal
meghatrozni. A feladatnetéz€get az jelenti, hogy ellengétbena képfeldolgo-
zashanszolasospixelespontosaggal,enrél egy nagysgrenddehagyobbravan
szlkseg. A megoldasbankiilonknzé parangteri szirdkkel késitett konvollciok
geometriatulajdonfgaithasz@ljuk fel; nevezetesemzilleszkedesjosacat afelu-
let lokalis maximunabanmeértgorbilleteadjameg. A cikkbenazGjfajtamegkdze-
litéselemeitésazokmatematikahatteétismertetjik.

1. Bevezets

Egy tipikus képfeldolgoasifeladatbaregy képenmegadott,vagy a megadotthozha-
sonb alakzatokell keresni.Gyakranelegend csakazteldonteni,hogya mintaegyal-
talan megtalalhab-e a képen. A legtdbb ismert eljaras a minta 0sszesléfordulasat
par pixelespontosfggalmeg is adja. Esetinkbenképenkent tébb mint haromsaz,
nagygabol kor alakli folt sugaat éshelyét kellett pixelnél nagyobbpontoséggalmeg-
allapitanunk. A feladatota kovetkezd modszerszerintkivanjuk megoldani. Elsdként
definialjuk mintaknakegy egyparaneteresokagat: mindenszbbapvo r sucarraegy
mintat, ami leirja azt, hogyannéz ki egy tipikus r sugati folt. Ezekutanegy gyors,
heurisztikusnbdszerreimegkeressik az dsszedolt kdzeppontat éssugaat par pixel
pontos&ggal. Mindensugarramegkeressik, hogy ehheza sugarhoztartozd minta hol
illeszkedik a legjobbana becdilt kozéppontkdzeEben majdkivalasztjukazta sugarat
ésahozzatartod kdzéppontotaholezazilleszkedesalehet legjobh A tovabbiakban
ennekmegvalostasasoran felmeiiilé problemakatismertetiik azzal egyiitt, hogyan
oldottukmeg illetve hogyankerultiik meg a problemat.

Foltok helyénekkozeltd meghatrozasanemigéryel a képfeldogoasbanismert
és haszialt modszerekn tiimutab otletet, igy annakismerteé<£tdl eltekiniink. A
2.részberfoglaljuk 0sszemindaztasziksegeseldismeretetamita szirékrél ésa kon-
voliciorol — a képfeldolgoasalapwet modszereidl — fel fogunkhaszralni. A 3. rész
taglalja,hogyankell megvalasztana killonbdz6 sugarakhozartod mintakat,tovabka
hogyankereshetik meg a foltok kdzeppontat pixel pontoséggal. A kdzéppontokat
pixelnél nagyobbpontoséggala 4. részberhatairozzukmey. Az 5. részazr sugar



meghatrozasardl szl. Mig fix sugar mellettalegjobbilleszkedéshelyétakornvollcibs

felulet lokalis maximumaiszoldltatjak, addig kilonhozé sugarakmellett a lokalis

maximumérteke nemtiikrozi visszahogymenryire j6 azilleszkedes.Ennekméresre
a konvolucios felulet masik jellemzdjét, a maximumbarmeért gorbuletethaszaljuk.

Kiderll azonbanhogy a lokalis maxiumumhelyét megfeleld pontosggalbecsilé

eljarastll nagyhibatvét a goblleteseében.A 6. réeszbermegmutatjuk,hogyanlehet
masmodszerrelmegfelelé pontoséggalagorbiletetis szanitani. Az utolsb 7. részben
0sszefoglaljula feladatmegoldasat, esnéhary nyitvamaradikerdestvetinkfel.

2. SZir ok

A képfeldolgoassoran a leggyakrabbarhaszmlt modszersAirék alkalmaasal2, 6].
A képetegy p(x,y) kétvaltozosvalossikon értelmezettiiggvernynektekintjuk; afiigg-
very érteke a kép (x,y) pontbeliszine. Mivel fekete-feter kepi6l van s, a szn
egy 0 és1 kozotti valos szam, ahol O jelenti a feketét, 1 pediga fehéret. A p(x,y)
fliggwvenyrol feltessiik, hogy a sik megfeleldennagytartomanyan (vagy akar a teljes
sikon) értelmeze van, ésmindazonfeltételeknelelegettesz,amik biztostjak hogy a
felhaszialt tételekigazaklegyenek(példaul p akarhanyszorderivalhab, vagy négyze-
teserintegralhab, stb). A feldolgozand képena p fliggvenynekazegészkoordinataji
racspontolegy téglalapalakli réesZnfelvett értekeit talaljuk valameklora hibaval. A
hibatermészetwel ésa kép minbésgenekjavitasaval (zajsirés, kontrasztjaitas)nem
foglalkozunk.

Egy s4ir6 minderiitt értelmezettsima,négyzetesemtegralhad f fliggvery, ami
rendszerintdenemfeltétleriil mégcentélszimmetrikuss (vagyisf(x,y) = f(—x,—y)
mindenx, y valos szamparra). Az f-eteltoljuk az (u,v) pontba,majd az eltolt éstik-
rozott f-fel mint stllyal atlagoljuka p képet:

P(u,v) = /RZ p(x,y) f(u—x,v—y)dxdy. (1)

Ez az (gy nevezettkonvollcios integral a p(x,y) kétvaltozos fuggveryheza P(u,v)
kétvaltozos fuggveryt rendeli; szokasosméga P = (p, f) jeldlésis. Kodnny(l latni,
hogy({p, f) szimmetrikusy(p, f) = (f, p), valamintmindkétargumentunabariinearis,
példaul (p,c1f1 + caf2) = ca(p, f1) + c2(p, f2). Az f sZir6 a korvollcio magfiiggve-
nye

A o sradi (kétdimenzos) Gauss-siard azalabbifuggwvery:

_ X4y
Go(Xy) = =—-e 20% .
Szolas szerinta konstanstigy valasztottukmeg, hogy a sZir6 teljes sikon vett in-
tegralja (vagyis a sir6 L, normaja) éppenl legyen. El6szeretettehaszialnak kis
szradl Gauss-sirét a kép hibainakcsbkkengsre;nagyobbszradi sAirével a képet
“l agyitani” lehet, vagyis az éleket elmaosni(blurring). Még nagyobbszoradi Gauss-
sZirdvel vett konvol(cib érteke j6l méri egy képpontkornyezeénekatlagosszirkese-
géet. Peldaul az elestésnek(sharpeninghivott kontrasztjaitod eljarasral a kép (u,v)



pontbeli érteket gy moédostjuk, hogy az ottani atlagbl valo elterésc > 1-szereére
ndjon. Az atlagotegy o1 szoradl Gauss-sirével valdo konvollcié adjamey, az (u, V)
pontbeliérteket pedigegy o, szoradl Gauss-sird (perszeo; nagyobbmint o). A
kontrasztj&ito eljaraserednérnye az (u,v) pontban:

<paG01> +c- (<p7 GGz) - <paG01>) = <p7(1_ C)G(71+CG02)7

felhaszralva a korvollcio linearitasat. A javitastehat egyetlenkornvol(ciéval is sza-

molhab. A két Gauss-sird kildnbggelgy nézki, mint egy mexik 6i kalap(1. abra).

1. abra:Két Gauss-sird kilonbgge

Gyalorlatbana szanitasokgyordtasaérdelébena szirdket egészenkis mérefi,
egészertekii matrixszalkdzeltik. A kontraszndveleésre példaul az alabbi 3 x 3-as
matrixotszolkashaszmlni kiilonbdz6 ¢ konstansokkal:

-1 -1 -1
-1 c -1
-1 -1 -1

Visszaérvea (p, f) korvollciora,ennek(u, v)-beli értekétugyis tekinthetjik, mint
annaka mértekét, hogy ebbena pontbanp menryire hasonit az f sZir6htz. NézZik
ugyanisp valamint f eltolt (éstikrozott) kepekdzotti killdonbgnégyzetesntegraljat
ateljessikon:

[ (p0xy) = fu=xv—y)) axay =
[ PP0cy)axay+ [ 1206y dxay—2(p. 1)

A jobb oldalonaz els5 két integral erteke fiiggetlenaz (u,v) pontl, tehat a negyze-
teselterés a korvollcio (—2)-szereétdl csakegy addifv konstansbarnér el. Minél

nagyobbtehat a korvollcio, anral jobbanhasonit a p az f sZir6fuggvenyre. A kon-

volUcionak ezt a tulajdonségat kihaszralva tudunk egy képenadott mintahozhason-
16 alakzatokakeresni. A mintat felvessiik szir6nek; ahol a korvollcionak(lokalis)

maximumavan és érttke meghaladegy bizonyos kiisbot, ott varhab a mintameg-

jelerése.Természetesenz eljarascsakaz adottminta eltoltjait tudjacsakmegtalalni.

Szerencareesetinkbena keresend alakzatokforgasszimmetrikusakgy nemkellett

amintaelforgatasabdl adbdo problemaval kiiszkodniink.



Gyalorlatbana konvollciot kiszanmitasanumerikusntegralastjelent. A p fuggvery
ertekét csakegészhelyelenismerjik (ésott is csakvalamilyenhibaval), ezrt azin-
tegralt az integraland fiiggvery racspontokn felvett értekeinek dsszege&ntkozeit-
juk: N

PUV) ~Puv) = Y pli,i)f(u=i,v—j).
i,jez?
Az f sZir6 altalabanminderiitt (ésnemcsaka racspontokn) van definialva, tebat P
erekéttetsdleges(u,v) pontbangsnemcsakaracspontokntudjuk szanitani.

3. Lok alis maximum keressepixel pontossaggal

Egyfeldolgozan@ képtipikusrészleétlathatjukaz2. abrabaloldalan. A jobboldalon
a kiemelt réeszharomdimenzis képelathab; a foltokat a kebbi utalasokkedveert
megszamoztuk.

2. abra:A feldolgozand képésrés£nek3D képe

A keresend alakzatoknemhomogenfoltok, hanemgyakrangy(r(i alakiak, melyelet
egy nagyonkeslery, a hatterrél vilagosablrsk veszkoril. Az egyesszami (bal alsd
sarokbartalalhab) folt kozegnis megfigyelhet egy krater A foltok hozavetdleges
helyét éssugaat egy gyors heurisztikusalgoritmussamegkeressik. Ezu@nveszink
egy r sucarhoztarto f; sZir6t, ésakozeppontecdilt helyebdl indulvamegkeressik
aztalegkdzelebbi(u,v) racspontotahola
Pr(U,V) = Z p(l) J) fI‘(u_ i,V— ])
1]

kodzeltd dsszgneklokalis maximumavan. Amenryiben mind a sugaratmind a folt
helyét megfeleléen jol becdiltik meg, a lokalis maximumhelye j6 kdzeltéstad a
kozéppontra.

Mint azelbz6 részberattuk,azidealis f; sZird megegyezikazr sugail folt alak-
javal. A foltok valamilyenfizikailagléte) objektumokképei,til nagyvaltozatosagot



mutatnak,eésnincsis ra ely, hogy valamilyenszp fuggwenryel le tudjuk éket irni.

Ezértolyan f, sir6t haszlunk,amelyegyrésztanalitikusarkezelhed, masgésztjol

haszialhab afolt kozéppontanakéssugaanakmeghatrozsra. Ez aztjelenti, hogy
asiré viszorylag nagyésegyenletesneredekédi afolt sz&lenekkdrnyeken—vagyis
az origotol r tawlsagban-, attol tawlabbésaz origd kdrnyeze€benpediglényege-
benvizszinteskell legyen. Minél meredekbba sZird, anral jobbankiemelkedik az
illeszkedeshelye. Ugyanaklor til meredekszZliré mar tllsagosarérzkeny a pontos
r értekre ésa folt szathlyosalakjara: kicsit elterd sucar vagy bizorytalan alaki folt

eseénalokalis maximumnagyoneltolodhataz igazi kozépponthoképest.

Tovabbi problemat okoz, hogy nemegyetlenszirét kell megadnunkhanemmin-
denszbbapvo r sucarraegyet—ayyet. Kulonhozb sZirdk altal adotterednényeketkell
Osszeetniink, ami aztjelenti, hogy a sZir6ket megfelelbenkell norméalni. De milyen
normat valasszunk?A kép atlagosszirkesget azoka sZirdk tartjak meg, melyekL
normaja(atejessikon vettintegralja) éppenl. Ha viszonta konvoliciot Ugy tekintjik,
mint ami a kép ésa sZir6 kdzotti negyzeteslterestméri, akkor a sZirék L, normajat
kellene egyenibvé tenriink. Perszeesetinkbennem sziksegkeppena négyzetesen
legjobbankozeiité sir6 illeszkedig legjobban.Ennekoka a folt alakjabanmutatkozb
bizonytalanséig ésa folt kozefen megjelerd egyenetlengg. A normamegfeleld meg-
valaszésanak kérdet megkerilhetjik, ha az f, sZirét f; megfelelben felnagyitott
képenekvalasztjuk: fr (u,v) = f1(u/r,v/r). Ekkor ugyanisf; tetsdlegesnormaja f1
megfeleld normajanakr?-szereseEnnekavalaszésnakhatranyaviszont,hogy f,-nek
sugar tawlsagbanmért meredek&gelinearisanfuigg r-tél: minél nagyobba sudar, a
sZird anral kevéste érz&kery kis elmozdubsokra.

1
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3. abra:A sZir6t geneald (1— x8/4)e"‘4 fuggvery grafja

A keresetfoltok kdrszimmetrikusaktehat sZir6ink is azoklesznek.Az el6zb ér-
velésnekmegfelelbenf,-et gy valasztjukhogyegy valosegyvaltozosd(x) fiiggwernyt
r-szeregrenyUjtvamegforgatunkazy tengelykoril:

fr(U,V) = ¢($)

$-nekolyanfuggvenyt kell valasztanimely a 0 kornyékénnagyfabol konstansaz 1-



hezkozelede meredekn csbkken, majd nemsokkal 1 foldtt gyorsanbelesimulaz x
tengelybe Az altalunkvalasztott

000 = (1- %)

fliggvery x = 0,7-ig vizszinteserhalad,onnanelindul lefele. x = v/2 ~ 1,18 korill
atmetsziaz x tengelyt,1,5folott pedigmar eleryés®enkicsi (3. abra). A kis negafv
tartomary afolt korili keslkery vilagosablsavnakfelel mey. A tovabbielemzselet
errefiggveryretessiik; kovetkezte€seinkazonbammassZirbkreis igazak.

Alkalmazwaaz f; sZirétazr = 7,5 értekkel, akapottfelliletharomdimenzbsképét
a 4. abramutatja. Jol lathabk a markanssiivegek, melyek csicsafelel meg a kon-
vollcib lokalismaximumainakyagyisacsicsokkoordiratai adjak meg afoltok kozép-

pontjait. A sZir§ eltiintetteazeredetképenafoltok koze@ntalalhab benelyedtselet,
afolt egyenetlenégeitésbizonytalansagokat.

4. abra:A képr = 7,5 paranetel sZir6 alkalmaasautan

A P = (p, fr) konvolucio lokalis maximumait— vagyisa siivegek cslicsait— pixel
pontosfiggalegyszetienmeghatrozhatjuk.A maximumhozelegendbenkozelidl in-
dulva racspontokn Ieépkedink. Minden |épgsbena racspontnalolyan szomsedjaba
megyunk, ahol a P korvollcio nagyobbérteket veszfel. Amikor megakadunkmeg-
talaltuk a lokalis maximumot. Az algoritmusgyordthat hapéldaul mindenlépésben
eldsdr abbanaziranybanprobalkozunk,amitazel6zb |épésberhaszialtunk. Robosz-
tusabla is tehet az algoritmus, ha Iépésenkent az 6sszeskodzvetlen (vagy masod-,
harmad-)szomsedkdzil valasztjukki a maximalisat.



4. Nagyobb pontossagfelilet illesztegvel

A B ={(p, f;) korvollcio lokalis maximumainalhelyétpixelnél nagyobkpontosaggal
is megbecsilhetjik. Tegyik fel, hogyaz (up, vo) racspontbaf®; érttke nagyobbmint
akornyezb racspontokbanA P (up + X, vo + y) fllggvenyt egy

G(x,y) = A+ Bx+Cy+ Dxy+ %Exz_}_ %‘FyZ @)

alaki masodfoKi feltllettel kozeltjuk, ésP; lokalis maximumat (up + Xo, Vo + Yo)-lal
becdiljuk, ahol (xo,Yo) azahely, aholG(x,y) alehe® legnagyobb

SzokasszerintG egyltthabit gy hatarozzukmeg, hogyP; (Up+ X, Vo +Y) €sG(X, Y)
eltereneknégyzebsszgeaz origb korllli néhany racspontbam lehet legkisebble-
gyen.Ha 4 ezenracspontokhalmazaakkor a minimalizaland kifejezés

(G(i, j) = P (i + o, j + Vo)) >
(,hea

Ennekaz A, B, C, D, E ésF egyutthabk szerintiparcalis derivaltjai el kell tiinjenek.
Ez hat linaris egyenletaz ismeretlenegyutthabkra, amibdl azok meghatrozhabk.
Amenryiben az 4 halmazszimmetrikusmind a két tengelyre,az egyenletrendszer
harminchaegyitthabjabol 24 nullalesz,ésazegyenletrendszeakarkézzelis konnyen
megoldhab.

Az F-raj6 valaszéspédaulaza 21 elenti halmazamiazorigd korilli 5-s2r 5-0s
racsregyzetpontjaildl all annaknégysarkatkivéve:

y

A G(x,y) egyutthabinakmeghatrozsautanmegkeresgik G maximunat. Eztab-
banaz (xo,yo) pontbanveszifel, aholaz G-nek x ésy szerintiparcilis derivaltja eg-
yaranteltlinik:

0G 0G

— =B+Dy+Ex= — = Dx+ Fy=0.
Ix +Dy+ Ex=0, ayC+x+y0

Az egyenletrendszemegoldasa

_ CD-BF BD—-CE

EF-p?’ T EF-p7’

X0=Erp2 (3)

A nevezbenalld d = EF — D? értek a G masodfoki felulet fontosjellemzdje. Ennek
eléjeleazono#tja afelilettipusata(3) szerinti(Xo, o) pontban.Had pozitiv, G-nekaz



(X0, Yo) pontbarvagyabszolit maximumavagyabszolit minimumavan,attl fuiggben,
hogy E (ésvele egyiitt F) negafiv vagy pedigpozitiv. Had nulla vagy negafiv, akkor
G-nekegyatahnnincslokalis szelsbérteke, ésigy specalisan(xg, yo) semlehetaz.
Mindezeletdsszerakaa P, korvol(icio lokalis maximunanakmeghatrozasaraaz
alabbialgoritmustkapjuk. Az (up, Vo) racsponimeghatrozsautanaz 4 racspontok-
bannégyzetesetegjobbanilleszkedd G masodfoKi fellilet (2) szerintiegyltthabit ki-
szanitjuk. Haafeluletd = EF — D? diszkrimiransanullavagynegatyv, azillesztettfe-
Iuletnek(up, vo) kornyékénnincsszlbérteke, amiazjelenti,hogyaP; konvollcionak
sincsitt szignifikhnsmaximuma. Ha d pozitiv, a (3) alapjan szanitott (xp,Yyo) pont-
banvanG-nekszlbérteke. Mégérdemesllendrizni, hogyxg ésyp abszolit értekben
kisebb1-nél (tulajdonképpenaz 1-hezvagy —1-hezkdzeli értek semigazan elfogad-
hat). Haigy van,az (up + Xo, Vo + Yo) ponta P lokéalis maximunanakjo kdzeltése.

5. A sugar meghatarozasa— Gaussgorbulet

Amenryibenismerjik azr sugaratazel6z6 pontbansmerteteteljarassah folt kozép-
pontjat mar megfelelé pontosdggalmey tudjuk hatrozni. Feladatunkehatr megha-
tarozsa.

Mint lattuk,a P; konvol(cio az f; sZir6 ésa kép négyzetewlterest méri. Terme-
szeteseadddik, hogyaztazr-etfogadjukel asucarértekénekbecsésre,amireP;-nek
eldz6 pontbareirt algoritmusszerintszanitott lokalis maximumaalehet legnagyobb
A tapasztalaszerintazonbareznemmikodik: alokalis maximumbarfelvett értekr-
bennagyoneryén,demonotoncsikken. Ennekokaelsbsorbaraz,hogyafoltok alakja
r-rel nemlinearisanvaltozik, mig az f, sziréket f1-b6l linearisnagyitassakapjuk. igy
az optimalis r sucar eseén f; mar nemfeltétlerill illeszkedik négyzetesera lehet
legjobban.

Megoldastkéentegyik lehetisegaz,hogyaz f, sAir6ketmaskeppdefinialjuk. Példaul
nagysan foltrol statisztilat késatve probaljuk meg azoktipikus alakjat meghatroz-
ni — ehhezviszonta statisztikabanrésztvev6 foltok pontossugaat tudnunkkell. Ha
eztatrivialisnakegyatahn nemtiuné problemat megoldottuk (példaul klaszteregssel
csoportostjuk a nagyjabdl egyforma sugat foltokat), Gjabb problemaval keriilink
szembea sZirdketnormalni kell. Tokeletesalakli sZir éshibanélkili p(x,y) ertekek
eseén perszea sZirék L, normajat kell egyenibvé tenni. A mérési hibak hatsat az
L1 norman keresziil tudjuk kontrollalni. Mivel az L; ésL», normateljesenmas, a
normalastismét azadatokalapjankell beallitani.

MasikleheBstginkaz,haazilleszkedesj6sagatmasképpermeérjuk. Ehhezvegyiik
jobbanszeniigyre a (2) felillet (xo,Yo) lokalis slbértekét. Hogy ez a sz2lIbéertek
menryire szignifikans,a pozitiv d = EF — D? értek mutatjamey. Had kicsi, akkor G
maximurrat egy laposplaton alig kiemelkedwe veszifel. Minél nagyobbad, a fellilet
anral meredekbb,hegyesebl(xo, yo)-ban. Ez nemvéletlen,hiszend éppenG-nekaz
(X0, Yo)-beli Gauss-grbilete lasd[3, 4].

Hlzzunkeérintd sikot a G felulet egy (x,y) pontjaban,esaz egyszetiseg kedveert
tegyukfel, hogyafellletazérintsipontegy kornyezeebenazérintd siknakugyanarra
azoldalaraesik. (Ez a helyzetpéldaul, ha (x,y) lokalis maximum.)Ha mostaz érint)
sikot ®Bnmagaval parhuzamosaatawlsagraeltoljuk afeluletfelé, akkor afeltletetésa



sik mets2swnalakdzelellipszisalakli lesz. A metszetllipsziskis- ésnagytengele-
nekfélhossatemeljik négyzetreanégyzetektszorozzulkbsszemajdaszorzatonor-
maljuk le. Mivel mindkéttengelyhossza!/2 nagysgrendi (érints sikon vagyunk),a
normalas4e?-nel vald oszastjelent. (A magikus4-esszord megjeleresnekokatlasd
alabh) A Gauss- vagy maslképpenszorzat- gorbilet a normalt szorzatreciprokanak
hatrérttke aminte tarta nullahoz.

A Gaussgorblletetmasléppenis szokasdefinialni. A felulet (x,y) pontjabanaz
erintd sikra merdlegesegyenestemelink. Ezena normélison at fektett dsszessikon
meghatirozzuka felllet ésa sik metszetneka gorbuletet. A gorbuletekkdzil a mini-
malis ésa maximalis két egymasramerdlegessik eseénfordul el6. A szorzat@rbilet
enneka két sz2lbértekneka szorzata. Az 0sszg vagy Minkowski gorbiilet pedig a
minimalis és maximalis gorbllet dsszge. Az, hogy a Gaussgorbiilet két defiricioja
ekvivalensablbl kdvetkezik, hogy limeszbena fenti ellipszisekkis- ésnagytengelyei
éppena maximalis illetve minimalis gorbiiletetadd sikokbanvannak,tovabla ezek
a gorblletek annaka haryadosnaka hatrérteke, mikor 2e-t a megfeleld féltengely
hossanaknégyzeével osztjuk. (Innenadbdik a fenti 2¢ - 2e = 4e? normald teryez.)
HaazF(x,y) fuggwery altal definialt fellilet egy pontjabanaz x ésy szerintiparcilis
derivaltis eltiinik, akkor abbana pontbana Gauss-@rbulet

E FE (Y “
ox2  ay? oxay ) ’

egyezsberazzal,hogya (2) masodrend G felulet (xo, yo) lokalis s2lbertekébenez
az értek éppenEF — D?, hiszenG masodikparcalis derivaltjai rendreE, F, andD.
Hasonbképpenugyanebbem pontbana Minkowski-gorbulet

0°F 8°F

ox2 + ay2” ®)
Mind a Gaussmind a Minkowski gorblilet a fellllet cdicsosagat, hegyes&get méri.
GaussevezetedételeszerintaGauss-grbuletinvariansafelillethajlitgatisaial szem-
ben,aztafelulet bels) geometrajameghatirozzaszoroskapcsolatbawan a felilletre
rajzolt haromsbgek sz0gdosszgével. Ugyanaklor egyik iranyban hosszanrelnyGlo
feluletrel a Gauss-@rbilet majdnemnulla, figgetleriil attdl, hogyerremerblegesera
feltletmenryire meredekllyenkor a Minkowski gorbiiletjobbanhaszlhab afelllet
gorbiltsegenekméré<re. Esetinkbena feldolgozand foltok nagyjhbdl kor alakiiak,
igy Pr lokalis maximumaibara minimalis @smaximalis gorbulet varhabankodzelvan
egymashoz. Kovetkez&sképp a kétfajta gorbilet ezelen a helyelen egyforman fog
viselkedni.

Az illesztett G fellilet maximunfbana gorbillet egylttal becséstad a P konvo-
lGcios felulet gorblletereis. Minél nagyobbez a gorbilet, anral szignifikansabba
lokalismaximum.Ez azészreételsugalljahogyakilonbdzé sugarakaannakalappn
hasonitsukdsszehogymekkoraalokalismaximumbaragorbllet. Az optimalissugar
a maximalis gorbiletheztartozik: mind kisebbmind nagyobbsugarhoztartoz sir6
eztamaximumotegy kisst “elkeni; ésigy agorbiletkisebblesz.

Ezeka meggondoasoka kovetkezd eljarastsugalljk egy folt helyénekéssugaa-
nakbecsésre. Legyenrg valamint(up, Vo) az elézeteserbecdilt sugar illetve kdzép-
pont. Az rg korill valasztunkkillonbdzo r ertekeket. Mindegyikkel elkésitjiik a folt



r=6 12 r=6 12

5. abra:MaximumhelyésGauss-@rbiileta harmasésnégyedolt eseén

kornyékenekaz f; sirével valo Pr kornvollciojat. Az (U, vo)-bol indulvamegkeressik
azta racspontotahol P;-nek lokéalis maximumavan. Ott a 4. részberleirtak szerint
kiszamitjuk a négyzeteseregjobbanilleszkedd G masodfoki fellletet, és azt, hogy
hol veszifel maximundt, illetve hogy ott mekkoraa gorbiilete. Azt azr-et fogadjuk
el asugar kozeltenek,amelyikrea gorbilet alehet legnagyobbgsaz ekkor adbdo
maximumhelyeadjameg a folt kbz&ppontt.

Az eljaraserednényétaharmasesnégyesszamifoltokraaz5. abramutatja.A viz-
szintestengelyerazr sugarfut 6-tdl 12-ig. A g-vel jeldlt gorbea Gauss-grbiilet,azx
illetve y pedigalokalis maximumhelye. Mindkét esetbenol lathab a gorbiilet maxi-
mumar = 7,6 illetver = 7,7 eseén,tehat ezekaz értekek adjak meg a foltok sugaét.
A harmasfoltnal g, x ésy varalozasainknakmegfeleléenviselkedik: x ésy nagyjahol
egyenletesemd: mikdzbena sugarr = 6-r6l r = 12-rend, x mindegy kétharmady
pedig egynegyed pixelnyit mozdulel. Ekdzbena g gorbiilet elészr meredekn nd,
majd a maximumeléréseutan meredekn zuhan. A négyesfoltnal x ésy nagyjpaklol
folytonosankdveti r-et, x 8sszesemasgl pixelnyit, y nagyjabdl egyharmadpixelnyit
mozog;agorbiletnekviszontr = 6,5-nél egy nagyobby = 8,8 koriil pedigegy kisebb
ugrasavan. Bar az ugrasokellerérea gorbiiletnekjol meghatrozottmaximumavan,
amiperszeakeresetsugarats megadja altalanosesetbera szakadsokmiattazeljaras
egyatannem,vagy csakigenkorulményeseralkalmazhab.

6. A vegsd eljaras

A gorbiletrel adodd szakadsokokat vizsgalva nézZik meg egy kicsit pontosabbama
fenti eljarast.EI6sris kivalasztjukazr sugarhoztartod f; sirét, majdazelézetesen
becdilt racspontbl indulva keregink egy kdzeli (uy, v, ) racspontohelyet,ahola kon-
voluciosintegral P kozeit6 ertekeneklokalis maximumavan. Ezutanmegha@irozzuk
azta G, masodfold feluletet,amelyaz (ur, v;) racspontnalegy (21 racspontotartal-

maz) kdrnyezetbennégyzetesera legjobbanilleszkedik Br-re. Veégil kiszamitjuk
Gr-nek a maximunat valamint azt, hogy a maximumbanmenryi G; gorbillete. A
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gorblletbenakkor tapasztalunlszakadst,mikor az (ur, v )-beli lokalis maximumép-
penatugrik egyik racspontbl egy masikba. Az illesztettG, felllet, mig helyeserad
szamotarrol, hogyhol is talalhab P: lokalis maximumamar nemelégj6 ahhoz hogy
P;-nek a maximumbeligorbiiletétis jol megbecsilje. P, gorbilletet tehat kozvetlerill
kell kiszamitani. A (4) és (5) képletekszerintehhezelegendd P masodik parcélis
derivaltjainakismerete.

Lattuka 2. részvégen,hogyhaasZird mindenitt értelmeze van (amiesetinkben
fenrall), akkor P értekét nem csakracspontokbarhanemtets®leges(x,y) pontban
tudjuk szamitani akovetkezbképpen:

|5r(X,y) = Z p(i,j)fr(x—i,y— J)

i,jez?

Ennekalapjn B, parcalis derivaltjai a jobb oldal tagonkentderivalasaval adddik. igy
Pr egy parcilis derivaltja annaka konvollcionakaz érteke, melybena magfiggvery
az f; sZir6 megfelelb parcilis derivaltja. Igy példaul

az 02 . az 02
5@ =(Pagf)  illetve ay2 <p,ay2)

Ezekneka konvolUcioknakaz erteke pedigtetsdlegespontbanszanithab.
Tekintdlk a P, fllggverynekaz (u,v) pontkorili Taylor sorat, ésvegyiik abbana
legfeliebbmasodrend tagokat:

~ o] =T | =1 9%P, 102%R, 102%R,
Pr(U+XV+Y) & P (U V) + =X+ =Y+ ——Xy+ = = X+ &

ox oy~ oxay 2" 2 ay? ©)

P;-nekebberamasodrend kozelté€benaz sszesgyitthabt tetsHleges(u, v) pont-
banki tudjuk szamitani.

| |
r=6 12 r=6 12

6. abra:MaximumhelyésGauss-@rbuletiteralasutan

Ha (u, v)—nel~< azapontotvalasztjuk,amelyeta 5. részberismerteteteljarasered-
ményez, akkor P; lokalis maximumanakmég jobb kdzeitést adjaa (6) masodrend

11



feltletmaximuma.Ebbena maximumbar(6) Gauss-grbiilete

?2B 0% [0%F\° .
X2 0y? (axay) @
jobb kozeitestad P, gorbiiletere. A 6. Abramutatjaaz ennekalapfn szrmritott maxi-
mumhelyetés Gauss-grbilletet. A maximumhelye par szazadpixellel mozdultel
a négyzetesenegjobbanilleszked felllet maximumatol, mig a gorbilet érteke jol
lathabankisimult. P gorbilleenekezakozeitésetehat mar haszialhab afolt sugaé-
nakmegallapitasara.

A (6) felulet hat egyutthabja hat korvollcio kiszanitasat jelenti, melyekbena
magfigg\enyekértekeit helybenkell kiszamitani. Amenryibenelfogadjukhogy(u,v)
megfelelbenjol kodzeiti a lokalis maximumot,akkor csaka gorbilletetkell szamita-
nunk. A Gauss-@rbulet eseén (7) szerintez haromkorvollciot jelent, mig a Min-
kowski gorbilet eseén— a korvol(cio linearitasamiatt — ez egyetlenkorvollcioval is
szamithab:

A

X2 0y? o ox2

9%f,  0°f,
+
ay?

)(x=iy= ). (8)

7.Osszebglalas

A kit{izott feladat,miszerinthatarozzukmeg a képentalalhab foltok helyétésnagys-
gat pixelnél nagyobbpontoséggal,a bevetesbenvazolt médszerrelmegoldhat. A
3. részbentargyaltuk, hogy az f; sZir6knek milyen feltételelet kell kieledgtenitk.
Fix r érttk melletta legjobb illeszkedesta kép ésaz f; sird korvollcibjanakmax-
imumaadja. A maximum helyét pixelnél nagyobbpontoséggal megkaphatjuk,ha
a korwvollcios feluletet egy négyzetesenegjobbanilleszkedd masodrend felllettel
helyettedtjik. Természetesen négyzetesetegjobbanilleszkeds felulet helyetthasz-
nalhatranka 6. részberbemutatottakmintajaraazta masodfoki polinomot, melynek
egyltthabi a racspontbarkiszamitott parcilis derivaltak. A maximumbanmind a
Gaussmind a Minkowski gorbulet j6 mérbszamaannak,hogy menryire j6 azillesz-
kedes.Azt azr sugarakell valasztanunkamirea gorbilet maximalis.

A gorbilet rosszulviselkedhetabbanaz esetbenmikor az r sugar par pixellel
kisebba folt valodi sugaanral, ésa folt belsegbenegyenetlenégekvannak. Ezért a
kovetend eljarasaz, hogyr-et nagyobbravalasztjuk,majd addigcsokkentjik, amig a
gorbiletnd.

Erdeleslennemegvizsdalni, hogy a p fuggwery, vagyisa kép hibai hogyanmu-
tatkoznaka lokalis maximumilletve a gorbiletértekében.Szokasszerinta hibardl fel-
tessiik, hogy pixelenkéntfiiggetlenkis szradi, nullavarhab érteki normalis elosz-
lastbl sz/armazik. Elképzelheb, hogy a négyzeteseiileszkedd felulet kisebbhibaval
adjameg a lokalis maximumot, mint a harmadrend tagokral levagott hatvarysor,
kilondsenhaa hibanagylehet.

A masodend kdzeltéstarrahaszaltuk, hogy a korvollciés fellilet lokalis maxi-
mumat megkeressik, vagyisolyan (u,v) pontot, ahol a felllet mindkét parcélis de-
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rivaltjanulla. Elképzelheb, hogyerreegy kdzvetlen,gyorsalgoritmusis adhab, mely
ezeknela parcilis derivaltaknakexplicit alakjathaszrlja.

Egy folt sugaanakmegallapitasahoza gorbiilet fliggvery maximunat kell meg-
keresni. Ha ehheza (8) szerinti Minkowski gorbiiletet haszraljuk, akkor (8) anali-
tikusanderivalhab, ésa derivalt zeérohelyét kell keresni. Egy egyvaltozos fiiggverny
zérushelgt numerikusanbval egyszetibb meghatrozni,mint amaximunat. Lehet-e
eztazészreételtegy haszrialhab algoritmusé fejleszteni?
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