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Absztrakt

Egy sz̈urke skálájú képenmintegy háromsźaz,nagyj́ab́ol kör alaḱu, 10 és30 pixel
közötti átmérőjű folt középpontj́at éssugaŕat kell lehet̋o legnagyobbpontosśaggal
meghat́arozni. A feladatneh́ezśeǵet az jelenti, hogy ellent́etbena képfeldolgo-
zásbanszoḱasospixelespontosśaggal,enńel egy nagyśagrenddelnagyobbravan
sz̈ukśeg. A megoldásbankülönb̈oző paraḿeter̋u sz̋urőkkel késźıtett konvolúciók
geometriaitulajdonśagaithaszńaljuk fel; nevezetesenazilleszked́esjóśaǵata felü-
let lokálismaximuḿabanmértgörbületeadjameg. A cikkbenazújfajtamegköze-
lı́téselemeitésazokmatematikaihátteŕet ismertetj̈uk.

1. Bevezet́es

Egy tipikus képfeldolgoźasi feladatbanegy képenmegadott,vagya megadotthozha-
sonĺo alakzatotkell keresni.Gyakranelegend̋o csakazteldönteni,hogyamintaegyál-
talán megtaĺalhat́o-e a képen. A legtöbb ismerteljárása minta összeselőforduláśat
pár pixelespontosśaggalmeg is adja. Eseẗunkbenképenḱent több mint háromsźaz,
nagyj́aból kör alaḱu folt sugaŕat éshelyét kellett pixelnél nagyobbpontosśaggalmeg-
állaṕıtanunk. A feladatota következ̋o módszerszerintkı́vánjukmegoldani. Elsőként
definíaljuk mintáknakegy egyparaḿeteressokaśaǵat: mindensźobaj̈ovő r suǵarraegy
mintát, ami leı́rja azt, hogyannéz ki egy tipikus r sugaŕu folt. Ezekután egy gyors,
heurisztikusmódszerrelmegkeress̈uk az összesfolt középpontj́at éssugaŕat pár pixel
pontosśaggal.Mindensuǵarramegkeress̈uk, hogyehheza suǵarhoztartoźo mintahol
illeszkedika legjobbana becs̈ult középpontközeĺeben,majdkiválasztjukazta sugarat
ésahozźatartoźo középpontot,aholezazilleszked́esa lehet̋o legjobb. A továbbiakban
ennekmegvalóśıtásasoŕan felmer̈ulő problémákat ismertetj̈uk azzalegyütt, hogyan
oldottukmeg illetvehogyankerültük meg a problémát.

Foltok helyénekközeĺıtő meghat́aroźasanemigényel a képfeldogoźasbanismert
és haszńalt módszereken túlmutat́o ötletet, ı́gy annakismertet́eśetől eltekinẗunk. A
2. részbenfoglaljuk összemindaztasz̈ukśegeselőismeretet,amitasz̋urőkről ésakon-
volúcióról – a képfeldolgoźasalapvető módszereir̋ol – fel fogunkhaszńalni. A 3. rész
taglalja,hogyankell megválasztaniakülönböző sugarakhoztartoźo mintákat,tovább́a
hogyankereshetj̈uk meg a foltok középpontj́at pixel pontosśaggal. A középpontokat
pixelnél nagyobbpontosśaggala 4. részbenhat́arozzukmeg. Az 5. részaz r suǵar
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meghat́aroźaśaról sźol. Mı́g fix suǵarmellettalegjobbilleszked́eshelyétakonvolúciós
felület lokális maximumaiszolǵaltatj́ak, addig különböző sugarakmellett a lokális
maximumért́ekenemtükrözi vissza,hogymennyire jó azilleszked́es.Ennekméréśere
a konvolúciós felület másik jellemz̋ojét, a maximumbanmért görbületethaszńaljuk.
Kiderül azonban,hogy a lokális maxiumumhelyét megfelelő pontosśaggalbecs̈ulő
eljárástúl nagyhibát vét a göbületeset́eben.A 6. részbenmegmutatjuk,hogyanlehet
másmódszerrel,megfelelőpontosśaggalagörbületetis sźaḿıtani. Az utolśo7. részben
összefoglaljuka feladatmegoldáśat, ésnéh́any nyitvamaradtkérd́estvetünk fel.

2. Szűr ők

A képfeldolgoźassoŕana leggyakrabbanhaszńalt módszersz̋urők alkalmaźasa[2, 6].
A képetegy p

�
x � y� kétváltoźosvalósśıkon értelmezettfüggv́enynektekintjük; a függ-

vény ért́eke a kép
�
x � y� pontbeli szine. Mivel fekete-feh́er képr̋ol van sźo, a sźın

egy 0 és1 közötti valós sźam, ahol 0 jelenti a feket́et, 1 pediga fehéret. A p
�
x � y�

függv́enyről feltessz̈uk, hogy a śık megfelelőennagytartoḿanyán(vagyakár a teljes
śıkon) értelmezve van,ésmindazonfeltételeknekeleget tesz,amik biztośıtják hogya
felhaszńalt tételekigazaklegyenek(például p akárh́anyszorderiválhat́o, vagynégyze-
tesenintegrálhat́o,stb).A feldolgozand́oképena p függv́enynekazegészkoordinát́ajú
rácspontokegy téglalapalaḱu résźen felvett ért́ekeit találjuk valamekkorahibával. A
hibatermészet́evel ésa képminőśeǵenekjavı́táśaval (zajsz̋urés,kontrasztjavı́tás)nem
foglalkozunk.

Egy sz̋urő minden̈utt értelmezett,sima,négyzetesenintegrálhat́o f függv́eny, ami
rendszerint,denemfeltétlen̈ul mégcentŕalszimmetrikusis (vagyis f

�
x � y��� f

���
x � � y�

mindenx, y valóssźamṕarra). Az f -et eltoljuk az
�
u � v� pontba,majdazeltolt éstük-

rözött f -fel mint súllyal átlagoljuka p képet:

P
�
u � v��� �

R2
p
�
x � y� f � u � x � v � y� dxdy	 (1)

Ez az úgy nevezettkonvolúciós integrál a p
�
x � y� kétváltoźos függv́enyheza P

�
u � v�

kétváltoźos függv́enyt rendeli; szoḱasosmég a P ��
 p � f � jelölés is. Könnyű látni,
hogy 
 p � f � szimmetrikus:
 p � f ���

 f � p� , valamintmindkétargumentuḿabanlineáris,
például 
 p � c1 f1 � c2 f2 ��� c1 
 p � f1 � � c2 
 p � f2 � . Az f sz̋urő a konvolúció magfüggvé-
nye.

A σ sźoráśu (kétdimenzíos)Gauss-sz̋urő azalábbifüggv́eny:

Gσ
�
x � y��� 1

2πσ2 � e� x2 � y2

2σ2 	
Szoḱas szerinta konstanst́ugy választottukmeg, hogy a sz̋urő teljes śıkon vett in-
tegrálja (vagyis a sz̋urő L1 normája) éppen1 legyen. Előszeretettelhaszńalnak kis
sźoráśu Gauss-sz̋urőt a képhibáinakcs̈okkent́eśere;nagyobbsźoráśu sz̋urővel a képet
“l ágýıtani” lehet,vagyisaz éleket elmosni(blurring). Még nagyobbsźoráśu Gauss-
sz̋urővel vett konvolúció ért́eke jól méri egy képpontkörnyezet́enekátlagossz̈urkeśe-
gét. Például az éleśıtésnek(sharpening)hı́vott kontrasztjav́ıtó eljárásńal a kép

�
u � v�
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pontbeli ért́eket úgy módośıtjuk, hogy az ottani átlagt́ol való eltérésc � 1-szereśere
nőjön. Az átlagotegy σ1 sźoráśu Gauss-sz̋urővel való konvolúció adjameg, az

�
u � v�

pontbeli ért́eket pedigegy σ2 sźoráśu Gauss-sz̋urő (perszeσ1 nagyobbmint σ2). A
kontrasztjavı́tó eljáráseredḿenyeaz

�
u � v� pontban:
 p � Gσ1 � � c ��� 
 p � Gσ2 � � 
 p � Gσ1 ������
 p � � 1 � c� Gσ1 � cGσ2 ���

felhaszńalva a konvolúció linearit́aśat. A javı́tásteh́at egyetlenkonvolúcióval is sźa-
molhat́o. A kétGauss-sz̋urő különbśegeúgy nézki, mint egy mexikói kalap(1. ábra).

1. ábra:Két Gauss-sz̋urő különbśege

Gyakorlatbana sźaḿıtásokgyorśıtásaérdeḱebena sz̋urőket egészenkis méret̋u,
egészért́ekű mátrixszalközeĺıtik. A kontrasznöveléśerepéldául az alábbi 3 � 3-as
matrixotszoḱashaszńalni különböző c konstansokkal:�� �

1
�

1
�

1�
1 c

�
1�

1
�

1
�

1

� 
Visszat́ervea 
 p � f � konvolúcióra,ennek

�
u � v� -beli ért́ekétúgyis tekinthetj̈uk,mint

annaka mért́ekét, hogyebbena pontbanp mennyire hasonĺıt az f sz̋urőhöz. Nézz̈uk
ugyanisp valamint f eltolt (éstükrözött) képeközötti különbśegnégyzetesintegrálját
a teljesśıkon: � � p � x � y� � f

�
u
�

x � v � y� � 2 dxdy ��
p2 � x � y� dxdy � � f 2 � x � y� dxdy

�
2 
 p � f ��	

A jobb oldalonaz els̋o két integrál ért́eke függetlenaz
�
u � v� pontt́ol, teh́at a négyze-

teseltérésa konvolúció
���

2� -szereśetől csakegy addit́ıv konstansbantér el. Minél
nagyobbteh́at a konvolúció, anńal jobbanhasonĺıt a p az f sz̋urőfüggv́enyre. A kon-
volúciónakezt a tulajdonśaǵat kihaszńalva tudunkegy képenadottmintáhozhason-
ló alakzatokatkeresni.A mintát felvessz̈uk sz̋urőnek;ahola konvolúciónak(lokális)
maximumavan ésért́eke meghaladegy bizonyosküsz̈oböt, ott várhat́o a minta meg-
jeleńese.Természetesenazeljáráscsakazadottmintaeltoltjait tudjacsakmegtaĺalni.
Szerencśereeseẗunkbena keresend̋o alakzatokforgásszimmetrikusak,́ıgy nemkellett
amintaelforgat́aśaból adódó problémával küszk̈odnünk.
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Gyakorlatbanakonvolúció kiszáḿıtásanumerikusintegrálástjelent.A p függv́eny
ért́ekét csakegészhelyeken ismerj̈uk (ésott is csakvalamilyenhibával), eźert az in-
tegrált az integráland́o függv́eny rácspontokon felvett ért́ekeinekösszegeḱentközeĺıt-
jük:

P
�
u � v��! P̃

�
u � v��� ∑

i " j # Z2

p
�
i � j � f � u � i � v � j ��	

Az f sz̋urő áltaĺabanminden̈utt (ésnemcsaka rácspontokon) vandefiníalva, teh́at P̃
ért́ekét tetsz̋oleges

�
u � v� pontban,́esnemcsaka rácspontokontudjuksźaḿıtani.

3. Lokális maximum kereśesepixel pontosśaggal

Egyfeldolgozand́oképtipikusrészlet́et láthatjukaz2. ábrabaloldaĺan.A jobboldalon
a kiemelt részháromdimenzíos képeláthat́o; a foltokat a kés̋obbi utaĺasokkedv́eért
megsźamoztuk.

2. ábra:A feldolgozand́o képésrésźenek3D képe

A keresend̋o alakzatoknemhomoǵenfoltok, hanemgyakrangyűrű alaḱuak,melyeket
egy nagyonkeskeny, a hátt́erńel vil ágosabbcśık veszkörül. Az egyessźamú (bal alśo
sarokbantalálhat́o) folt közeṕenis megfigyelhet̋o egy kráter. A foltok hozźavetőleges
helyét éssugaŕat egy gyors, heurisztikusalgoritmussalmegkeress̈uk. Ezut́anvesz̈unk
egy r suǵarhoztartoźo fr sz̋urőt, ésaközéppontbecs̈ult helyéből indulvamegkeress̈uk
azta legközelebbi

�
u � v� rácspontot,ahola

P̃r
�
u � v��� ∑

i " j p
�
i � j � fr � u � i � v � j �

közeĺıtő összegneklokális maximumavan. Amennyibenmind a sugarat,mind a folt
helyét megfelelően jól becs̈ultük meg, a lokális maximumhelye jó közeĺıtést ad a
középpontra.

Mint azelőző részbenláttuk,azideális fr sz̋urő megegyezikaz r sugaŕu folt alak-
jával. A foltok valamilyenfizikailag létez̋o objektumokképei,túl nagyváltozatosśagot
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mutatnak,́esnincsis rá eśely, hogy valamilyensźep függv́ennyel le tudjuk őket ı́rni.
Ezért olyan fr sz̋urőt haszńalunk,amelyegyrésztanalitikusankezelhet̋o, másŕesztjól
haszńalhat́o a folt középpontj́anakéssugaŕanakmeghat́aroźaśara.Ez azt jelenti, hogy
asz̋urő viszonylagnagyésegyenletesmeredekśegű afolt sźelénekkörnyékén– vagyis
az origótól r távolságban–, attól távolabbésaz origó környezet́ebenpedig lényeǵe-
benvı́zszinteskell legyen. Minél meredekebba sz̋urő, anńal jobbankiemelkedik az
illeszked́eshelye. Ugyanakkor túl meredeksz̋urő már túlságosańerźekeny a pontos
r ért́ekre ésa folt szab́alyosalakj́ara: kicsit eltérő suǵar vagy bizonytalanalaḱu folt
eset́ena lokálismaximumnagyoneltolódhatazigaziközépponthozképest.

Továbbiproblémát okoz, hogynemegyetlensz̋urőt kell megadnunk,hanemmin-
densźobaj̈ovő r suǵarraegyet–egyet.Különböző sz̋urők által adotteredḿenyeketkell
összevetnünk, ami azt jelenti, hogya sz̋urőket megfelelőenkell normálni. De milyen
normát válasszunk?A kép átlagossz̈urkeśeǵet azoka sz̋urők tartják meg, melyekL1

normája(a tejesśıkon vett integrálja) éppen1. Ha viszonta konvolı́ciót úgy tekintjük,
mint ami a képésa sz̋urő közötti négyzeteseltéréstméri, akkor a sz̋urők L2 normáját
kelleneegyenl̋ové tenn̈unk. Perszeeseẗunkbennem sz̈ukśegḱeppena négyzetesen
legjobbanközeĺıtő sz̋urő illeszkediglegjobban.Ennekokaa folt alakj́abanmutatkozó
bizonytalanśagésa folt közeṕenmegjelen̋o egyenetlenśeg. A normamegfelelő meg-
választ́aśanakkérd́eśet megkerülhetjük, ha az fr sz̋urőt f1 megfelelően felnagýıtott
kéṕenekválasztjuk: fr

�
u � v�$� f1

�
u % r � v% r � . Ekkor ugyanis fr tetsz̋olegesnormája f1

megfelelő normájánakr2-szerese.Ennekaválaszt́asnakhátrányaviszont,hogy fr -nek
suǵar távolságbanmért meredekśegelineárisanfügg r-től: minél nagyobba suǵar, a
sz̋urő anńal kevésb́e érźekeny kis elmozduĺasokra.

0.5 1 1.5 2

0.2

0.4

0.6

0.8

1

3. ábra:A sz̋urőt geneŕaló & 1 ' x8 ( 4) e* x4
függv́eny gráfja

A keresettfoltok körszimmetrikusak,teh́at sz̋urőink is azoklesznek.Az előző ér-
velésnekmegfelelően fr -et úgyválasztjuk,hogyegy valósegyváltoźosϕ & x) függv́enyt
r-szereśerenyújtvamegforgatunkazy tengelykörül:

fr & u + v)�, ϕ -�. u2 / v2

r 021
ϕ-nekolyan függv́enyt kell választani,mely a 0 környékénnagyj́aból konstans,az1-
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hezközeledve meredekencs̈okken,majd nemsokkal1 fölött gyorsanbelesimulaz x
tengelybe.Az általunkválasztott

ϕ
�
x��� � 1 � x8

4
� e� x4

függv́eny x ! 0 � 7-ig vı́zszintesenhalad,onnanelindul lefelé. x � 4
3

2 ! 1 � 18 körül
átmetsziazx tengelyt,1,5 fölött pedigmár elenyész̋oenkicsi (3. ábra).A kis negat́ıv
tartoḿany a folt körüli keskeny vil ágosabbsávnakfelel meg. A továbbielemźeseket
errefüggv́enyretessz̈uk; következtet́eseinkazonbanmássz̋urőkreis igazak.

Alkalmazvaaz fr sz̋urőt azr � 7 � 5 ért́ekkel,akapottfelületháromdimenzíoskéṕet
a 4. ábramutatja. Jól láthat́ok a marḱanssüvegek, melyekcśucsafelel meg a kon-
volúció lokálismaximumainak,vagyisacśucsokkoordinát́aiadj́akmeg afoltok közép-
pontjait.A sz̋urő eltüntetteazeredetiképenafoltok közeṕentalálhat́o beḿelyed́eseket,
a folt egyenetlenśegeitésbizonytalanśagokat.

4. ábra:A képr � 7 � 5 paraḿeter̋u sz̋urő alkalmaźasaután

A P �4
 p � fr � konvolúció lokális maximumait– vagyisa süvegekcśucsait– pixel
pontosśaggalegyszer̋uenmeghat́arozhatjuk.A maximumhozelegend̋oenközelr̋ol in-
dulva rácspontokon lépkedünk. Minden léṕesbena rácspontnakolyan szomsźedj́aba
megyünk, ahol a P konvolúció nagyobbért́eket veszfel. Amikor megakadunk,meg-
találtuk a lokális maximumot.Az algoritmusgyorśıthat́o hapéldául mindenléṕesben
elősz̈or abbanaziránybanpróbálkozunk,amitazelőző léṕesbenhaszńaltunk.Robosz-
tusabb́a is tehet̋o az algoritmus,ha léṕesenḱent az összesközvetlen (vagy másod-,
harmad-)szomsźedközül választjukki a maximálisat.
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4. Nagyobb pontosśag felület illesztéśevel

A Pr �5
 p � fr � konvolúció lokálismaximumainakhelyétpixelnélnagyobbpontosśaggal
is megbecs̈ulhetjük. Tegyük fel, hogyaz

�
u0 � v0 � rácspontbanPr ért́eke nagyobb,mint

akörnyező rácspontokban.A Pr
�
u0 � x � v0 � y� függv́enyt egy

G
�
x � y��� A � Bx � Cy � Dxy � 1

2
Ex2 � 1

2
Fy2 (2)

alaḱu másodfoḱu felülettel közeĺıtjuk, ésPr lokális maximuḿat
�
u0 � x0 � v0 � y0 � -lal

becs̈uljük, ahol
�
x0 � y0 � azahely, aholG

�
x � y� a lehet̋o legnagyobb.

SzoḱasszerintGegyütthat́oit úgyhat́arozzukmeg,hogyPr
�
u0 � x � v0 � y� ésG

�
x � y�

eltéréśeneknégyzeẗosszegeazorigó körüli néh́any rácspontbana lehet̋o legkisebble-
gyen.Ha 6 ezenrácspontokhalmaza,akkor aminimalizáland́o kifejezés

∑7
i " j 89#;: � G � i � j � � Pr

�
i � u0 � j � v0 � � 2 	

EnnekazA, B, C, D, E ésF együtthat́ok szerintiparcíalis deriváltjai el kell tünjenek.
Ez hat lináris egyenletaz ismeretlenegyütthat́okra, amiből azok meghat́arozhat́ok.
Amennyiben az 6 halmazszimmetrikusmind a két tengelyre,az egyenletrendszer
harminchategyütthat́ojából 24nullalesz,ésazegyenletrendszerakárkézzeliskönnyen
megoldhat́o.

Az 6 -ra jó választ́aspéd́aulaza 21 elem̋u halmaz,ami azorigó körüli 5-sz̈or 5-ös
rácsńegyzetpontjaib́ol áll annaknégysarḱat kivéve:

< x

=
y

> > >> > > > >> > > > >> > > > >> > >

A G
�
x � y� együtthat́oinakmeghat́aroźasautánmegkeress̈uk G maximuḿat. Ezt ab-

banaz
�
x0 � y0 � pontbanveszifel, aholazG-nekx ésy szerintiparcíalis deriváltja eg-

yaránteltűnik:

∂G
∂x

� B � Dy � Ex � 0 � ∂G
∂y

� C � Dx � Fy � 0 	
Az egyenletrendszermegoldása

x0 � CD
�

BF
EF

�
D2 � y0 � BD

�
CE

EF
�

D2 	 (3)

A nevez̋obenálló d � EF
�

D2 ért́ek a G másodfoḱu felület fontosjellemz̋oje. Ennek
előjeleazonośıtja afelület tı́puśata(3) szerinti

�
x0 � y0 � pontban.Had pozit́ıv, G-nekaz
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�
x0 � y0 � pontbanvagyabszoĺut maximumavagyabszoĺut minimumavan,attól függően,

hogyE (ésveleegyütt F) negat́ıv vagypedigpozit́ıv. Ha d nulla vagynegat́ıv, akkor
G-nekegyátaĺannincslokálissźels̋oért́eke,ésı́gy specíalisan

�
x0 � y0 � semlehetaz.

Mindezeket összerakvaaPr konvolúció lokálismaximuḿanakmeghat́aroźaśaraaz
alábbialgoritmustkapjuk. Az

�
u0 � v0 � rácspontmeghat́aroźasautánaz 6 rácspontok-

bannégyzetesenlegjobbanilleszkedő G másodfoḱu felület (2) szerintiegyütthat́oit ki-
sźaḿıtjuk. Haafelületd � EF

�
D2 diszkrimińansanullavagynegat́ıv, azillesztettfe-

lületnek
�
u0 � v0 � környékénnincssźels̋oért́eke,amiazjelenti,hogyaPr konvolúciónak

sincsitt szignifikánsmaximuma. Ha d pozit́ıv, a (3) alapj́an sźaḿıtott
�
x0 � y0 � pont-

banvanG-neksźels̋oért́eke. Mégérdemesellenőrizni, hogyx0 ésy0 abszoĺut ért́ekben
kisebb1-nél (tulajdonḱeppenaz1-hezvagy

�
1-hezközeli ért́ek semigaźanelfogad-

hat́o). Ha ı́gy van,az
�
u0 � x0 � v0 � y0 � pontaPr lokálismaximuḿanakjó közeĺıtése.

5. A sugár meghat́arozása– Gaussgörbület

Amennyibenismerj̈uk azr sugarat,azelőző pontbanismertetetteljárássala folt közép-
pontj́at már megfelelő pontosśaggalmeg tudjuk hat́arozni. Feladatunkteh́at r megha-
tároźasa.

Mint láttuk,a Pr konvolúció az fr sz̋urő ésa képnégyzeteseltéréśet méri. Termé-
szetesenadódik,hogyaztazr-etfogadjukelasuǵarért́ekénekbecsĺeśere,amirePr-nek
előzőpontbanleı́rt algoritmusszerintsźaḿıtott lokálismaximumaalehet̋o legnagyobb.
A tapasztalatszerintazonbaneznemműködik: a lokálismaximumbanfelvett ért́ek r-
bennagyonenyén,demonotoncs̈okken.Ennekokaels̋osorbanaz,hogyafoltok alakja
r-rel nemlineárisanváltozik,mı́g az fr sz̋urőket f1-ből lineárisnagýıtássalkapjuk. Így
az optimális r suǵar eset́en fr már nem feltétlen̈ul illeszkedik négyzetesena lehet̋o
legjobban.

Megoldásḱentegyik lehet̋ośegaz,hogyaz fr sz̋urőketmásḱeppdefiníaljuk. Például
nagysźamú foltról statisztiḱat késźıtvepróbáljuk meg azoktipikusalakj́atmeghat́aroz-
ni – ehhezviszonta statisztiḱabanrésztvevő foltok pontossugaŕat tudnunkkell. Ha
ezta triviálisnakegyátaĺannemtünő problémát megoldottuk(például klasztereźessel
csoportośıtjuk a nagyj́aból egyforma sugaŕu foltokat), újabb problémával kerülünk
szembe:asz̋urőketnormálni kell. Tökéletesalaḱu sz̋urő éshibanélküli p

�
x � y� ért́ekek

eset́en perszea sz̋urők L2 normáját kell egyenl̋ové tenni. A mérési hibák hat́aśat az
L1 normán kereszẗul tudjuk kontrollálni. Mivel az L1 és L2 normateljesenmás, a
normálástismét azadatokalapj́ankell béallı́tani.

Másiklehet̋ośegünkaz,haazilleszked́esjóśaǵatmásḱeppenmérjük. Ehhezvegyük
jobbanszem̈ugyrea (2) felület

�
x0 � y0 � lokális sźels̋oért́ekét. Hogy ez a sźels̋oért́ek

mennyire szignifikáns,a pozit́ıv d � EF
�

D2 ért́ek mutatjameg. Ha d kicsi, akkor G
maximuḿategy laposplatón alig kiemelkedveveszifel. Minél nagyobba d, a felület
anńal meredekebb,hegyesebb

�
x0 � y0 � -ban.Ez nemvéletlen,hiszend éppenG-nekaz�

x0 � y0 � -beli Gauss-g̈orbülete, lásd[3, 4].
Húzzunkérintő śıkot a G felület egy

�
x � y� pontj́aban,ésazegyszer̋uśegkedv́eért

tegyük fel, hogyafelületazérint́esipontegy környezet́ebenazérintő śıknakugyanarra
azoldaĺaraesik. (Ez a helyzetpéldául,ha

�
x � y� lokálismaximum.)Ha mostazérintő

śıkot önmaǵavalpárhuzamosanε távolságraeltoljuk afelület felé,akkor afelületetésa
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śık metsźesvonalaközelellipszisalaḱu lesz.A metszetellipsziskis- ésnagytengelýe-
nekfélhossźatemelj̈uk négyzetre,anégyzeteketszorozzuk̈ossze,majdaszorzatotnor-
máljuk le. Mivel mindkét tengelyhosszaε1? 2 nagyśagrend̋u (érintő śıkon vagyunk),a
normálás4ε2-nelvaló oszt́astjelent. (A mágikus4-esszorźo megjeleńeśenekokát lásd
alább.) A Gauss– vagymásḱeppenszorzat– görbületa normált szorzatreciproḱanak
hat́arért́ekeamintε tart a nullához.

A Gaussgörbületetmásḱeppenis szoḱasdefiníalni. A felület
�
x � y� pontj́abanaz

érintő śıkra mer̋olegesegyenestemel̈unk. Ezena normálisonát fektett összesśıkon
meghat́arozzuka felület ésa śık metszet́eneka görbület́et. A görbületekközül a mini-
mális ésa maximális két egymásramer̋olegesśık eset́enfordul elő. A szorzatg̈orbület
enneka két sźels̋oért́ekneka szorzata.Az összeg vagy Minkowskigörbület pediga
minimális ésmaximális görbület összege. Az, hogy a Gaussgörbület két defińıciója
ekvivalensabb́ol következik,hogy limeszbena fenti ellipszisekkis- ésnagytengelyei
éppena maximális illetve minimális görbületet adó śıkokbanvannak,tovább́a ezek
a görbületekannaka hányadosnaka hat́arért́eke, mikor 2ε-t a megfelelő féltengely
hossźanaknégyzet́evel osztjuk. (Innenadódik a fenti 2ε � 2ε � 4ε2 normáló tényező.)
Ha azF

�
x � y� függv́eny által definíalt felület egy pontj́abanazx ésy szerintiparcíalis

derivált is eltünik, akkor abbana pontbana Gauss-g̈orbület

∂2F
∂x2 � ∂2F

∂y2

�A@ ∂2F
∂x∂y B 2 � (4)

egyeźesbenazzal,hogya (2) másodrend̋u G felület
�
x0 � y0 � lokális sźels̋oért́ekébenez

az ért́ek éppenEF
�

D2, hiszenG másodikparcíalis deriváltjai rendreE, F, andD.
Hasonĺoképpenugyanebbena pontbanaMinkowski-görbület

∂2F
∂x2 � ∂2F

∂y2 	 (5)

Mind a Gauss,mind a Minkowski görbület a felület cśucsosśaǵat, hegyesśeǵet méri.
GaussnevezetestételeszerintaGauss-g̈orbületinvariánsafelülethajĺıtgat́asaivalszem-
ben,azta felület bels̋o geometríajameghat́arozza,szoroskapcsolatbanvana felületre
rajzolt háromsz̈ogek sz̈ogösszegével. Ugyanakkor egyik irányban hosszanelnyúló
felületńel a Gauss-g̈orbületmajdnemnulla, független̈ul attól, hogyerremer̋olegesena
felületmennyire meredek.Ilyenkor aMinkowski görbület jobbanhaszńalhat́o a felület
görbültséǵenekméréśere. Eseẗunkbena feldolgozand́o foltok nagyj́aból kör alaḱuak,
ı́gy Pr lokális maximumaibana minimális ésmaximális görbület várhat́oanközelvan
egymáshoz. Követkeźesḱepp a kétfajta görbület ezeken a helyeken egyformán fog
viselkedni.

Az illesztettG felület maximuḿabana görbület egyúttal becsĺestad a P konvo-
lúciós felület görbület́ere is. Minél nagyobbez a görbület, anńal szignifikánsabba
lokálismaximum.Ezazészrevételsugallja,hogyakülönböző sugarakatannakalapj́an
hasonĺıtsukössze,hogymekkoraalokálismaximumbanagörbület.Az optimálissuǵar
a maximális görbületheztartozik: mind kisebbmind nagyobbsuǵarhoztartoźo sz̋urő
ezta maximumotegy kisśe “elkeni,” ésı́gy a görbületkisebblesz.

Ezeka meggondoĺasoka következ̋o eljárástsugallj́ak egy folt helyénekéssugaŕa-
nakbecsĺeśere. Legyenr0 valamint

�
u0 � v0 � azelőzetesenbecs̈ult suǵar illetve közép-

pont. Az r0 körül választunkkülönböző r ért́ekeket. Mindegyikkel elkésźıtjük a folt
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r C 6 12 r C 6 12

5. ábra:MaximumhelyésGauss-g̈orbületahármaśesnégyesfolt eset́en

környékénekaz fr sz̋urővelvaló Pr konvolúcióját.Az
�
u0 � v0 � -ból indulvamegkeress̈uk

azt a rácspontot,ahol Pr -nek lokális maximumavan. Ott a 4. részbenleı́rtak szerint
kiszáḿıtjuk a négyzetesenlegjobbanilleszkedő G másodfoḱu felületet, ésazt, hogy
hol veszifel maximuḿat, illetve hogy ott mekkoraa görbülete. Azt az r-et fogadjuk
el a suǵar közeĺıtéśenek,amelyikrea görbületa lehet̋o legnagyobb,́esazekkor adódó
maximumhelyeadjameg a folt középpontj́at.

Az eljáráseredḿenyétahármaśesnégyessźamú foltokraaz5. ábramutatja.A vı́z-
szintestengelyenazr suǵar fut 6-tól 12-ig. A g-vel jelölt görbeaGauss-g̈orbület,azx
illetve y pediga lokálismaximumhelye.Mindkétesetbenjól láthat́o a görbületmaxi-
mumar � 7 � 6 illetve r � 7 � 7 eset́en,teh́atezekazért́ekekadj́akmeg a foltok sugaŕat.
A hármasfoltnál g, x ésy várakozásainknakmegfelelőenviselkedik: x ésy nagyj́aból
egyenletesennő: miközbena suǵar r � 6-ról r � 12-renő, x mindegy kétharmad,y
pedigegynegyedpixelnyit mozdulel. Eközbena g görbület elősz̈or meredeken nő,
majd a maximumeléréseután meredeken zuhan. A négyesfoltnál x ésy nagyj́aból
folytonosanköveti r-et, x összesenmásf́el pixelnyit, y nagyj́aból egyharmadpixelnyit
mozog;agörbületnekviszontr � 6 � 5-nél egy nagyobb,r � 8 � 8 körül pedigegy kisebb
ugrásavan. Bár azugrásokelleńerea görbületnekjól meghat́arozottmaximumavan,
amiperszeakeresettsugaratis megadja,́altaĺanosesetbenaszakad́asokmiattazeljárás
egyátaĺannem,vagycsakigenkörülményesenalkalmazhat́o.

6. A végs̋o eljárás

A görbületńel adódó szakad́asokokát vizsǵalva nézz̈uk meg egy kicsit pontosabbana
fenti eljárást.Elősz̈or is kiválasztjukazr suǵarhoztartoźo fr sz̋urőt,majdazelőzetesen
becs̈ult rácspontb́ol indulvakeres̈unkegy közeli

�
ur � vr � rácspontothelyet,ahola kon-

volúciósintegrál P̃r közeĺıtő ért́ekéneklokálismaximumavan. Ezut́anmeghat́arozzuk
azta Gr másodfoḱu felületet,amelyaz

�
ur � vr � rácspontnakegy (21 rácspontottartal-

maźo) környezet́ebennégyzetesena legjobbanilleszkedik P̃r -re. Végül kiszáḿıtjuk
Gr -nek a maximuḿat valamint azt, hogy a maximumbanmennyi Gr görbülete. A
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görbületbenakkor tapasztalunkszakad́ast,mikor az
�
ur � vr � -beli lokális maximumép-

penátugrik egyik rácspontb́ol egy másikba.Az illesztettGr felület, mı́g helyesenad
sźamotarról, hogyhol is találhat́o P̃r lokálismaximuma,márnemelégjó ahhoz,hogy
P̃r -neka maximumbeligörbület́et is jól megbecs̈ulje. P̃r görbület́et teh́at közvetlen̈ul
kell kiszáḿıtani. A (4) és (5) képletekszerintehhezelegend̋o P̃r másodikparcíalis
deriváltjainakismerete.

Láttuka2. részvéǵen,hogyhaasz̋urő minden̈utt értelmezvevan(amieseẗunkben
fenńall), akkor P̃r ért́ekét nemcsakrácspontokban,hanemtetsz̋oleges

�
x � y� pontban

tudjuksźaḿıtaniakövetkez̋oképpen:

P̃r
�
x � y��� ∑

i " j # Z2

p
�
i � j � fr � x � i � y � j �D	

Ennekalapj́an P̃r parcíalis deriváltjai a jobb oldal tagonḱentderiváláśaval adódik. Így
P̃r egy parcíalis deriváltja annaka konvolúciónakaz ért́eke, melybena magf̈uggv́eny
az fr sz̋urő megfelelő parcíalisderiváltja. Így például

∂2

∂x2 Pr �E
 p � ∂2

∂x2 fr � illetve
∂2

∂y2 Pr �E
 p � ∂2

∂y2 fr ��	
Ezekneka konvolúcióknakazért́ekepedigtetsz̋olegespontbansźaḿıthat́o.

Tekints̈uk a P̃r függv́enynekaz
�
u � v� pontkörüli Taylor soŕat, ésvegyük abbana

legfeljebbmásodrend̋u tagokat:

P̃r
�
u � x � v � y��! P̃r

�
u � v� � ∂P̃r

∂x
x � ∂P̃r

∂y
y � ∂2P̃r

∂x∂y
xy � 1

2
∂2P̃r

∂x2 x2 � 1
2

∂2P̃r

∂y2 y2 � (6)

P̃r -nekebbenamásodrend̋uközeĺıtéśebenazösszesegyütthat́ot tetsz̋oleges
�
u � v� pont-

banki tudjuksźaḿıtani.

r C 6 12 r C 6 12

6. ábra:MaximumhelyésGauss-g̈orbület iterálásután

Ha
�
u � v� -nekaza pontotválasztjuk,amelyeta 5. részbenismertetetteljárásered-

ményez,akkor P̃r lokális maximuḿanakmég jobb közeĺıtéśet adjaa (6) másodrend̋u
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felületmaximuma.Ebbenamaximumban(6) Gauss-g̈orbülete

∂2P̃r

∂x2 � ∂2P̃r

∂y2

� @ ∂2P̃r

∂x∂y B 2

(7)

jobb közeĺıtéstad P̃r görbület́ere. A 6. ábramutatjaazennekalapj́ansźaḿıtott maxi-
mumhelyetés Gauss-g̈orbületet. A maximumhelye pár sźazadpixellel mozdult el
a négyzetesenlegjobbanilleszkedő felület maximuḿatól, mı́g a görbület ért́eke jól
láthat́oankisimult. P̃r görbület́enekezaközeĺıtéseteh́atmárhaszńalhat́o a folt sugaŕa-
nakmegállaṕıtáśara.

A (6) felület hat együtthat́oja hat konvolúció kiszáḿıtáśat jelenti, melyekbena
magf̈uggv́enyekért́ekeit helybenkell kiszáḿıtani. Amennyibenelfogadjuk,hogy

�
u � v�

megfelelőenjól közeĺıti a lokális maximumot,akkor csaka görbületetkell sźaḿıta-
nunk. A Gauss-g̈orbület eset́en (7) szerintez háromkonvolúciót jelent, mı́g a Min-
kowski görbületeset́en– a konvolúció linearit́asamiatt – ezegyetlenkonvolúcióval is
sźaḿıthat́o:

∂2P̃r

∂x2 � ∂2P̃r

∂y2 � ∑
i " j # Z2

p
�
i � j � � ∂2 fr

∂x2 � ∂2 fr
∂y2 � � x � i � y � j ��	 (8)

7. Összefoglalás

A kitűzött feladat,miszerinthat́arozzukmeg aképentalálhat́o foltok helyét ésnagyśa-
gát pixelnél nagyobbpontosśaggal,a bevet́esbenvázolt módszerrelmegoldhat́o. A
3. részbentárgyaltuk, hogy az fr sz̋urőknek milyen feltételeket kell kieléǵıteniük.
Fix r ért́ek mellett a legjobb illeszked́esta kép ésaz fr sz̋urő konvolúciójánakmax-
imuma adja. A maximumhelyét pixelnél nagyobbpontosśaggalmegkaphatjuk,ha
a konvolúciós felületet egy négyzetesenlegjobbanilleszkedő másodrend̋u felülettel
helyetteśıtjük. Természetesena négyzetesenlegjobbanilleszkedő felület helyetthasz-
nálhatńanka 6. részbenbemutatottakmintájáraazta másodfoḱu polinomot,melynek
együtthat́oi a rácspontbankiszáḿıtott parcíalis deriváltak. A maximumbanmind a
Gauss,mind a Minkowski görbület jó mérősźamaannak,hogymennyire jó az illesz-
ked́es.Azt azr sugaratkell választanunk,amireagörbületmaximális.

A görbület rosszulviselkedhetabbanaz esetben,mikor az r suǵar pár pixellel
kisebba folt valódi sugaŕańal, ésa folt belsej́ebenegyenetlenśegekvannak. Ezért a
követend̋o eljárásaz,hogyr-et nagyobbraválasztjuk,majdaddigcs̈okkentjük, aḿıg a
görbületnő.

Érdekeslennemegvizsǵalni, hogy a p függv́eny, vagyisa kép hibái hogyanmu-
tatkoznaka lokálismaximumilletveagörbület ért́ekében.Szoḱasszerintahibáról fel-
tessz̈uk, hogypixelenḱentfüggetlen,kis sźoráśu, nulla várhat́o ért́ekű normális elosz-
lásb́ol sźarmazik. Elképzelhet̋o, hogya négyzetesenilleszkedő felület kisebbhibával
adja meg a lokális maximumot,mint a harmadrend̋u tagokńal levágott hatv́anysor,
különösenhaa hibanagylehet.

A másodend̋u közeĺıtéstarrahaszńaltuk, hogya konvolúciósfelület lokális maxi-
mumát megkeress̈uk, vagyisolyan

�
u � v� pontot,ahol a felület mindkét parcíalis de-
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riváltjanulla. Elképzelhet̋o, hogyerreegy közvetlen,gyorsalgoritmusis adhat́o, mely
ezekneka parcíalisderiváltaknakexplicit alakj́athaszńalja.

Egy folt sugaŕanakmegállaṕıtáśahoza görbület függv́eny maximuḿat kell meg-
keresni. Ha ehheza (8) szerinti Minkowski görbületethaszńaljuk, akkor (8) anali-
tikusanderiválhat́o, ésa derivált zéróhelýet kell keresni. Egy egyváltoźos függv́eny
zérushelýetnumerikusanjóval egyszer̋ubbmeghat́arozni,mint a maximuḿat. Lehet-e
eztazészrevételtegy haszńalhat́o algoritmusśa fejleszteni?
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