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Absztrakt

Egy sziirke skalaji képen mintegy haromszaz, nagyjabol kor alakd, 10 és 30 pixel
kozdtti atmér6ji folt kdzéppontjat és sugarat kell lehetd legnagyobb pontossaggal
meghatérozni. A feladat nehézségét az jelenti, hogy ellentétben a képfeldolgo-
zasbhan szokasos pixeles pontossaggal, ennél egy nagysagrenddel nagyobbra van
sziikség. A megoldashan kiilonboz6 paraméteri szlir6kkel készitett konvollciok
geometriai tulajdonségait hasznaljuk fel; nevezetesen az illeszkedés josagat a felii-
let lokalis maximumaban mért gorbiilete adja meg. A cikkben az Gjfajta megkdze-
lités elemeit és azok matematikai hatterét ismertetjik.

1. Bevezetés

Egy tipikus képfeldolgozasi feladatban egy képen megadott, vagy a megadotthoz ha-
sonl6 alakzatot kell keresni. Gyakran elegend6 csak azt eldénteni, hogy a minta egyal-
talan megtalalhato-e a képen. A legtdbb ismert eljaras a minta dsszes el6fordulasat
par pixeles pontossaggal meg is adja. Esetiinkben képenként tdbb mint haromszaz,
nagyjabél kor alak( folt sugarat és helyét kellett pixelnél nagyobb pontossaggal meg-
allapitanunk. A feladatot a kdvetkez& modszer szerint kivanjuk megoldani. Elséként
definialjuk mintaknak egy egyparaméteres sokasagat: minden sz6bajovo r sugarra egy
mintét, ami leirja azt, hogyan néz ki egy tipikus r sugari folt. Ezek utan egy gyors,
heurisztikus modszerrel megkeressiik az 6sszes folt kdzéppontjat és sugarat par pixel
pontossaggal. Minden sugarra megkeressiik, hogy ehhez a sugarhoz tartozé minta hol
illeszkedik a legjobban a becstilt kozéppont kdzelében, majd kivalasztjuk azt a sugarat
és a hozzatartozo kdzéppontot, ahol ez az illeszkedés a lehetd legjobb. A tovabbiakban
ennek megvalositasa soran felmeriild problémakat ismertetjiik azzal egyiitt, hogyan
oldottuk meg illetve hogyan keriiltiik meg a problémat.

Foltok helyének kozelit§ meghatarozasa nem igényel a képfeldogozasban ismert
és hasznalt modszereken talmutatd Otletet, igy annak ismertetésétél eltekintiink. A
2. részben foglaljuk 6ssze mindazt a szlikséges elSismeretet, amit a sz{ir6krdl és a kon-
vollciorol — a képfeldolgozas alapveté modszereir6l — fel fogunk hasznalni. A 3. rész
taglalja, hogyan kell megvalasztani a kiilonb6z8 sugarakhoz tartoz6 mintékat, tovabba
hogyan kereshetjiik meg a foltok kdzéppontjat pixel pontossaggal. A kdzéppontokat
pixelnél nagyobb pontossaggal a 4. részben hatarozzuk meg. Az 5. rész az r sugar



meghatarozasaroél sz6l. Mig fix sugar mellett a legjobb illeszkedés helyét a konvollcios
felulet lokélis maximumai szolgaltatjak, addig kiilonbdzd sugarak mellett a lokalis
maximum értéke nem tiikrozi vissza, hogy mennyire jo az illeszkedés. Ennek mérésére
a konvolucios feliilet masik jellemzgjét, a maximumban mért gorbiletet hasznaljuk.
Kideriil azonban, hogy a lokalis maxiumum helyét megfelelé pontossaggal becsiilé
eljaras tal nagy hibat vét a gébiilet esetében. A 6. részben megmutatjuk, hogyan lehet
mas modszerrel, megfeleld pontossaggal a gorbiiletet is szamitani. Az utolso 7. részben
osszefoglaljuk a feladat megoldasat, és néhany nyitva maradt kérdést vetiink fel.

2. Szlrok

A képfeldolgozas soran a leggyakrabban hasznalt modszer sz(irék alkalmazésa [2, 6].
A képet egy p(x,y) kétvaltozos valos sikon értelmezett fliggvénynek tekintjiik; a fligg-
vény értéke a kép (x,y) pontbeli szine. Mivel fekete-fehér képrél van szo, a szin
egy 0 és 1 kozotti valos szam, ahol 0 jelenti a feketét, 1 pedig a fehéret. A p(x,y)
fliggvényrdl feltessziik, hogy a sik megfeleléen nagy tartomanyan (vagy akar a teljes
sikon) értelmezve van, és mindazon feltételeknek eleget tesz, amik biztositjak hogy a
felhasznalt tételek igazak legyenek (példaul p akarhanyszor derivalhato, vagy négyze-
tesen integralhato, stb). A feldolgozando6 képen a p fliggvénynek az egész koordinatajl
racspontok egy téglalap alak( részén felvett értékeit talaljuk valamekkora hibaval. A
hiba természetével és a kép min8ségének javitasaval (zajsz(irés, kontrasztjavitas) nem
foglalkozunk.

Egy sz(ir6 mindenitt értelmezett, sima, négyzetesen integralhatd f fiiggvény, ami
rendszerint, de nem feltétleniil még centralszimmetrikus is (vagyis f (x,y) = f(—x, —y)
minden x, y valos szamparra). Az f-et eltoljuk az (u,v) pontba, majd az eltolt és tiik-
rozott f-fel mint sllyal atlagoljuk a p képet:

P(u,v) :/R2 p(x,y) f(u—x,v—y)dxdy. @

Ez az Ugy nevezett konvolQcios integrél a p(x,y) kétvaltozos fiiggvényhez a P(u,v)
kétvaltozos fliggvényt rendeli; szokasos még a P = (p, f) jeldlés is. Konnyd latni,
hogy (p, f) szimmetrikus: (p, f) = (f, p), valamint mindkét argumentumaban lineéris,
példaul {p,c1 1+ cafz) = cap, f1) + c2{p, f2). Az f sz(ir§ a konvollcid magfliiggveé-
nye.
A o sz6rash (kétdimenzids) Gauss-sz(ird az alabbi fliggvény:
_ %4y

Go(X,y) = ——-e 20° .
Szokés szerint a konstanst (gy valasztottuk meg, hogy a sz(ird teljes sikon vett in-
tegrélja (vagyis a sz(ir6 L1 normaja) éppen 1 legyen. El6szeretettel hasznalnak kis
szOrési Gauss-sz(r6t a kép hibainak csokkentésére; nagyobb szorasi sz(ir6vel a képet
“lagyitani” lehet, vagyis az éleket elmosni (blurring). Még nagyobb szorasi Gauss-
sziirgvel vett konvol(cio értéke jol méri egy képpont kdrnyezetének atlagos sziirkesé-
gét. Példaul az élesitésnek (sharpening) hivott kontrasztjavito eljarasnal a kép (u,v)



pontbeli értéket gy modositjuk, hogy az ottani atlagtol val6 eltérés ¢ > 1-szeresére
ndjon. Az atlagot egy o1 szorast Gauss-sziir6vel vald konvollcio adja meg, az (u,v)
pontbeli értéket pedig egy o2 szorasl Gauss-sz(ird (persze g1 nagyobb mint 02). A

kontrasztjavito eljaras eredménye az (u,v) pontban:

<paG01> +c- (<p,G(;2) - <paG01>) = <p7 (1 - C)Gcl +CG02)7

felhasznalva a konvolici6 linearitasat. A javitas tehat egyetlen konvolGcioval is sza-
molhat6. A két Gauss-sz(ir6 kiilonbsége (gy néz ki, mint egy mexikoi kalap (1. abra).

1. bra: Két Gauss-sz(ird kiilonbsége

Gyakorlatban a szamitasok gyorsitasa érdekében a sziirket egészen kis méretdi,
egész érték(i matrixszal kozelitik. A kontrasz névelésére példaul az alabbi 3 x 3-as
matrixot szokés hasznélni kiilénboz6 ¢ konstansokkal:

-1 -1 -1
-1 c -1
-1 -1 -1

Visszatérve a (p, f) konvolGciora, ennek (u,v)-beli értékét gy is tekinthetjlik, mint
annak a mértékét, hogy ebben a pontban p mennyire hasonlit az f sz(ir6hdz. Nézziik
ugyanis p valamint f eltolt (és tlikrozott) képe kdzotti kiilonbség négyzetes integraljat

a teljes sikon:

/ (p(x,y) — flu—x,v— y)) dxdy =
/p dxdy+/f x,y) dxdy —2(p, f).

A jobb oldalon az els6 két integral értéke fiiggetlen az (u,v) ponttol, tehat a négyze-
tes eltérés a konvollcid (—2)-szeresétdl csak egy additiv konstansban tér el. Minél
nagyobb tehat a konvolici6, annél jobban hasonlit a p az f sz(ir6fuggvényre. A kon-
vollcibnak ezt a tulajdonséagat kihasznélva tudunk egy képen adott mintahoz hason-
16 alakzatokat keresni. A mintat felvessziik sz(ir6nek; ahol a konvolGcionak (lokéalis)
maximuma van és értéke meghalad egy bizonyos kiisz6b6t, ott varhaté a minta meg-
jelenése. Természetesen az eljaras csak az adott minta eltoltjait tudja csak megtalalni.
Szerencsére esetlinkben a keresendd alakzatok forgasszimmetrikusak, igy nem kellett
a minta elforgatasabol adodd problémaval kiiszkddniink.



Gyakorlatban a konvol(ci6 kiszamitasa numerikus integralast jelent. A p fliggvény
értékét csak egész helyeken ismerjiik (és ott is csak valamilyen hibaval), ezért az in-
tegralt az integralando fliggvény racspontokon felvett értékeinek dsszegeként kozelit-

juk: N
P(uv) ~Puv) =Y pi,)f(u—iv—j).
i,jez?
Az f sz(ir6 altalaban mindeniitt (és nem csak a racspontokon) van definialva, tehat P
értékét tetszbleges (u,v) pontban, és nem csak a racspontokon tudjuk szamitani.

3. Lokalis maximum keresése pixel pontossaggal

Egy feldolgozand6 kép tipikus részletét lathatjuk az 2. &bra bal oldalan. A jobb oldalon
a kiemelt rész haromdimenzios képe lathato; a foltokat a kés6bbi utalasok kedvéért
megszamoztuk.

2. abra: A feldolgozand6 kép és részének 3D képe

A keresend6 alakzatok nem homogeén foltok, hanem gyakran gy(r( alakGak, melyeket
egy nagyon keskeny, a hattérnél vilagosabb csik vesz kériil. Az egyes szama (bal alsd
sarokban talalhato6) folt kdzepén is megfigyelhet6 egy krater. A foltok hozzavet6leges
helyét és sugarat egy gyors, heurisztikus algoritmussal megkeressiik. Ezutan vesziink
egy r sugarhoz tartozo f; sz(ir6t, és a kdzéppont becsiilt helyéb6l indulva megkeressiik
azt a legkdzelebbi (u,v) racspontot, ahol a

Pr(u,v) =5 p(i, j) fr(u—i,v—1)
1]

kozelité osszegnek lokalis maximuma van. Amennyiben mind a sugarat, mind a folt
helyét megfelel8en jol becsiiltik meg, a lokalis maximum helye j6 kozelitést ad a
kdzéppontra.

Mint az el6z8 részben lattuk, az ideélis f; sz(ir6 megegyezik az r sugari folt alak-
javal. A foltok valamilyen fizikailag lIétez6 objektumok képei, t0l nagy véltozatossagot



mutatnak, &s nincs is ra esély, hogy valamilyen szép fuggvénnyel le tudjuk 6ket irni.
Ezért olyan f, sz(r6t hasznalunk, amely egyrészt analitikusan kezelhet8, masrészt j6l
hasznalhato a folt kdzéppontjanak és sugaranak meghatérozasara. Ez azt jelenti, hogy
a sz(ir6 viszonylag nagy és egyenletes meredekség(i a folt szélének kdrnyékén — vagyis
az orig6tol r tavolsagban —, attol tavolabb és az origd kdrnyezetében pedig lényegé-
ben vizszintes kell legyen. Minél meredekebb a sz(ir6, annal jobban kiemelkedik az
illeszkedés helye. Ugyanakkor tUl meredek sz(ir6 mar tllsdgosan érzékeny a pontos
r értékre és a folt szabalyos alakjara: kicsit eltérd sugar vagy bizonytalan alak( folt
esetén a lokalis maximum nagyon eltolodhat az igazi kbzépponthoz képest.

Tovabbi problémat okoz, hogy nem egyetlen sz(ir6t kell megadnunk, hanem min-
den szobajovd r sugarra egyet—egyet. Kiilonbdzd sz(ir6k altal adott eredményeket kell
Osszevetniink, ami azt jelenti, hogy a sz(ir6ket megfeleléen kell normalni. De milyen
normat valasszunk? A kép atlagos sziirkeségét azok a sz(ir6k tartjak meg, melyek L1
norméja (a tejes sikon vett integrélja) éppen 1. Ha viszont a konvoliciot gy tekintjik,
mint ami a kép és a sz(ir6 kdzotti négyzetes eltérést méri, akkor a sz(ir6k L, normajat
kellene egyenldvé tenniink. Persze esetiinkben nem sziikségképpen a négyzetesen
legjobban kozelitd sz(ir6 illeszkedig legjobban. Ennek oka a folt alakjaban mutatkoz6
bizonytalansag és a folt kdzepén megjelend egyenetlenség. A norma megfeleld meg-
vélasztasanak kérdését megkeriilhetjiik, ha az f, sz(ir6t f; megfeleléen felnagyitott
képének valasztjuk: fr(u,v) = f1(u/r,v/r). Ekkor ugyanis f; tetszéleges norméja f1
megfelel normajanak r2-szerese. Ennek a vélasztasnak hatranya viszont, hogy f,-nek
sugar tavolsagban mért meredeksége linearisan fligg r-t8l: minél nagyobb a sugar, a
sz({ir annal kevéshé érzékeny kis elmozdulasokra.

1

0.4

0.5 1 1.5 2

3. &bra: A sziir6t generald (1 — x8/4)e"<4 fiuggvény gréfja

A keresett foltok kdrszimmetrikusak, tehat sz(ir8ink is azok lesznek. Az el§z8 ér-
velésnek megfelelen f,-et Ugy valasztjuk, hogy egy valos egyvaltozos ¢ (x) fliggvényt
r-szeresére nyUjtva megforgatunk az y tengely koril:

fr(U,V) = ¢(ﬂ)

¢-nek olyan fliggvényt kell valasztani, mely a 0 kdrnyékén nagyjabol konstans, az 1-



hez kdzeledve meredeken csokken, majd nem sokkal 1 folétt gyorsan belesimul az x
tengelybe. Az altalunk vélasztott

8
000 = (1-F)e ™
fliggvény x ~ 0,7-ig vizszintesen halad, onnan elindul lefelé. x = v/2 ~ 1,18 kérill
atmetszi az x tengelyt, 1,5 folétt pedig mar elenyészéen kicsi (3. abra). A kis negativ
tartomany a folt korili keskeny vilagosabb savnak felel meg. A tovabbi elemzéseket
erre fliggvényre tessziik; kovetkeztetéseink azonban mas sz(ir6kre is igazak.
Alkalmazva az f; sz(ir6t az r = 7,5 értékkel, a kapott fellilet haromdimenzios képét
a 4. bra mutatja. Jol lathatok a markéns siivegek, melyek cslcsa felel meg a kon-
volGcio6 lokalis maximumainak, vagyis a csiicsok koordinatai adjak meg a foltok kdzép-
pontjait. A sz(ir eltiintette az eredeti képen a foltok kdzepén talalhatd bemélyedéseket,
a folt egyenetlenségeit és bizonytalansagokat.

e

4. &bra: A kép r = 7,5 paraméter( sziir6 alkalmazésa utan

A P = (p, f;) konvolicio lokalis maximumait — vagyis a stivegek csicsait — pixel
pontossaggal egyszer{ien meghatarozhatjuk. A maximumhoz elegend&en kdzelrdl in-
dulva racspontokon Iépkediink. Minden Iépésben a racspontnak olyan szomszédjaba
megyiink, ahol a P konvolicié nagyobb értéket vesz fel. Amikor megakadunk, meg-
talaltuk a lokélis maximumot. Az algoritmus gyorsithat6 ha példaul minden Iépésben
elészor abban az iranyban probalkozunk, amit az el8z8 lépésben hasznaltunk. Robosz-
tusabba is tehet6 az algoritmus, ha lépésenként az 6sszes kodzvetlen (vagy masod-,
harmad-) szomszéd koziil valasztjuk ki a maximalisat.



4. Nagyobb pontossag felulet illesztésével

AP, ={p, f;) konvolici6 lokalis maximumainak helyét pixelnél nagyobb pontossaggal
is megbecsilhetjiik. Tegylk fel, hogy az (uo, Vo) racspontban P, értéke nagyobb, mint
a kdrnyezd racspontokban. A Py (ug + X, vo +Y) fliggvényt egy

G(x,y):A+Bx+Cy+ny+%Ex2+%Fy2 (2)

alak{ masodfoka felulettel kozelitjuk, és Pr lokalis maximumat (up + Xo, Vo + Yo)-lal
becsiiljik, ahol (xo,Yo0) az a hely, ahol G(x,y) a lehet& legnagyobb.

Szokas szerint G egydtthatoit Ugy hatarozzuk meg, hogy P (Uo+X,Vo+Y) és G(X,Y)
eltérésének négyzetdsszege az origd kdriili néhany racspontban a lehetd legkisebb le-
gyen. Ha 4 ezen racspontok halmaza, akkor a minimalizaland6 kifejezés

(G(i, j) = Py (i+ Uo, j + Vo)) >
(.hea

Ennek az A, B, C, D, E és F egyiitthatok szerinti parcialis derivaltjai el kell tiinjenek.
Ez hat linaris egyenlet az ismeretlen egyiitthatokra, amib6l azok meghatarozhatok.
Amennyiben az 4 halmaz szimmetrikus mind a két tengelyre, az egyenletrendszer
harminchat egytitthat6jabol 24 nulla lesz, és az egyenletrendszer akéar kézzel is kdnnyen
megoldhato.

Az 4-ra j6 valasztas pédaul az a 21 elem(i halmaz, ami az orig6 korili 5-szor 5-0s
racsnégyzet pontjaibol all annak négy sarkat kivéve:

y

A G(x,y) egyutthatoinak meghatarozésa utan megkeressiik G maximumat. Ezt ab-
ban az (xo,yo) pontban veszi fel, ahol az G-nek x és y szerinti parcidlis derivaltja eg-
yarant elt(inik:

oG oG

N +Dy+Ex=0, ayC+x+y0

Az egyenletrendszer megoldasa

CD-BF BD —-CE

“EF-p2’ YT EF_D2° @)

Xo

A nevezdben 4ll6 d = EF — D? érték a G mésodfoka feliilet fontos jellemz6je. Ennek
el6jele azonositja a felllet tipusat a (3) szerinti (xo, o) pontban. Ha d pozitiv, G-nek az



(X0, Yo) pontban vagy abszollt maximuma vagy abszolit minimuma van, attol figg&en,
hogy E (és vele egyutt F) negativ vagy pedig pozitiv. Ha d nulla vagy negativ, akkor
G-nek egyatalan nincs lokalis széls6értéke, és igy speciélisan (Xo,Yo) sem lehet az.
Mindezeket dsszerakva a P; konvol{cio lokalis maximumanak meghatarozasara az
alabbi algoritmust kapjuk. Az (ug, Vo) racspont meghatarozasa utan az 4 racspontok-
ban négyzetesen legjobban illeszkedd G masodfok feliilet (2) szerinti egyitthatoit ki-
szamitjuk. Ha a feliilet d = EF — D2 diszkriminansa nulla vagy negativ, az illesztett fe-
liletnek (uo, Vo) kdrnyékén nincs szélséértéke, ami az jelenti, hogy a P, konvolGcionak
sincs itt szignifikans maximuma. Ha d pozitiv, a (3) alapjan szamitott (xo,yo) pont-
ban van G-nek széls6értéke. Még érdemes ellendrizni, hogy xo és yo abszol(t értékben
kisebb 1-nél (tulajdonképpen az 1-hez vagy —1-hez kézeli érték sem igazéan elfogad-
hatd). Ha igy van, az (up -+ Xo,Vo + Yo) pont a Py lokélis maximumanak jo kdzelitése.

5. A sugar meghatarozasa — Gauss gorbulet

Amennyiben ismerjiik az r sugarat, az el6z8 pontban ismertetett eljarassal a folt kozép-
pontjat mar megfeleld pontossaggal meg tudjuk hatarozni. Feladatunk tehét r megha-
tarozésa.

Mint lattuk, a Pr konvol(cio az f; sz(ir6 és a kép négyzetes eltérését méri. Termé-
szetesen adodik, hogy azt az r-et fogadjuk el a sugar értékének becslésére, amire P,-nek
eléz8 pontban leirt algoritmus szerint szamitott lokalis maximuma a lehet6 legnagyobb.
A tapasztalat szerint azonban ez nem miikddik: a lokalis maximumban felvett érték r-
ben nagyon enyén, de monoton csokken. Ennek oka els8sorban az, hogy a foltok alakja
r-rel nem linearisan valtozik, mig az f, sz(ir6ket f1-bdl linearis nagyitassal kapjuk. igy
az optimalis r sugar esetén f; mar nem feltétlenil illeszkedik négyzetesen a lehet6
legjobban.

Megoldasként egyik lehetéség az, hogy az f; szlir6ket masképp definialjuk. Példaul
nagyszamu foltrol statisztikéat készitve probaljuk meg azok tipikus alakjat meghataroz-
ni — ehhez viszont a statisztikaban részt vevd foltok pontos sugarat tudnunk kell. Ha
ezt a trividlisnak egyatalan nem tiind problémat megoldottuk (példaul klaszterezéssel
csoportositjuk a nagyjabél egyforma sugar( foltokat), (jabb problémaval kerilink
szembe: a sz{ir6ket normalni kell. Tokéletes alaki sz(r6 és hiba nélkili p(x,y) értekek
esetén persze a sz(ir6k L, normajat kell egyenl6vé tenni. A mérési hibak hatasat az
L1 norman keresztiil tudjuk kontrollalni. Mivel az L1 és L, norma teljesen mas, a
normalést ismét az adatok alapjan kell beéallitani.

Masik lehet&ségiink az, ha az illeszkedés josagat masképpen mérjiik. Ehhez vegyiik
jobban szemiigyre a (2) feliilet (xo,Yo0) lokalis széls6értékét. Hogy ez a szélséérték
mennyire szignifikans, a pozitiv d = EF — D? érték mutatja meg. Ha d kicsi, akkor G
maximumat egy lapos platon alig kiemelkedve veszi fel. Minél nagyobb a d, a felulet
annal meredekebb, hegyesebb (Xo,Yo)-ban. Ez nem véletlen, hiszen d éppen G-nek az
(xo,Yo)-beli Gauss-gorbiilete, lasd [3, 4].

Hazzunk érint6 sikot a G feliilet egy (x,y) pontjaban, és az egyszeriiség kedvéért
tegytuik fel, hogy a feliilet az érintési pont egy kdrnyezetében az érint& siknak ugyanarra
az oldaléra esik. (Ez a helyzet példaul, ha (x,y) lokalis maximum.) Ha most az érint6
sikot dBnmagéval parhuzamosan € tavolsagra eltoljuk a feliilet felé, akkor a feliiletet és a



sik metszésvonala kozel ellipszis alaki lesz. A metszet ellipszis kis- és nagytengelyé-
nek félhosszat emeljiilk négyzetre, a négyzeteket szorozzuk éssze, majd a szorzatot nor-
maljuk le. Mivel mindkét tengely hossza £1/2 nagysagrend(i (érint6 sikon vagyunk), a
normalas 4&2-nel valo osztéast jelent. (A magikus 4-es szorzd megjelenésének okat lasd
alabb.) A Gauss — vagy masképpen szorzat — gorbiilet a normalt szorzat reciprokanak
hatérértéke amint € tart a nullahoz.

A Gauss gorbuletet masképpen is szokas definialni. A feliilet (x,y) pontjaban az
érint6 sikra mer6leges egyenest emeliink. Ezen a normalison &t fektett dsszes sikon
meghatarozzuk a felllet és a sik metszetének a gorbiletét. A gorbiletek kdzil a mini-
malis és a maximalis két egymasra mer6leges sik esetén fordul el§. A szorzatgorbiilet
ennek a két szélséértéknek a szorzata. Az osszeg vagy Minkowski gérbiilet pedig a
minimalis és maximalis gorbiilet 6sszege. Az, hogy a Gauss goérbiilet két definicioja
ekvivalens abb6l kdvetkezik, hogy limeszben a fenti ellipszisek kis- és nagytengelyei
éppen a maximalis illetve minimalis gorbiiletet ado sikokban vannak, tovabba ezek
a gorbiiletek annak a hanyadosnak a hatarértéke, mikor 2e-t a megfeleld féltengely
hosszanak négyzetével osztjuk. (Innen adodik a fenti 2¢- 2e = 42 normald tényez6.)
Ha az F(x,y) fiiggvény altal definialt fellilet egy pontjaban az x és y szerinti parcialis
derivalt is eltlinik, akkor abban a pontban a Gauss-gorbiilet

OF O (0%F 7 "
ox2  ay? oxay ) ’
egyezéshen azzal, hogy a (2) masodrend(i G feliilet (xo,Yyo) lokalis széls6értékében ez
az érték éppen EF — D?, hiszen G masodik parcialis derivaltjai rendre E, F, and D.
Hasonloképpen ugyanebben a pontban a Minkowski-gorbiilet
0°F | 0°F

Mind a Gauss, mind a Minkowski gdrbiilet a fellilet csicsossagat, hegyességét méri.
Gauss nevezetes tétele szerint a Gauss-gorbulet invarians a fellilet hajlitgatasaival szem-
ben, azt a feliilet bels§ geometridja meghatarozza, szoros kapcsolatban van a feliiletre
rajzolt haromszogek szdgodsszegével. Ugyanakkor egyik iranyban hosszan elnyGlo
feluletnél a Gauss-gorbiilet majdnem nulla, fliggetlendl attol, hogy erre merdlegesen a
felilet mennyire meredek. llyenkor a Minkowski gorbilet jobban hasznalhato a felilet
gorbultségének mérésére. Esetlinkben a feldolgozand6 foltok nagyjabdl kor alaklak,
igy Pr lokélis maximumaiban a minimalis és maximalis gérbiilet varhatdan kozel van
egymashoz. Kdvetkezésképp a kétfajta gorbiilet ezeken a helyeken egyformén fog
viselkedni.

Az illesztett G fellilet maximumaban a gorbilet egydttal becslést ad a P konvo-
llcibs feliilet gorbuletére is. Minél nagyobb ez a gorbilet, annal szignifikansabb a
lokalis maximum. Ez az észrevétel sugallja, hogy a kiilonb6z8 sugarakat annak alapjan
hasonlitsuk dssze, hogy mekkora a lokalis maximumban a gorbiilet. Az optimalis sugar
a maximalis gorbiilethez tartozik: mind kisebb mind nagyobb sugarhoz tartozo sz{ir6
ezt a maximumot egy kissé “elkeni,” és igy a gorbiilet kisebb lesz.

Ezek a meggondolasok a kdvetkezd eljarast sugalljak egy folt helyének és sugara-
nak becslésére. Legyen rg valamint (up,vo) az el6zetesen becsiilt sugar illetve kdzép-
pont. Az ro korll valasztunk kiilonbdzé r értékeket. Mindegyikkel elkészitjik a folt
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5. dbra: Maximumbhely és Gauss-gorbiilet a harmas és négyes folt esetén

kornyékének az f; sziirével valo Py konvollciojat. Az (uo,vo)-bol indulva megkeressiik
azt a racspontot, ahol P;-nek lokélis maximuma van. Ott a 4. részben leirtak szerint
kiszamitjuk a négyzetesen legjobban illeszkedd G méasodfok( feliiletet, és azt, hogy
hol veszi fel maximumat, illetve hogy ott mekkora a gorbiilete. Azt az r-et fogadjuk
el a sugar kozelitésének, amelyikre a gorbiilet a lehetd legnagyobb, és az ekkor adodd
maximum helye adja meg a folt kozéppontjat.

Az eljaras eredményét a harmas és négyes szam foltokra az 5. abra mutatja. A viz-
szintes tengelyen az r sugar fut 6-t61 12-ig. A g-vel jeldlt gérbe a Gauss-gorbiilet, az x
illetve y pedig a lokalis maximum helye. Mindkét esetben jol lathato a gorbiilet maxi-
mumar = 7,6 illetve r = 7,7 esetén, tehat ezek az értékek adjak meg a foltok sugarét.
A harmas foltnal g, x és y varakozasainknak megfelel&en viselkedik: x és y nagyjabol
egyenletesen né: mikozben a sugar r = 6-rél r = 12-re nd, x mindegy kétharmad, y
pedig egynegyed pixelnyit mozdul el. Ekdzben a g goérbiilet el8szér meredeken né,
majd a maximum elérése utdn meredeken zuhan. A négyes foltnal x és y nagyjabol
folytonosan kdveti r-et, x dsszesen méasfél pixelnyit, y nagyjabol egyharmad pixelnyit
mozog; a gorbiiletnek viszont r = 6,5-nél egy nagyobb, r = 8, 8 koriil pedig egy kisebb
ugrasa van. Bar az ugrasok ellenére a gorbiletnek jél meghatarozott maximuma van,
ami persze a keresett sugarat is megadja, altalanos esetben a szakadasok miatt az eljaras
egyatalan nem, vagy csak igen koriilményesen alkalmazhat6.

6. A Vvégsd eljaras

A gorbiiletnél adodo szakadasok okat vizsgalva nézziik meg egy kicsit pontosabban a
fenti eljarast. El8sz0r is kivalasztjuk az r sugarhoz tartozo f, szlr6t, majd az el6zetesen
becsiilt racspontbol indulva kerestink egy kozeli (uy,vy) racspontot helyet, ahol a kon-
voliicios integral P; kozelitd értékének lokalis maximuma van. Ezutan meghatarozzuk
azt a G, méasodfoku feliiletet, amely az (ur, V) racspontnak egy (21 racspontot tartal-
mazo) kdrnyezetében négyzetesen a legjobban illeszkedik Pr-re. Veégiil kiszamitjuk
Gy-nek a maximumat valamint azt, hogy a maximumban mennyi G, gérbiilete. A
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gorbuletben akkor tapasztalunk szakadast, mikor az (ur,vy)-beli lokalis maximum ép-
pen atugrik egyik racspontbél egy masikba. Az illesztett G, feliilet, mig helyesen ad
szamot arrol, hogy hol is talalhato P; lokalis maximuma, mar nem elég jo ahhoz, hogy
P;-nek a maximumbeli gorbiiletét is jol megbecsiilje. P; gorbiiletét tehat kozvetlendil
kell kiszamitani. A (4) és (5) képletek szerint ehhez elegendd P, mésodik parcialis
derivaltjainak ismerete.

Lattuk a 2. rész végén, hogy ha a sz(ir6 mindeniitt értelmezve van (ami esetiinkben
fennall), akkor P, értékét nem csak racspontokban, hanem tetszéleges (x,y) pontban
tudjuk szdmitani a kovetkez&képpen:

By = 3 Pl f(x—iy— ).

i,jez?

Ennek alapjan P, parcialis derivaltjai a jobb oldal tagonként derivalasaval adodik. igy
Pr egy parcialis derivaltja annak a konvolUcionak az értéke, melyben a magfiiggvény
az f; szlir@ megfeleld parcialis derivaltja. Igy példaul
02 02 . 02 02

Ezeknek a konvoldcioknak az értéke pedig tetszGleges pontban szamithato.

Tekintsiik a P; fliggvénynek az (u,v) pont koruli Taylor sorat, és vegyiik abban a
legfeljebb masodrend( tagokat:

o 0P 9%P 10%F; ,

Pr(u+x,v+y) ~ Pr(u,v) + T Ty 2o

X +}62|5r 2

(6)

P -nek ebben a méasodrend(i kozelitésében az dsszes egyiitthatot tetsz6leges (u,v) pont-
ban ki tudjuk szamitani.

| |
r=6 12 r=6 12

6. dbra: Maximumbhely és Gauss-gorbulet iteralas utan

Ha (u,v)—nelf az a pontot valasztjuk, amelyet a 5. részben ismertetett eljaras ered-
ményez, akkor P; lokalis maximumanak még jobb kdzelitését adja a (6) masodrend(i
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feliilet maximuma. Ebben a maximumban (6) Gauss-gorbulete
°h 0% (%R’ @
ox2  ay? oxay

jobb kézelitést ad P; gérbiiletére. A 6. abra mutatja az ennek alapjan szamitott maxi-
mumbhelyet és Gauss-gorbiletet. A maximum helye par szazad pixellel mozdult el
a négyzetesen legjobban illeszked6 fellilet maximumatol, mig a gorbiilet értéke jol
lathatoan kisimult. P, gorbiiletének ez a kozelitése tehat mar hasznalhato a folt sugara-
nak megallapitasara.

A (6) felulet hat egyitthatdja hat konvolicid kiszamitésat jelenti, melyekben a
magfiiggvények értékeit helyben kell kiszamitani. Amennyiben elfogadjuk, hogy (u,v)
megfelel8en jol kozeliti a lokalis maximumot, akkor csak a gorbiiletet kell szamita-
nunk. A Gauss-gorbilet esetén (7) szerint ez harom konvolUci6t jelent, mig a Min-
kowski gorbilet esetén — a konvollcid linearitasa miatt — ez egyetlen konvolGcioval is
szamithato:

%P %P

e + 32 = z D(I,J)(W

i,jez2

%f,  0°f, . .
+6—y2)(x_l’y_1)' (8)

7. Osszefoglalas

A Kit(izdtt feladat, miszerint hatarozzuk meg a képen talalhat6 foltok helyét és nagysa-
gat pixelnél nagyobb pontossaggal, a bevetésben vazolt modszerrel megoldhatd. A
3. részhen targyaltuk, hogy az f; szlir6knek milyen feltételeket kell kielégitenilk.
Fix r értek mellett a legjobb illeszkedést a kép és az f, sz(r6 konvollci6janak max-
imuma adja. A maximum helyét pixelnél nagyobb pontossaggal megkaphatjuk, ha
a konvoldcibs felulletet egy négyzetesen legjobban illeszkedd masodrend( felilettel
helyettesitjilk. Természetesen a négyzetesen legjobban illeszkedd fellilet helyett hasz-
nalhatnank a 6. részben bemutatottak mintajara azt a masodfok( polinomot, melynek
egylitthatoi a racspontban kiszamitott parcialis derivaltak. A maximumban mind a
Gauss, mind a Minkowski gorbiilet j6 mér8szama annak, hogy mennyire j6 az illesz-
kedés. Azt az r sugarat kell valasztanunk, amire a gorbiilet maximalis.

A gorbiilet rosszul viselkedhet abban az esetben, mikor az r sugar par pixellel
kisebb a folt valodi sugaranal, és a folt belsejében egyenetlenségek vannak. Ezért a
kovetendd eljaras az, hogy r-et nagyobbra valasztjuk, majd addig csokkentjik, amig a
gorbilet ng.

Erdekes lenne megvizsgalni, hogy a p filiggvény, vagyis a kép hibai hogyan mu-
tatkoznak a lokalis maximum illetve a gorbiilet értékében. Szokés szerint a hibarol fel-
tessziik, hogy pixelenként fliggetlen, kis sz6rast, nulla varhaté értékd normalis elosz-
lashol szarmazik. Elképzelhetd, hogy a négyzetesen illeszkedd fellilet kisebb hibaval
adja meg a lokalis maximumot, mint a harmadrend( tagoknal levagott hatvanysor,
kildnosen ha a hiba nagy lehet.

A masodend( kdzelitést arra hasznaltuk, hogy a konvollcios felilet lokalis maxi-
mumat megkeressik, vagyis olyan (u,v) pontot, ahol a feliilet mindkeét parcialis de-
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rivaltja nulla. Elképzelhet6, hogy erre egy kdzvetlen, gyors algoritmus is adhat6, mely
ezeknek a parcialis derivaltaknak explicit alakjat hasznalja.

Egy folt sugaranak megéllapitasdhoz a gorbilet fliggvény maximumat kell meg-
keresni. Ha ehhez a (8) szerinti Minkowski gorbiiletet hasznaljuk, akkor (8) anali-
tikusan derivalhato, és a derivalt zérohelyét kell keresni. Egy egyvaltozos fiiggvény
zérushelyét numerikusan joval egyszer{ibb meghatarozni, mint a maximumat. Lehet-e
ezt az észrevételt egy hasznalhat6 algoritmussa fejleszteni?
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