Kovezések, elhelyezések és fedések a
hiperbolikus térben
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1. Bevezetés

A cikk f6 témédja a H" hiperbolikus térbeli egybevagd konvex testekkel valé elhe-
lyezések és fedések stirtisége. Err6l a témardl tovabbi informécid taldlhaté a L.
Fejes Toth [28] és K. Boroczky, Jr. [17] monografidkban, és G. Fejes Toth, W.
Kuperberg [26] attekintd cikkében.

Miutdn az E” euklidészi térbeli elhelyezések €s fedések tulajdonsagait is atte-
kintjiik, a f6 fogalmakat mind a két térre definialjuk. Jelolje B(x, r) az x kozepd, r
sugart gdmbot, és V() a térfogatot. A késdbb felléps hanyados tereken indukalt
mértéket is V (-)-vel jeloljiik az egyszerliség kedvéért. Legyen K egy konvex test
[E"-ben vagy H"-ben. K egybevagd példanyainak halmazét elrendezésnek hivjuk,
ha minden kompakt halmazt csak véges sok példany metsz, és 1étezik R, hogy
barmely R sugard gomb belemetsz valamely példanyba. Az elrendezés elhelyezés
(kitoltés), ha a példanyok belsejei paronként diszjunktak, és fedés, ha a példanyok
unidja a teljes tér.

Az E" euklidészi térben a témakor nagyon jol kidolgozott (1asd példaul C.A.
Rogers [54], L. Fejes T6th [30] vagy G. Fejes Toth és W. Kuperberg [26]). Ro-
viden attekintjiik a legfontosabb eredményeket. A K konvex test egybevagd pél-
ddnyai egy ¢ elrendezésének Ay (C) felsG ill. A_(C) alsé stirlisége tetszGleges
rogzitett x € E" pontra
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Miutdn nagy gombok felszine elhanyagolhat6 a térfogathoz képest az euklidészi
térben, nem nehéz beldtni, hogy a jobb oldali limsup és liminf nem fiigg az x
véalasztasatol. Az is igaz, ha megadunk E” egy olyan 2 cellafelbontdsat konvex
poliéderekre, hogy a celldk beirt gdomb sugaraira létezik pozitiv alsé, a koriil-
irt gdmb sugaraira 1étezik felsd korlat, akkor a celldkbeli stirtiségekre adott felsé
becslés Ay (C)-ra is felsG becslés, és a celldkbeli stirtiségekre adott alsé becslés
A_(C)-rais alsé becslés. Tehat ha minden celldban ugyan az a A a siirtiség, akkor
A=A (c)=A_(C).

Ezek utdn a 6(K) elhelyezési siirliség a A, (C) értékek szuprémuma K egy-
bevagé példanyainak Gsszes ¢ elhelyezésére, és a O(K) fedési siirtiség a A_(C)
értékek infimuma K egybevdgd példanyainak Osszes ¢ fedésére. Ismert, hogy
l1étezik olyan £ elhelyezés és 7 fedés K egybevagd példanyaival, hogy

. Yez V(GNB(x,r))
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Tovébba 8(K) = 1 ill. 9(K) = 1 pontosan akkor, ha K egybevdgd példanyaival
kikdvezhetd a tér.

A hiperbolikus térben nagy gdmbdok felszine 1ényegében ardnyos a térfogattal,
ezért a fenti tulajdonsdgokat nem lehet az euklidészi esethez hasonléan bizonyi-
tani. Koriilbeliil két évtizedig kitartott a remény, hogy egy iigyes bizonyitds elve-
zet majd ezekre a tulajdonsagokra, kiilonosen azok utan, hogy L. Fejes T6th [27]
bizonyos celldkra vonatkoz6 siirliségbecsléseket igazolni tudott a hiperbolikus si-
kon is (lasd 5. Fejezet). Végiil Boroczky K. [12] éppen itt a Matematikai Lapok-
ban mutatta meg, hogy a hiperbolikus sikon 1éteznek elhelyezések és fedések egy-
bevago korokkel, melyekre egyaltalan nem teljesiilnek a fenti tulajdonsagok, azaz
nem létezik a stirségnek az euklidészit masold defnicidja a hiperbolikus sikon. A
[12]-beli példdk magasabb dimenzids véltozatait V.S. Makarov [40] irta le. Ezek
utdn a hiperbolikus elhelyezések és fedések elmélete tobb szalon fejlodott. Egy-
részt a silirliségtdl kiillonbozé mennyiségek extremalitdsat vizsgdltdk intenziven
(1asd 4. Fejezet). A stirliség esetén az elsd természetes problémdék a cellarendsze-
rekbeli stirliség becslése (1asd 5. Fejezet), és a véges elrendezések siirtisége (1asd
6. Fejezet). Bar periddikus elrendezésekre mar kordbban sikeriilt kiterjeszteni
a sliriség definicidjat analitikus ezkozokkel, ennél dltalanosabb elrendezésekre
csak a XXI. szdzadban sikeriilt (l4sd 6. Fejezet). Ezen témak el6készitéséiil a
2. Fejezetben éttekintjiik a hiperbolikus terek kovezéseit, és a 3. Fejezetben pedig
a Dirichlet-Voronoj és a Delone kovezések keriilnek ismertetésre.
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2. Kovezések

A H" n-dimenziés hiperbolikus térben az x és y pontok tavolsdgat d(x,y) jeloli.
Kovezésen H"-beli (kiilonboz8) konvex poliéderek egy olyan 2 csalddjat értjiik,
melyre

o P clemei lefedik H"-t;
e barmely kompakt halmazt ?-nek csak véges sok eleme metsz;
e P barmely két elemének metszete k6zos lap.

A kovezést periddikusnak hivjuk, ha a szimmetria csoportja szerinti faktora kom-
pakt (1asd J.G. Ratcliffe [52], vagy Molnar E., Prok 1., Szirmai J. [43]). Mésszdval
l1étezik olyan konvex poliéder (dn. alaptartomany), melynek a szimmetriacsoport
szerinti képei kikovezik a teret. A periddikussdg ekvivalens olyan p > 0 és x € H
1étezésével, melyekre a B(gx, p) gombok lefedik a teret, ahogy g végigfut 2 szim-
metria csoportjanak elemein. Az un. Selberg lemma (lasd J.G. Ratcliffe [52])
szerint ebben az esetben taldlhat6 olyan kompakt hiperbolikus sokasag, melyen ?
egy véges kovezést indukal.

A hiperbolikus sik egyik meghatarozé tulajdonsaga, hogy "exponencidlisan”
tagul, ahogy egy rogzitett pontjatdl tivolodunk. Ez az észrevétel talan segit megér-
teni, hogy szabdlyos haromszogekkel valé kovezésben a csiicsok foka tetszdleges
nagy lehet. Pontosabban legyenek p €s g olyan pozitiv egészek, melyekre

! + ! < l 3)

p q 2
Miutdn a hiperbolikus sikon egy p-szog szogeinek Gsszege kisebb (p — 2)m-nél,
nem nehéz belatni a kovetkez6 kovezés 1étezését. A kovek szabdlyos egybevagd
p-szogek, és minden csticsban g ko taldlkozik (l1asd az 1. dbrata p =3, g =7
esetrOl, és a 2. 4brét, ahol a kdvezés a dudlisdval, a p =7 és g = 3 esettel egyiitt
lathat6). Konnyen lathat6, hogy a fenti kovezések a hiperbolikus sikon mind pe-
riédikusak Megjegyzem, ha l + l = é, akkor az euklidészi sikon, ha pedig

- + 7> 2 és p,q > 3, akkor a gombfeluleten létezik hasonl6 kovezés. Ha p = 3,
akkor C. Bavard, K.J. Boroczky, 1. Prok, L. Vena, G. Wintsche [3] tetszlleges
q > 7-re megkonstrudlta a legkisebb teriiletli olyan kompakt hiperbolikus feliile-
tet, mely szabdlyos hdromszogekkel kovezhetd, €s minden csticsban g hdromszog
talalkozik. Z. Luci¢ és E. Molnar [39] igen sok alapvetd eredményt bizonyit,



1. abra.

példéul osztilyoztdk a szabdlyos sokszogekkel valé uniform (csucstranzitiv) ko-
vezéseket.

A hiperbolikus sikot nagyon sokféleképpen lehet periodikusan kévezni (1asd
példaul L. Fejes T6th [28], vagy J. Molnér [46]). Ezzel egyiitt el6fordulhat, hogy
egy konvex sokszog egybevagd példanyaival ki lehet kovezni a hiperbolikus sikot,
de ez sehogysem tehetd meg periodikus médon. Ilyen konvex sokszoget el6szor
Boroczky K. [12] konstrudlt, késébb G.A. Margulis, S. Mozes [41] a sikban, és
V.S. Makarov [40] magasabb dimenzids terekben taldlt tovabbi példakat. Meg-
jegyzem, hogy mai napig nyitott probléma, hogy az euklidészi sikon is 1étezik-e
hasonlé tulajdonsdgi konvex sokszog.

A sikbeli kovezések sokfélesége utan talan meglepd, hogy a legaldbb harom
dimenzids hiperbolikus terek koziil egyediil a harom és négy dimenzidst lehet egy

2.2 2

szabalyos poliéder egybeviagé példanyaival kovezni. Ezek leirdsdhoz bevezetem
az Un. Schlifli szimbdélumot, mely tetszdleges dllandé gorbiiletd térbeli szaba-
lyos poliéder egybevigo példdnyaival torténd kovezés megadasara a legaltaldno-
sabban haszndlt jelolés. Egy ilyen kovezésben egy adott csticsbdl kiindulé élek
végpontjai szintén szabdalyos poliédert alkotnak, mely egybevigdsag erejéig nem
fligg a csucs vélasztasatol, és a kovezés csucsalakzatdnak hivjuk. Tovdbb4 min-
den csucsra az 6t tartalmazé kovek koriilirt gomb (kor) kozéppontjai is valamely
szabdlyos poliéder csucsai, és ezen utobbi egybevagd szabalyos poliéderek alkot-
jak az Gn. dudlis kovezést. Megjegyzem, hogy a (k — 1)-dimenzids gombfeliilet
kovezései megfelelnek a k-dimenzids szabdlyos poliédereknek (melyek minden
allandé gorbiiletd térben 1éteznek). Ezek utan a minket érdekld kovezések a kovet-



2. abra.

kez6képpen adhatdak a Schlifli szimbdlum segitségével a dimenzidra vonatkozd
indukcidval. Ha a sikban a kovek p-szogek €s a csticsalakzatok g-szogek, akkor a
kovezés Schlafli szimb6luma (p,q). Példaul a gombfeliileten (azaz ha 1% + é > %)
a (3,3) a szabdlyos tetraédert, a (4,3) a kockdt, az (5,3) a dodekaédert, a (3,4)
az oktaédert és a (3,5) az ikozaédert hatdrozza meg. Harom dimenzidban, ha a
kovek maguk (p,q), a csticsalakzatok (g,r) szimb6lumhoz tartoznak, akkor a ko-
vezés Schlifli szimbdluma (p,q,r) (itt a g kozos érték a kovek egy csdcsba futd
éleinek a szdma). Példaul a négy dimenzids szabalyos poliéderek (azaz a harom
dimenzids gombfeliilet kovezései) és Schlifli szimbdlumaik a (3,3,3) szimplex, a
(4,3,3) hiperkocka, a (3,3,4) keresztpoliéder, a (3,4, 3) 24-cella, az (5,3,3) 120-
cella, és végiil a (3,3,5) 600-cella. Az utolsé harom poliéder elnevezése a hiper-
lapok (azaz a megfeleld harom dimezids gombfeliileti kovezés kdveinek) szdmat
adja meg. H-ban a kovetkezd Schlifli szimbSlumi kovezések léteznek: (3,5,3),
(4,3,5), (5,3,4), (5,3,5). Négy dimenzidban, ha a kovek Schlifli szimb6luma
(p,q,r), akkor a csicsalakzatok a (g, r,s) szimb6lumhoz tartoznak valamely s-re,
és a kovezés Schlifli szimbéluma (p, g, r,s). H*-ben a kovetkezd Schlifli szimbé-
lumi kovezések 1éteznek: (3,3,3,5), (5,3,3,3), (4,3,3,5), (5,3,3,4), (5,3,3,5).
Megjegyzem, barmely dimenzidban a dudlis kdvezés Schlifli szimbdluma egy-
szerlien az eredeti Schlifli szimb6lum szdmjegyei sorrendjének megforditasaval
kaphatd.

A Boroczky-féle gombelhelyezésekre vonatkoz6 szimplex korldt miatt (1asd
K. Borocezky [13]) fontos a szabalyos szimplexekkel torténd kovezés. A legalabb
hidromdimenziés hiperbolikus terekben ilyen csak egy van, a H*-beli (3,3,3,5)



kovezés, mely 2r oldalhosszu szabalyos szimplexekkel torténik, ahol chr = @
Ennek dudlisa, melynek csicsai a szimplexek koriilirtgombkozéppontjai, a 120-
cellakkal val6 (5,3,3,3) kovezés.

A H*-beli kovezések koziil még a (5,3,3,5) valt igen nevezetessé. Itt egy k&
olyan 120-cella, melynek egy megfeleld szimmetriacsoport szerinti képei kikove-
zik a teret. Pontosabban M.W. Davis [21] konstruélt hiperbolikus sokasdgot ennek
a 120-cella megfeleld oldalpérjainak parositdsdval. A Davis-féle 4-sokasag f6bb
tulajdonségait J.G. Ratcliffe és S. Tschantz [53] irta le.

Magasabb dimenzids kovezések leirdsa megtaldlhaté H.S.M. Coxeter klasszi-
kus [19] konyvében (ami a nem kompakt poliédereket is targyalja). Ezen cikk
szempontjai szerint igen hasznos olvasmdny J. Szirmai [55]. Tovébbi tulajdonsa-
gokért lasd példaul a L. Németh [50] vagy 1. Vermes [56] cikkeket, illetve Molnar
E., Prok 1., Szirmai J. [43] irodalomjegyzében szereplé miiveket.

3. Dirichlet-Voronoj cellarendszer és Delone harom-
szogelés

Ebben a fejezetben adott 2 ponthalmazhoz rendeliink két klasszikus kovezést,
melyeknek gombelrendezések esetén igen jelentls szerepiik van. Feltessziik, hogy
barmely kompakt halmaz ?-nek csak véges sok elemét tartalmazza, és 1étezik
olyan pozitiv R, hogy barmely R sugart gomb tartalmazza 2 valamely elemét.

Barmely p € # pont D), Dirichlet-Voronoj celldjat a kovetkez6képpen defini-
aljuk. Legyen D), azon x € H" pontok halmaza, melyekre d(x, p) < d(x,q) teljesiil
barmely g € P esetén. Természetesen D), fiigg magatdl 2 -t6l is, de ezt nem szokas
jelolni.

Adott p-t6l kiilonboz6 g € P-re a d(x, p) < d(x,q) egyenlStlenséget kielégitd
pontok halmaza azon p-t tartalmaz6 féltér, melyet a pg szakasz felez6merdlegese
hatarol. Tehat D), az ilyen félterek metszete, azaz konvex. A P-re adott feltétel
miatt D, C B(p,R). Ebbdl az is kovetkezik, hogy D, a # azon (p-tdl kiilonbozd)
elemeihez tartoz6 félterek metszete, melyek p-t8l vald tdvolsdga legfeljebb 2R,
vagyis D, egy poliéder. Egy Dirichlet-Voronoj cella D), lapstruktiraja visszatiik-
rozi ?-nek p koriili pontjainak geometrigjat. Ha F' egy k-dimenzids lap, akkor
talalhaté ?-nek n+ 1 — k olyan pontja, melyek nincsenek egy (n — k)-dimenzids
altérben, és a tdliik egyenld tavolsagra 1évo pontok halmaza az F altal kifeszitett
k-dimenzids altér.

A Dirichlet-Voronoj celldk egyiittese nyilvan a tér egy kovezését adja. Koénnyen



lathat6, hogy barmely két metsz6 cella metszete egy kozos lap. Ha 2 barmely két
pontjanak tdvolsiga legaldbb 2r, r > 0, akkor B(p,r) C D, minden p € P esetén.

A P-hez tartoz6 Delone kovezés a fenti Dirichlet-Voronoj cellarendszer dua-
lisa, melyet B.N. Delone definidlt [22] cikkében. Egy H"-beli gombot nevezziink
ires gdmbnek, ha a belseje nem tartalmaz 2-beli pontot, de a hatdra tartalmazza
2-nek olyan legaldbb n+ 1 pontjdt, melyek nincsenek egy (n— 1) dimenzids altér-
ben. Vegyiik észre, hogy hogy az iires gombok kdzéppontjai a Dirichlet-Voronoj
celldk csucsai. Minden iires gombhoz rendeljiik hozza azt a konvex poliédert,
melynek csucsai a P-nek a gdmb hatdran 1év6 pontjai. Az igy kapott tn. Delone-
cellak alkotjdk a Delone kovezést. Bar nem trividlis, de azért viszonylag konnyen
lathat6, hogy valéban kovezést kaptunk, és ismét barmely két metsz6 cella met-
szete egy kozos lap. Ha minden egyes Delone-celldt szimplexekre osztunk a cella
egy rogzitett csicsdbdl kiindulé 4tlok segitségével, akkor H"-t lapokban csatla-
kozé6 szimplexekre bonthatjuk. Barmely ilyen kovezést Delone haromszoglésnek
hivunk. Megjegyezziik, hogy mig a Delone kdvezés egyértelmiien rendelddik
P -hez, a Delone haromszoglés fligg attél, hogyan osztjuk szimplexekre a Delone-
celldkat.

A 2. 4bra a hiperbolikus sik szabédlyos haromszogekkel val6é kovezését mutatja
hetedfoku csucsokkal. Ha a pontrendszer a haromszogek csticsaibdl all, akkor a
Dirichlet-Voronoj celldk a szabélyos hétszdgek, a Delone celldk pedig a szabédlyos
haromszogek.

Természetesen, ha a kindul6 pontrendszer periodikus volt, akkor a kapcsol6do
Dirichlet-Voronoi cellarendszer és Delone cellarendszer is periddikus. Tovabba
ilyenkor mindig 1étezik periodikus Delone haromszogelés is. Ha valamely kom-
pakt hiperbolikus sokasdgot H" szimmetridinak (izometridinak) egy olyan cso-
portja hatdroz meg, mely invaridnsan hagyja a pontrendszert, akkor konnyen l4t-
hat6 (lasd példdul J. Horvath és A H. Temesvari [33]), hogy a pontrendszer ter-
mészetesen bedgyazddik a sokasdgba, és H" barmely fenti periodikus kovezése a
kompakt sokasdg egy kdvezését hatarozza meg.

A Dirichlet-Voronoj és Delone kdvezések egybevagd gombokkel valé elhe-
lyezések és fedések esetén jutnak nagy szerephez. Elhelyezések esetén igen sok
eredmény hétterében all L. Fejes To6th [27] (sikbeli eset) és K. Boroczky [13]
(térbeli eset) kovetkezd, Dirichlet-Voronoj celldkra vonatkozé becslése. Tekint-
siik 7 sugard gombok egy elhelyezését, és legyen x egy gombkodzéppont. Ekkor
x Dirichlet-Voronoj celldjdnak barmely k-dimenzids lapjdnak az x-tSl valé tavol-
sdga legalabb akkora, mint a (n — k)-dimenziés 2r élhosszd szabdlyos szimplex
koriilirt kore. Ez a becslés nem javithaté H"-ben semmilyen n > 2-re és r > O-ra.
Tovébb4, ha az elhelyezés egy szabdlyos sokszdgekkel (n = 2) vagy 120-cellakkal
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(n=4)vald (5,3,3,3) kovezés beirt koreibdl ill. gombjeibdl all, és minden csics-
ban n+ 1 ko taldlkozik (lasd 3. dbra), akkor a kovek a Dirichlet-Voronoj celldk, és
minden Dirichlet-Voronoj cellalapra éles a becslés.

4. Szoliditas, telitettség, szorossag

Ebben a fejezetben olyan fogalmakat targyalunk, amelyekkel megkeriilhetd a sti-
riiség definicigjanak problémaja.

Fejes Toth Laszlotol (1asd [29]) ered a kovetkezd definicid. Egy K konvex test
egybevagd példanyaival vald elhelyezést szolidnak hivjuk, ha beldle véges sok
példany atrendezésével csak az eredetivel egybevagd mdédon kaphatunk elhelye-
z€st. Hasonldan K egybevagd példanyaival valé fedést szolidnak hivjuk, ha beldle
véges sok példany dtrendezésével csak az eredetivel egybevagé médon kaphatunk
fedést.

A hiperbolikus sikon a 21/3 szogli szabélyos p-szogekkel val6 kovezés (tehat
p > 7) beirt ill. koriilirt korei szolid elhelyezést ill. fedést alkotnak (lasd 3. és
4. abra). Ezt L. Fejes Té6th [29] bizonyitotta haromszogkorlatjara alapozva (1asd

3. abra.

még M. Imre [34]). L. Fejes T6th [29] azt is sejtette, hogy a fenti korelhelyezés-
bdl egy kort kivéve, a maradék elhelyezés is szolid. Ezt a sejtést A. Bezdek [4]
igazolta k > 8-ra (lasd még L. Fejes Toth [32] megjegyzéseit). Ennek a sejtésnek
p =7 esete még ma is nyitott.

Magasabb dimenziéban gombok esetén csak két eredmény ismert szoliditds-
r6l. Tekintsik H*-ben a 120-celldkkal valé (5,3,3,3) kovezését. Ekkor a kovek
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4. abra.

beirt gdbmbjei, melyek r sugarara chr = @ teljesiil, szolid elhelyezést alkotnak
K. Boroczky [13] szimplexkorldtja alapjan. Tovabba ha K olyan konvex poliéder,
melynek egybevigd példanyaival egybevagdsag erejéig pontosan egyféle mdédon
kovezhetd H", akkor a kovezés nyilvan szolid elhelyezés és szolid fedés is.

A szolid elhelyezések definicidjat természetes modon ki lehet terjeszteni olyan
korelhelyezésekre, melyekben tobb fajta kor is szerepel. G. Fejes Toth [24] latta
be, hogy tobb ugynevezett félig szabdlyos (masképp Archimédészi) kbvezés beirt
korei is szolid elhelyezést alkotnak.

A szoliditds fogalmanak hidnyossdga, hogy nem minden K konvex testnek
létezik szolid elhelyezése vagy fedése. Példdul ha K’ a 21/3 szogii szabélyos
p-szdgekkel val6 kovezés beirt kore, és K-t kis sapka ratételével kapjuk K’'-bél,
akkor K-nak nem léteznek szolid elhelyezései.

G. Fejes Toth, G. Kuperberg, W. Kuperberg [25] a H"-beli K konvex test egy-
bevago példanyaival valé elhelyezést teljesen telitettnek hivja, ha beldle véges sok
példanyt kivéve nem lehet eggyel tobb példanyt visszatenni ugy, hogy elhelyezést
kapjunk. Hasonléan K egybevigd példanyaival valo fedést teljesen telitettnek
hivja, ha beldle véges sok példanyt kivéve nem lehet eggyel kevesebb példanyt
visszatenni Ugy, hogy fedést kapjunk. A K barmely szolid maximalis elhelyezése
ill. minimalis fedése teljesen telitett (ha az elhelyezést nem nem lehet kiegésziteni
Ujabb példannyal, vagy a fedésnél minden példanyra sziikség van). G. Fejes T6th,
G. Kuperberg, W. Kuperberg [25] sejtette, hogy barmely H"-beli K konvex test
egybeviagé példanyaival 1étezik teljesen telitett elhelyezés és szolid fedés. A sej-
tést L. Bowen és Ch. Radin [10] igazolta ergodikus elhelyezések felhasznaldasdval



(1asd 7. Fejezet).

Az euklidészi térben konnyen lathatd, hogy egy tetszoleges konvex test szolid
vagy teljesen telitett elhelyezése legstiribb, és szolid vagy teljesen telitett fedése
legritkabb. Meglepd médon L. Bowen és Ch. Radin [10] mddszereivel konstru-
alhat6 olyan poliéder, melynek egybevdgd példanyaival egyrészt kovezhetd H”,
madsrészt létezik olyan teljesen telitett elhelyezése ill. fedése is, amelyek egyike
sem kovezés. S6t ennek a teljesen telitett elhelyezésnek a siirisége barmely szoba-
J6hetd értelemben kisebb, mint egy, ill. a fedés siiris€ége nagyobb, mint egy. Azaz
a hiperbolikus térben teljesen telitett elhelyezés nem biztos, hogy legsiiriibb, és
teljesen telitett fedés nem biztos, hogy legritkdbb, ellentétben az euklidészi térrel.

Egy masik, szintén Fejes To6th Lasz16t6] eredd fogalom a szorossdg (1asd L.
Fejes Toth [31] ekvivalens, de eltérd definicigjaval). H"-ben K konvex test egybe-
vago példanyaival valo elhelyezés szorossaga a példdnyok altal kihagyott helybe
irhat6 gdombok sugarainak szuprémuma. Ha K egy r sugard gomb, €s a szoros-
sadg p, akkor r + p a gombkozéppontok és a hozzdjuk tartozd Dirichlet-Voronoj
cellak csdcsai kozotti tdvolsagok szuprémuma. Ebbdl kovetkezik, hogy a sik a
21/3 szogli szabilyos p szogekkel vald kovezése, ill. H*-nek 120-cellakkal vald
(5,3,3,3) kovezése a beirt korokkel ill. gombokkel legkisebb szorossédgi elhelye-
z€st indukal.

Végiil Molnar Jozsef vezette be a kovetkezd fogalmat (1asd példaul J. Hor-
vith, A.H. Temesvari [33]). Adott R > r > 0 esetén, az r sugari korok elhely-
zése kielégiti a R tagassagi feltételt, ha barmely korkozépponttdl a sajat Dirichlet-
Voronoj celldja csucsai legaldbb R tavolsdgra vannak. Legyenek p és g olyan po-
zitiv egészek, melyek kielégitik (3)-t, tehat H? kovezhets szabalyos p-szogekkel
€s g-adfoku csucsokkal. Legyen r), , a p-szdgek beirt koreinek a sugara, és R, 4
a kortilirt korok sugara. Ekkor az r,, sugard, R, , tdgassagi feltételt kielégit6
korelhelyezések koziil a szabdlyos kovezés adja a legkisebb szorossdgit. Ilyen
modon barmely sikbeli szabédlyos kovezés szolgéltat extremalis elhelyezést.

5. Siirtiségbecslések cellarendszerekre vonatkoz6an

Adott H"-beli G gombelrendezés és C konvex test esetén a G slriisége C-re vo-
natkozdan
YpecV(BNC)
V(C)

(itt G véges is lehet). Legyen T egy szabdlyos szimplex H"-ben, és legyen 2r
az élhossz, és R a koriilirt gdmb sugara. Ha T minden cstcsaba r sugard gom-

“4)
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bot tesziink, akkor elhelyezést kapunk, és o(r)-rel jeloljiik ennek stirtiségét T-re
vonatkoz6an. Tovdbba ha T minden csicsdba R sugard gombot tesziink, akkor
a gombok fedik 7-t, és O(R)-rel jeloljiik ennek stirtiségét T-re vonatkozdan. Az
alabbiakban gombelrendezésekrdl lesz sz6, és a Dirichlet-Voronoj vagy Delone
cellakat a gdmbok kozzéppontjaihoz rendeljiik hozza.

A hiperbolikus elrendezések vizsgalatat Fejes Toth Laszl6 kezdte (14sd klasszi-
kus [28] konyvét). L. Fejes Téth [27] belétta, hogy a hiperbolikus sikon r sugard
korok tetszoleges elhelyezése esetén az elhelyezés strtisége legfeljebb o(r) bar-
mely Dirichlet-Voronoj cellara vontakozdan. Tovabb4, ha a korok éltal kimaradé
részbe nem lehet tovabbi r sugari kort helyezni, akkor az elhelyezés stirlisége leg-
feljebb o(r) barmely Delone celldra vontakozdan is. Ezeket az eredményeket az
elhelyezésekre vonatkozé haromszogkorldtnak hivjuk. Ezek a becslések nyilvan
élesek, ha a korok a 21m/3 szogl szabélyos sokszogekkel val6 kovezés beirt korei
(lasd 3. dbra). Mds r esetén J. Molnar [45] javitotta kismértékben a hdromszog-
korlatot. Maga o(r) az r-nek monoton novekvé fiiggvénye, melynek hatarértéke
a végtelenben % Tovébbd, ha r nulldhoz tart, akkor o(r) hatarértéke %, az euk-
lidészi haromszogkorlat egybevagd korokkel valo elhelyezésekre.

Egybevigo korok egyéb szabdlyos elhelyezéseit J. Molnar [46] vizsgdlta. Kii-
16nb6z6 sugart korok elhelyezéseire J. Molnér [47] adott becslések megfeleld
cellakra vonatkozdan.

Magasabb dimenziéban Boroczky Karoly latta be az un. szimplexkorldtot
H.S.M. Coxeter sejtését igazolva, lasd K. Boroczky és A. Florian [15] azn =3 és
K. Boroezky [13] az n > 4 esetben. Eszerint H"-beli r sugard gombok tetszdle-
ges elhelyezése esetén az elhelyezés sirtisége legfeljebb o(r) barmely Dirichlet-
Voronoj celldra vontakozéan. Ha n > 3 akkor becslés pontosan akkor éles, ha
n =4, és az elhelyezés a 120-celldkkal val6 (5,3,3,3) kovezés beirt gombjei-
bol 4ll. Magasabb dimenzi6 esetén akkor ismert, hogy G(r) az r-nek monoton
novekvo fliggvénye, ha n = 3 (Iasd K. Boroczky €s A. Florian [15]), vagy ha n
nagyon nagy (1asd T.H. Marshall [42]).

Fedések esetén csak sikban 1éteznek eredmények, igaz, akkor kétféle defini-
céval is igazoldsra keriilt haromszogkorldt. Mindkét eredmény H? tetszbleges r
sugaru korokkel valé fedése esetén a Delone haromszogeket tekinti, €s persze fel-
tessziik, hogy barmely kompakt halmaz csak véges sok kort metsz. A fenti (4)
definici6 szerint Boroczky K. [14] ldtta be, hogy a siiriség legaldbb 9(r) barmely
Delone celldra vonatkozéan. Ennek az eredménynek a bizonyitdsa igen bonyolult.
Konyvében L. Fejes Toth [28] egy egyszerlien bizonyithatd, és sok alkalmazas-
hoz elégséges becslést latott be. Legyen T egy Delone hiromszog, és legyenek
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o, 3,7 a haromszog szogei. Ekkor a T-hez hozzarendelt siirliség az r sugard kor
o, B,v szogl korcikkjeinek Osszteriiletének és T teriiletének a hanyadosa. Errdl
igazolta L. Fejes T6th [28] hogy legaldbb O(r). Maga O(r) az r-nek monoton
csokkend fiiggvénye L. Fejes T6th [28] szerint, melynek hatarértéke a végtelen-

ben 12, Tovébbd, ha r nullhoz tart, akkor 9(r) hatdrértéke 2%, az euklidészi

haromszogkorlat egybevigd korokkel valé fedésekre.

6. Siiridségbecslések véges elhelyezésekre és fedésekre

A Dirichlet-Voronoj és a Delone cellarendszerekre valé becslések elvezetnek vé-
ges térfogatd hiperbolikus sokasagokon valé gombelhelyezésekre és fedésekre
valé stirtiségbecslésekhez. Barmely X n-dimenziés hiperbolikus sokasaghoz 1é-
tezik egy : H" — X sziirjektiv leképezés, mely barmely p € H" egy kis kornye-
zetében izometria Tp egy kornyezetére. Masszoval X valamely diszrét szimmetri-
acsoport szerinti faktora a H"-nek, és ® a hanyadosleképezés. Egy X-be dgyazott r
sugard gombon valamely B(x,r) C H" képét értjitk, amennyiben 7 injektiv B(x, r)
belsején.

Elhelyezések esetén legyen X egy tetszbleges n dimenzids véges térfogati hi-
perbolikus sokasdg. Az el6zd fejezetbeli Fejes Toth-féle haromszogkorlatbdl il-
letve a Boroczky-féle szimplexkorldtbol kovetkezik, ha X tartalmaz k darab elhe-
lyezést alkoté r sugari bedgyazott gdmbot, akkor V(X) > k-V(B(x,r))/o(r). T.H.
Marshall [42] belatta, hogy o(r) > 2-05%+0(") Masrészt G.A. Kabatjanskii, V.1.
Levenstein [35] becslésébdl kovetkezik, hogy V (X) > k- V (B(x,r)) - 20399n+o(n),
mely ezek szerint erésebb becslés a szimplexkorlatndl nagy n-re.

A szimplex korlét esetén egyenlGség, azaz V(X) = k-V(B(x,r))/o(r) a ko-
vetkez0 esetekben teljesiil. Ha n = 2, és a korelhelyezés a 2mw/3 szogi szabdlyos
sokszogekkel valé kovezés beirt koreibdl szarmazik, vagy n = 4, és a gombelhe-
lyezés a 120 celldkkal valé (5,3,3,3) kovezés beirt gombjeibdl szarmazik.

Fedések esetén csak a két dimenzids esetben ismert becslés. Ha X egy kom-
pakt hiperbolikus feliilet, mely lefedhet$ k bedgyazott r sugard korrel, akkor Bo-
roczky K. [14] vagy L. Fejes Toth [28] haromszdgbecslésébdl is kovetkezik, hogy
X felszine legfeljebb k- V(B(x,r))/0(r). Egyenl&ség pontosan akkor teljesiil, ha
a korfedés a 2m/3 szogi szabélyos sokszogekkel valé kovezés koriilirt koreibdl
szarmazik.

A kétdimenzios korelhelyezéses €s korfedéses eredmények kozos altaldnosi-
tdsa az un. Momentum Tétel hiperbolikus feliileteken (ldsd B. Orvos—Nagyné
Farkas [51]).
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A hiperbolikus sokasdgokon valé gombelhelyezésekre adott szimplexkorlat-
nak jelent8s szerepe van e sokasdgok térfogatdra adott als6 becslésekben. Egy
X véges térfogatu sokasag p injektivitdsi sugara a maximalis sugara az X-be be-
dgyazhaté gomboknek. A szimplexkorldt szerint V(X) > V(B(x,p))/o(p). Itt
egyenlGség pontosan akkor teljesiil, ha n = 2, és X egy 2m/3 szogli szabélyos 6m-
sz0g, m > 2, oldalazonositdsaibdl szarmazik. A megfeleld oldalazonositasok 1é-
tezését C. Bavard [2] ldtta be. Altdban az injektivitdsi sugarat konnyebb becsiilni,
mint a térfogatot. Igy a Boroczky-féle szimplex korldt igen sok esetben vezetett
rendkiviil j6 alsé korldthoz hiperbolikus sokasagok térfogatdra, akdr a minimu-
mot is megadva a megfeleld sokasdgosztalyban (lasd példaul C. Adams [1], ill. R.
Kellerhals [36] és [37]).

A tovabbiakban H"-beli véges elrendezések stiriségét vizsgaljuk. Tetszbleges
dimenzidban csak Molndr J. [44] eredménye ismert. Ha P egy H"-beli poliéder,
akkor tetszSleges F (n—2)-lapjanal fekvd dihedralis szog az F -t tartalmazé két hi-
perlap bels szoge. Ha a P poliéderben minden dihedralis szoge legfeljebb 2m/3,
akkor [44] médszere szerint r sugard gombok barmely P-beli elhelyezésének si-
riisége P-re vonatkozdan legfeljebb o(r). Egyenl&ség pontosan akkor teljesiil, ha
egy P-beirt gombiink van, és vagy n =2, és P egy 2m/3 szdgl szabélyos sok-
szdg, vagy n = 4, chr = @, és P egy szabdlyos 120 cella. Az eredmény a
Fejes Toth-féle haromszogkorlat illetve a Boroczky-féle szimplexkorlat egyszert
alkalmazdsa.

Végiil hiperbolikus sikbeli eredményeket tekintiink. K. Bezdek [5] latta be,
ha egy kor tartalmaz legaldbb két r sugard kort, akkor az r sugart korok slirlisége
a nagy korhoz képest legfeljebb \/% A becslés nem mindig teljesiil tetszSleges
konvex sikidomban vett korelhelyezésre nagy r esetén, de K. Bezdek [6] taldlt egy
elég dltalanos csaladjat konvex sikidomnak, amelyekben teljesiil a becslés (lasd
még K. Boroczky, Jr. [16]). Megjegyezziik, hogy a hiperbolikus haromszog-
korldt o(r) nagyobb \/%-nél, az euklidészi haromszogkorlatnal elhelyezésekre.
Masrészt K. Boroczky, Jr. [18] mutatta meg, ha egy kort lefed legaldbb két r su-
garu kor, akkor az r sugari korok Osszteriiletének és a lefedett kor teriiletének
hanyadosa legalabb % Ez az eredmény is éltalanosithaté megfelel6 konvex sik-

idom fedésére, de nem teljesiil tetszéleges konvex sikidom fedésére nagy r esetén.
Megjegyezziik a hiperbolikus haromszogkorlat O(r) kisebb %-nél, az euklidészi
haromszogkorlatnél fedésekre. Nyitott probléma, hogy ha a (4) definiciét hasznal-
juk egy kornek legaldbb két r sugara korrel valo fedésére, akkor az r sugart korok
stirtisége a lefedett korre vonatkozéan legalabb 8(r)-e.
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7. Periodikus és ergodikus elrendezések siiriisége

Legyen K konvex test R"-ben. Ebben a fejezetben olyan eredményeket targya-
lunk, melyek mégis lehet6vé teszik egy az euklidészihez hasonld siirtiség fogalom
hasznalatét, ha legaldbb specidlis elrendezésekre is.

Legyen ¢ egy periddikus elrendezés K egybevagd példanyaival, és legyen X
egy olyan kompakt hiperbolikus sokasdg, mely ¢ szimmetriacsoportjdnak egy I"
részcsoportja hataroz meg. Feltehetd, hogy a hanyadosleképezés ¢ barmely ele-
mén injektiv (lasd G. Fejes T6th, G. Kuperberg, W. Kuperberg [25]). Hal a ¢
elemeit k ekvivalenciaosztdlyba osztja, akkor analitikus ezk6zokkel bizonyithatd
(14sd példaul P.D. Lax és R.S. Phillips [38]), hogy barmely rogzitett x-re

o ToecVIGNBE) _KV(K)
r—oo V(B(x,r)) V(X)

(&)

Bar a sikbeli esetben a periddikussdg nem tlinik til nagy megszoritdsnak, a pe-
ridédikus elrendezések igen "kevesen vannak" a magas dimenzids terekben. A teret
"egyenletesen betoltd" elrendezések megfeleld osztalyat Lewis Bowen és Charles
Radin talalta meg. Elég nagy R, N > O-ra, legyen Z a K példanyaival val6 azon el-
rendezések halmaza, melyek barmely pontot legfeljebb N-szer fednek, és melyek
komplementere nem tartalmaz R sugard gomboét. Bar maga a tér persze fligg az
R, N megvilasztdsitol, de a f6 eredmények nem. L. Bowen és Ch. Radin [9] Z-n
olyan topoldgiat definidl, melyben a tér kompakt, és rajta a H" tér G"* szimmetri-
acsoportjdnak természetes hatdsa folytonos.

Rogzitiink egy o € H" pontot, és definidljuk az o : Z — Z fiiggvény a

o(c)=#{Gec:0€eG}

formuldval. Az o vélasztdsa nem befolydsolja az aldbbi dllitdsok helyességét. Egy
Z-n értelmezett u Borel mértéket ergodikusnak hivunk, ha u(Z) = 1 (azaz u va-
16szintiségi mérték), u invaridns G" hatdsdra, és barmely G” invaridns A C Z ese-
tén vagy u(A) = 0, vagy u(A) = 1. Konnyen lathat6, hogy az X-n értelmezett
invaridns valdszintiségi mértékek konvex halmazinak extremdlis pontjai ergodi-
kusak. Barmely periodikus ¢ € Z definidl egy u, ergodikus mértéket a kovet-
kezd tulajdonsdggal. Legyen X egy olyan kompakt hiperbolikus sokasdg, mely
C szimmetriacsoportjdnak egy I' részcsoportja hataroz meg. Ha I' a C elemeit k
ekvivalenciaosztilyba osztja, akkor

/Z odyy = ). ©6)
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Megjegyzziik, hogy u. tartéja a C-vel egybevagé elrendezésekbdl all. A. Nevo
[48] és A. Nevo és E.M. Stein [49] eredményeit felhaszndlva L. Bowen és Ch. Ra-
din [9] bizonyitja, ha ¢ € Z egy u ergodikus mérték tartdjaba esik, akkor barmely
rogzitett x-re

lim ZGEC V<GmB(xa F)) _ / O)dy.
roe V(B(x,r)) z

Tehat (6) szerint periodikus elrendezésekre visszakapjuk (5)-t. De mindjart meg-
latjuk, az 4j elmélet sok olyan érdekes tulajdonsigu elrendezést szolgaltat, melye-
ket nem taldlunk meg a periodikusak kozott.

Legyen Z, és Zy a Z-beli elhelyezések ill. fedések tere. Tovabba jeldljiik
M (Z,) és M (Zy)-fel azon ergodikus mértékek halmazit, melyek tartéja Z,-be ill.
Zy-be esik. L. Bowen és Ch. Radin [9] azt is beldtta, hogy létezik

Serg(K) = max / wdu )
ueM (Z,)JZ

Verg(K) = min /cod,u. (8)
neM (Z) JZ

Azt mondjuk, hogy egy C € Z, optimalis elhelyezés az ergodikus stiriségre nézve,
ha benne van egy olyan u € M (Z,) ergodikus mérték tartdjdban, mely egyenlGsé-
get szolgaltat (7)-ben. Tehdt ha ¢ € Z optimalis elhelyezés az ergodikus stirtiségre
nézve, akkor barmely rogzitett x-re

i Eoec VGO B(.1))
e V(B

= Oerg (K).

Tovabba egy ¢ € Zy optimalis fedés az ergodikus strliségre nézve, ha benne van
egy olyan u € M (Zy) ergodikus mérték tartGjdban, mely egyenlGséget szolgaltat
(8)-ben. Tehat ha ¢ € Z optimdlis fedés az ergodikus siiriségre nézve, akkor
barmely rogzitett x-re

lim Y Gec V(GQB(X, r))

r—oo V(B(x,r)) = Derg (K).

L. Bowen és Ch. Radin [10] azt is beldtta, ha ¢ € Z optimdlis elhelyezés vagy
fedés az ergodikus stirliségre nézve, akkor teljesen telitett (lasd 4. Fejezet).

L. Bowen és Ch. Radin [9] szerint 1étezik olyan megszamlalhat6é halmaz, hogy
ha K egy p sugaru gomb H"-ben, és p nem esik ebbe a halmazba, akkor legfeljebb
egyetlen az ergodikus siiriségre nézve optimalis elhelyezés vagy fedés sem perio-
dikus. Masrészt, ha n = 2 és K kor, akkor L. Bowen [8] belatta, hogy (tetsz6leges
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sugdr esetén) Ocro(K) a K periddikus elhelyezéseinek (6) szerinti siiriségeinek
szuprémuma. Tovabbad n =2 és K kor esetén az ergodikus stirliségre nézve opti-
madlis elhelyezések egybevigoak (lasd L. Bowen, C. Holton, C. Radin, L. Sadun
[L1D.

Bar az ergodikus stiriségfogalom elégséges "szép" elrendezést szolgéltat, azért
vannak hidnyossdgai. Legyen K egy olyan konvex poliéder, mellyel egybevagdsag
erejéig pontosan egyféleképpen lehet kovezni H"-t, €s a kdvezés nem periddikus.
Ekkor azt varnank, hogy optimalis elhelyezési vagy fedési stirlisége 1. Mdsrészt
L. Bowen és Ch. Radin [10] mddszerei mutatjak, hogy

Berg(K) < 1 < Verg(K).

Koszonetnyilvanitas: Eziton koszondm meg Molnar Emilnek, Moussong Ga-
bornak és Wintsche Gergelynek a hathatds segitséget.
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