JEGYZET
Geometria 2., tandrszak

Haélas koszonet a segitségért Marosi Pollanak, Kiss Gyorgynek, Lakos
Gyuldnak, Téth Arpadnak, Wintsche Gergének.

Felhasznalt fogalmak

Felhasznaljuk a valés vektortér és matrix fogalmat, és azok szorzasat
illetve determinansat. A sikot tgy tekintjiik, mint a két dimenzids valds
vektortér R2, a teret pedig, mint a hdrom dimenziés valés vektortér R3.
Az origdét mint pontot O, mint nullvektort o jeloli. Hasonléan a,b,é¢, ...
vektorokhoz rendelt pontot a megfelel§ nagybetiivel, A, B, C, .. .-vel jeloljiik
(pl. a a A “helyvektora”). Szamokat gorog betiik vagy kisbetiik jeldlnek.
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1 Alap fogalmak: pont, egyenes, sik

Definicié Az A térbeli vagy sikbeli pontbdl a B pontba mutaté vektor
AB =b—a.

Megjegyzés A geometria szamadra a vektortérstruktura csak segédezkoz,
mert minden pont “egyenrangi”. Masszéval barmelyik sikbeli ill. térbeli
pontot kinevezhetjiik origénak, és akkor az abbdl a pontbdl a tébbibe mu-
tato vektorok adnak egy 1j vektortér strukturat.

Definicié (Koordindtdk)

o Sik: Rogzitiink fiiggetlen 7 és j vektorokat (“bdzis vektorok”). Ha
T = ti + sj valamely t, s € R-re, akkor az X ill. T koordinatdi (¢, s).

o Tér: Rogzitiink fiiggetlen i, j és k vektorokat (“bézis vektorok”). Ha
T = ti + sj + rk valamely t, s,r € R-re, akkor az X ill. Z koordinatéi
X = (t,s,7).

Definicié (Egyenes) Adott térbeli vagy sikbeli A pont és v # o vektor éltal
meghatirozott egyenes helyvektorai

{a+tv:teR}.

Lemma Barmely két B # C ponton pontosan egy egyenes megy 4t (az un.
BC egyenes), mely pontjainak helyvektorai

{b+t(c—10b):tecR}

Definicié (Sik) Adott térbeli A pont és fliggetlen v és w vektorok &ltal
meghatarozott sik helyvektorai

{a+tv+sw: t,s € R}.

Lemma Bérmely harom nem egy egyenesen fekvé térbeli B,C, D pontot
pontosan egy sik tartalmaz (az in. BCD sik), mely pontjainak helyvektorai

{b+t(c—0b)+s(d—10):tseR]}.

Lemma Ha A, B, C térbeli pontok nin@ekiegyiegyenesen, akkor D pon-
tosan akkor van az ABC sikon, ha det[DA, DB, DC] = 0.

Tétel Az A, B, C sikbeli vagy térbeli pontok pontosan akkor vannak egy
egyenesen, ha ¢ = aa + (b, ahol a + 5 = 1. Tovabba «, 5 egyértelmil.



Tétel Ha A, B, C térbeli pontok ni}lcsenek egy egyenesen, akkor D pon-
tosan akkor van az ABC sikon, ha d = aa + fb+ ~¢, ahol a + 8+ v = 1.
Tovabba a, 5,7 egyértelmii.

Tétel Ha A, B, C, D térbeli pontok nincsenek egy sikban, akkor tetszdleges
P ponthoz egyértelmiien 1éteznek «, 3,7, € R, melyekre

p=oaa+Pb+yc+dd és a+B+v+0=1.

Tétel Ha A, B, C sikbeli pontok nincsenek egy egyenesen, és p = aa + b+
v¢, ahol a+ f+v =1és B+~ # 0, akkor AP egyenes abban a  pontban
metszi a BC' egyenest, melyre ¢ = c

B+
Bizonyitds Legyen
_ B . 0
q= b+ C.
B+~ B+y
Miutén ﬁJﬂrv + + = 1, a Q pont rajta van a BC egyenesen. Maésrészt
1—a=p04v-bdl kovetkezik, hogy
aa+u—am:aa+0&+w( P - é>:aa+ﬁiwﬁ:ﬁ
B+~ B+y

Vagyis A, P, @ egy egyenesen helyezkedik el, tehat ) az AP és BC egyene-
sek metszéspontja. O

Tétel Ha A, B, C, D térbeli pontok nincsenek egy sikban, és p = aa + Bb+
ve+dd, ahol a+ B +~v+0=1és B+ v+d # 0, akkor AP egyenes abban
a () pontban metszi a BC'D sikot, melyre

d.

—__B 3 Yz s
1= bt s €t s

Definicié (Szakasz) Tetsz6leges A # B térbeli vagy sikbeli pontokra az
[A, B] szakasz pontjainak helyvektorai
{a+tlb—a):tel0,1]} = {(1—-t)a+tb:tec]0,1]}
= {aa+pb: a+pB=1ésa,B >0}

Megjegyzés Az [A, B| szakasz része az AB egyenesnek, és A és B a szakasz
végpontjai.

Definicié (Félegyenes) Tetszoleges A # B térbeli vagy sikbeli pontokra az
A kezdbpontd, B-n dthaladé félegyenes pontjainak helyvektorai
{a+tb—a):t>0} = {(1—-t)a+tb:tec]0,1]}
= {aa+pBb: a+B=16 3>0}.

Megjegyzés Tetszbleges A # B térbeli vagy sikbeli pontok az AB egyenest
az [A, B] szakaszra és két félegyenesre osztjak.



2 Skalaris szorzat
Definicié Az a és b skalaris szorzata
e sikban @-b = aib; + asby, ha @ = (a1, az) és b= (by,ba);
e térben a-b= ajb; +asbs +asbs, ha a = (a1, as,a3) és b= (by, by, b3).

Megjegyzés Az a, b és ¢ térbeli vagy sikbeli vektorok skaldris szorzata
kielégiti a kovetkezo6 tulajdonsagokat:

[}
Is]

-a > 0, egyenl6ség pontosan akkor, ha a = o;

e (a@+ pb)-¢=aa-c¢+ Bb-¢ ahol a, 3 € R.

Definicié Az a térbeli vagy sikbeli vektor hossza |a| = va - a.
Megjegyzés Sikban, ha a = (¢, s), akkor |a| = V2 + s2.
Térben, ha a = (t, s,r), akkor |a| = Vt? + s? + r2.

Lemma (Vektorhossz tulajdonsdgai)
e |a| > 0, egyenléség pontosan akkor, ha a = o;
o [Aaf = [A[-[a];

o Hdiromszig-egyenlétlenség: |a + b| < |a| + |b|, és egyenléség pontosan
akkor teljestil, ha a = 0, b = 0 vagy a = Ab valamely A > O-ra.

Megjegyzés Az els6 kettd egyszerii, a harmadikat tiloldalt bizonyitom.

Definicié A és B pontok tdvolsiga AB = |b— a|. Masszéval AB-t az [A, B]
szakasz hosszanak is hivjuk.

Lemma (Tdvolsdg tulajdonsdgai)
o AB > 0, egyenlOség pontosan akkor, ha A = B;
e BA=AB;

e Hdaromszdg-egyenlétlienség: AB < AC + CB, és egyenl6ség pontosan
akkor teljesiil, ha C € [A, B].

Bizonyitds Nyilvén AB = |b—a| > 0. Ha AB = 0, akkor b — a = 0, azaz
A = B. A miésodik tulajdonsighoz

BA=la-b=|(-1)(b—-a)|=|-1|-|b—a| = AB.



Végil a harmadik tulajdonsag:
AB=|b—al=|(b—¢)+(c—a)|<|b—¢| +|c—a| = CB + AC.

Egyenldség pontosan akkor teljestll, ha A = C vagy B = C, avagy ¢ —a =
A(b— ¢) valamely A > O-ra. Az utolsé feltétel C € [A, B]-vel ekvivalens. O

Megjegyzés Ha a > 0, akkor az f(\) = aA? + b\ + ¢ = 0 egyenlet gyokei
Aip = —tEbPdac Tt D = 5% — 4ac a diszkrimingns. Ha D > 0, akkor két
gyok van (és f(A\) < 0 a két gyok kozott), ha D = 0, akkor egy gyok van (és
f(A) >0), és ha D < 0, akkor nincs gyok (és f(A) > 0).

Lemma (Cauchy-Schwarz egyenldtlenség) a - b < laf - b|, és egyenlSség
pontosan akkor teljesiil, ha a = 0, b = 0 vagy a = Ab valamely A > O-ra.
Megjegyzés Tovabba |a - b| < |al - |b| is teljesiil.

Bizonyitas Ha a = 0 vagy b = 0, akkor mindkét oldal 0, tehat feltehetjiik,
hogy @ # 6 és b # o.

Legyen f(A\) = (@ — A\b) - (@ — Ab), azaz f(t) > 0 barmely A € R-re.
Miutéan a skalaris szorzat alaptulajdonsagai miatt

fO)=0-b)-N2=2@@-b)-A+a-a=b*- N2 —(2a-b)- )+ |a*.

egy masodfoki polinom, mely diszkrimindnsa (2a-b)? —4/b|?|a|?> < 0. Ebbdl
4-gyel valé osztds és gyokvonas utan kapjuk, hogy |a - b| < |a| - |b], amibdl
t < |t| miatt adédik a Cauchy-Schwarz egyenlétlenséget.

Ha @ = Ab valamely A\ > 0-ra, akkor teljesiil az egyenléség a Cauchy-
Schwarz egyenl6tlenségben. Masrészt, ha egyenl6ség all fenn a Cauchy-
Schwarz egyenl6tlenségben, akkor a diszkrimindns 0, tehat f(\) = 0 valamely
X € R-re. Ebbél kovetkezik, hogy a—\b = 0, azaz @ = A\b. Miutén a Cauchy-
Schwarz egyenlétlenségben a jobb oldal pozitiv, ezért a bal oldal is, tehat
A>0. O

Vektorokra vonatkozé haromszig-egyenl6tlenség bizonyitdsa: A
haromszog-egyenlétlenség frhaté |a+b|? < (|a| +|b|)? alakba, melyet kifejtve
adodik

a-a+2a-b+b-b<la*+2lal- b + b
Egyszeriisités mutatja, hogy az utolsé egyenlétlenség ekvivalens a Cauchy-
Schwarz egyenlGtlenséggel, az egyenlség esetét is beleértve. O



Definicié Sikbeli u és © vektorok ortonormélt bazist alkotnak, ha |u| =
|| = 1és u-v = 0. Tovabba térbeli a1, ug és u3 vektorok ortonormélt
bézist alkotnak, ha |u;| =1,7=1,2,3, és u; - u; =0, ha i # j.

Megjegyzés Egy ortonormalt bazis ténylegesen bézisa a vektortérnek. Ha
a sikbeli esetben @ és v ortonormalt bazist alkotnak, a = a1t + a0, és
b = p1u + P20, akkor

a-b = (a1u+ a0)- (B1u+ fov) =
= a181%-u+ a182u - U+ aof1U - U+ P - U = a1 81 + aofo.

Ha a térbeli esetben w1, uo és u3 ortonormélt bazist alkotnak, a = aju1 +
Qolo + aizliz, és b = Biug + Botug + P3ug, akkor

3
a-b= Z ifj - Ui - Uy Zzaiﬁi'ﬂi'ﬂi = a1f1 + azf2 + azfs.
i=1

i=1,2,3;j=1,2,3 i—

Tehat a skalaris szorzat nem fiigg az ortonormalt bazis megvalasztasatol.

Definicié Az a,b # 6 vektorok szoge az a Cauchy-Schwarz egyenlStlenség
szerint 1étez6 « € [0, 1], melyre

a-b=|al-|b|-cosa.

Megjegyzés Ezek szerint ta és sb szoge is a barmely t,s > 0 esetén, és a
és —b szoge a kiegészito szog, azaz m — a.

Lemma Ha @, v a stk egy ortonormélt béazisa, és egy a egységvektor o €
[0, 7] szbget zar be u-val, akkor @ = @ cos a+ sin a vagy a@ = @ cos a— v sin av.
Megjegyzés Az els6 esetben, az adott irdnyitas mellett az a és @ irdnyitott
szoge «, a masodik esetben —a.

Definicié a és b vektorokat pdrhuzamosnak mondjuk, ha a = \bvagy b = \a
valamely A € R-re. Tovdbba a és b merdleges, ha a - b = 0.

Lemma (Vektorra merdleges és azzal pdrhuzamos vetilet) Adott a és b #0
vektorokhoz egyértelmtien léteznek b’ és b” vektorok, melyekre b = b’ + b”,
b’ parhuzamos a-val, és b” merdleges a-ra. Tovdbba

QI
S

AL
a2 "

=
)



Lemma Ha o = A + pw valamely A, g > 0-ra és 4,0, # o-ra, tovabba 4
és U szOge «, U és w szbge B, és u és w szoge vy, akkor v = a + 5.

Bizonyitds Feltehetjiik, |a| = || = |w| = 1. Vélasszuk gy a v’ egységvektort,
hogy o, v’ a sik egy ortonormadlt bazisat alkossa, és @ = ¥ cosa + o' sin a.
Ekkor v = A\ + pw miatt w = vcosS — v'sinf8, Acosa + pcosfB = 1, és
Asina — psin B = 0. Tehét

cos(a+ ) = cosacosf —sinasinf =1u-w = cos?;
g

o (/) cos B+ Acosa) = S02 > ()

sin(a+ ) = sinacosf + sinfcosa = o m

amelyekbdl kovetkezik v =a + 5. O

Definicié Ha A, B, C nincs egy egyenesen, akkor az ABC hdromszog A-nal
fekvd szoge b — a és ¢ — a szoge, A-val szemkozti oldala hossza BC.

Tétel Egy haromszog harom szogéneknek Gsszege .

Tétel (Koszinusz tétel haromszdgekre) Ha [A, B, C] haromszog A, B, C-nél
fekvé szoge a, 3,7, és a velilk szemkozti oldalak hosszai a, b, ¢, akkor

a’> =b* + ? — 2bccos a.

Lemma Ha [A, B, C| haromszog A, B, C-nél fekvé szoge «, 3, 5, és a veliik

2 b

szemkozti oldalak hosszai a, b, ¢, akkor a® +b* = ¢?, cosaw = 2 és sina = 2.

C C

Tétel (Szinusz tétel hdromszigekre) Ha [A, B, C| hiromszog A, B, C-nél
fekvé szoge a, 5,7, és a veliik szemkozti oldalak hosszai a, b, ¢, akkor

a sin o

b sing’

Tovabbé a C' tavolsdga az A és B egyenesétdl (a “magassag”) bsin a.



3 Vektorialis szorzat

Definicié Ha i, 7, k ortonormélt bazisa a térnek, akkor az a(ai,as,as) és

b(b1, ba, bs) vektorok vektoridlis szorzata

i ik
(_lxl_) = det ayp ag as = (agbg—agbgﬁ—(albg—a3b1)5+(albg—agbl)l_c.
b1 by b3

Megjegyzés Az a, b és ¢ térbeli vektorok vektoridlis szorzata kielégiti a
kovetkezo tulajdonsagokat:

e (aa+ pBb) x ¢ = aa x ¢+ Bb x ¢, ahol a, 3 € R;

e a-(bx¢)=det[a,b,d;

e det[a,b,a x b] > 0, azaz a, b és a x b “jobbrendszert” alkot;
e |axb|=|a|-|b|-sina, ahol o az @ és b szoge.

Megjegyzés a és b pontosan akkor parhuzamos, ha a x b = o.

Megjegyzés A vektoridlis szorzat nem vatozik, ha az i, j, k bazist egy vele
egyez6 irdnyitdsu u, v, w ortonormalt bazisra cseréljik. Ekkor |u| = |v| = 1,
0-0=0,6swW=ux 0.

4 Egyenesek tovabbi tulajdonsagai

Definicié Ha A # B egy sikbeli vagy térbeli egyenes pontjai, akkor & = b—a
az egyenes egy iranyvektora.

Megjegyzés Tehit az AB egyenest a {a + tv : t € R} helyvektorok irjak
le. Tovabba a tobbi irdanyvektor sv alakd, ahol s # 0 valds.

Definicié (Egyenesek parhuzamossiga) Két sikbeli vagy térbeli egyenes
parhuzamos, ha irdnyvektoraik parhuzamosak.

Definicié (Egyenesek merdlegessége) Két sikbeli vagy térbeli egyenes merdleges,
ha irdnyvektoraik merolegesek.

Lemma Két egy sikba es6 egyenes vagy parhuzamos, vagy pontosan egy
kozos pontjuk van.



Definicié Két egyenes kitérd, ha nincsenek egy sikban.

Lemma (Normdlis tranzverzdlis) Két L és L' kitér§ egyenesek nincs kozos
pontja, és egyértelmiien létezik egy IV egyenes, mely mer6legesen metszi L-t
és L't is.

Megjegyzés Az N egyenes az L és L' normalis tranzverzdlisa. Ha A € L
és A’ € L', tovdbbd v és v’ az L illetve L' irdnyvektorai, akkor a + tv és
a' + sv’ az N metszés pontjai, ahol a — a’ + tv — sv’ meréleges v-re és v'-re.

Lemma (Sikbeli egyenesek normdlvektoros egyenlete) Ha v az L sikbeli
egyenes irdnyvektora, A € L, és u # 0 merdleges v-re, akkor az egyenes
helyvetorainak normalvektoros egyenlete

{(zeR?: a-7=1u-a}.

Lemma (Merdleges vetiilet egyenesre) Adott L egyenes és rajta nem fekvd
P esetén egyértelmiien 1étezik egy T € L pont, melyre TP merdleges L-re.
Megjegyzés Ekkor TP = mingcr AP a P tavolsaga L-t6l. Tovabba az L
tetszOleges A pontjara AT az AP vektornak az L-lel parhuzamos vetiilete.

Definici6é (Metsz6 egyenesek szoge) Tegyiik fel, hogy L és L' metszd egye-
nesek egy-egy iranyvektoranak szoge a. Ekkor az L és L' szoge o, ha oo < T,
ésm—a,haa> 7.

Definicié (Félegyenesek) Adott A pont és v # o vektor az A kezdéponti
F ={a+1tv: t > 0} félegyenest hatdrozza meg. Ha F’ egy masik félgyenes,
melyet egy ¥/ # 0 hatdroz meg, akkor F' és F’ szoge megegyezik v és v’
szogével.

Megjegyzés Egy egyenes két A # B pontja hdrom részre oszt: az [A, B|
szakaszra, és két félegyenesre. Tovabba, ha egy A kezd&pontu félegyenes
atmegy a P # A ponton, akkor azt AP félegyenesnek hivjuk.

Lemma (Felezémerdleges eqgyenes) A # B sikbeli pontokra, az A és B-t6l
egyenl6 tavolsagra 1évé pontok halmaza az [A, B] szakasz felezémerélegese.
Megjegyzés Ez egy olyan egyenes, mely meréleges AB egyenesre, és atmegy
az [A, B] szakasz felez6pontjan.

Lemma (Szigfelezd félegyenes) Ha A, B és C pontok nincsenek egy egye-
nesen, akkor az AB és AC félegyenesektdl egyenld tavolsiagra 16vé pontok
halmaza az AB és AC félgyenesek szogfelezije.

Megjegyzés Példaul ha AB = AC, akkor szogfelezd az AD félgyenes, ahol
D a BC szakasz felez6pontja.

10



5 Sikok tovabbi tulajdonsagai

Lemma (Sik normdlvektoros egyenlete) Ha A, B,C egy S sik nem egy
egyenesen fekvd pontjai, és u = AB x AC, akkor a sik helyvektorainak
normalvektoros egyenlete

{zeR*: w-2=u-a}.

Megjegyzés Az u vektort, és tetszdleges vele parhuzamos nem nulla vektort
az L normalvektorainak hivjuk. A normaélvektorok merélegesek barmely S-
beli egyenesre.

Definicié Két sik parhuzamos, ha normalvektoraik parhuzamosak.

Lemma Két sik vagy parhuzamos, és akkor nem metszi egymast, vagy egy
egyenesben metszik egymast.

Megjegyzés Ha @ illetve @ a két sik egy-egy normadlvektora, akkor u x @’
a metszoegyenes egy irdnyvektora.

Lemma (Merdleges vetiilet sikra) Adott S sik és rajta nem fekvé P esetén
egyértelmiien létezik egy T' € S pont, melyre TP merdleges S-re.
Megjegyzés Ekkor TP = minacs AP a P tavolsiga S-t6l. Tovabbé az S
tetszéleges A pontjara és @ norméalvektorara TP az AP vektornak az w-ral
parhuzamos vetiilete.

Definicié Adott egy S sik, és L egyenes esetén L parhuzamos S-sel, ha
nincs ko6zos pontjuk. Ilyenkor L egy eltoltja része S-nek.

Lemma Adott egy S sik, és L egyenes esetén vagy L C S, vagy L parhuzamos
S-sel, vagy L és S-nek pontosan egy kozos pontja van.

Definicié (Egyenes és sik szoge) Tegyiik fel, egy L egyenes és egy S sik egy
P pontban metszi egymast. Ha L parhuzamos S normaélvektoraival, akkor
L-t merd6legesnek mondjuk S-re. Egyébként L merdleges vetiilete S-re egy
P-n 4thalad6 L' egyenes, és L és S szogét az L és L' szogének definidljuk.

Definicié (Metsz6 sikok szige) Tegylik fel, hogy S és S’ metszd sikok egy-
egy normélvektoranak szége . Ekkor az S és S’ szoge a, ha o < 7, és
m—a,haa> 7.

Megjegyzés Ha S és S’ metszésvonala (kozos egyenese) Lo, és L C S és
L' € S’ egyenesen merdlegesen metszi Lo-t valamely P € Ly pontban, akkor
S és S szoge megegyezik L és L' szogével. Ilyenkor L' az L merdleges
vetiilete S-re.
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Lemma (Felezémerdleges sik) A # B térbeli pontokra, az A és B-t6l
egyenld tavolsagra 1évé pontok halmaza az [A, B] szakasz felezémerélegese.
Megjegyzés Ez egy olyan sik, mely meréleges AB egyenesre, és dtmegy az
[A, B] szakasz felez6pontjan.

Definicié (Félsik) Adott a sikban egy L egyenes, egy A € L pont, és egy
L-re merdleges @ # 0 vektor. FEzek az adatok az

LT ={XecR?: z-u>a-u} félstkot hatdrozzik meg.

Megjegyzés Az LT belseje {X : T -4 > a-u}. A mésik L altal hatarolt
félsikot a —u hatdrozza meg. Ha LT-t frunk, akkor mindig egy az L egyenes
altal hatarolt félsikot értiink.

Lemma Adott sikbeli L egyenesre, legyen LT és L~ a két L altal meghatarozott
félstk. Ha P,Q € R?\L, akkor P és @) pontosan akkor van kiilonboz
félsikban, ha [P, Q)] metszi L-t.

Megjegyzés llyenkor azt mondjuk, P-t és Q-t elvalasztja L.

Definicié (Féltér) Adott a térben egy S sik, egy A € S pont, és S-nek egy
u # 0 normalisa. Ezek az adatok az

StT={XecR®: z-u>a-u} félteret hatdrozzik meg.

Megjegyzés Az ST belseje {X : T-u > a-u}. A mésik S altal hatarolt
félteret a —u hatdrozza meg. Ha ST-t frunk, akkor mindig egy az S sik 4ltal
hatarolt félsikot értiink.

Lemma Adott térbeli S sikra, legyen ST és S~ a két S altal meghatarozott
féltér. Ha P,Q € R3\S, akkor P és () pontosan akkor van kiilonbozo
félsikban, ha [P, Q] metszi S-t.

Megjegyzés llyenkor azt mondjuk, P-t és Q-t elvalasztja S.
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6 Egybevagoésag
6.1 Definicié és példak

Definicié A sik vagy tér egy ® 6nmagara vald leképezését egybevagdsagnak
hivjuk, ha tartja a tévolsigot, azaz ®(A)P(B) = AB barmely A és B pon-
tra.

Megjegyzés A geometridban dltalaban olyan tulajdonsdgokat vizsgdlunk,
amelyeket megtart egy egybevagdsig (pl. szog, teriilet, stb.).

Lemma Sikban vagy térben két egybevagosigot egymés utan alkalmazva
egybevigosagot kapunk.

Definicié Egy M maétrix (linedris transzformécié) ortogondlis, ha

M(a) - M(b) = @ - b barmely a,b vektorra.

Megjegyzés Ekkor |M(a)| = |a|, tovabba M(a) és M(b) szoge megegyezik
a és b szogével barmely a, b vektorra.

Lemma Egy M matrix ortogonalitasa ekvivalens a kbvetkezd tulajdonsdgok
barmelyikével:

e M(a)- M(a) =a-a barmely a vektorra.

o MTM az identitds.

e M oszlopvektorai ortonormalt bazist alkotnak.
e M sorvektorai ortonormalt bazist alkotnak.

Lemma Ha a M matrix (linedris transzformaci6) ortogondlis, akkor a hozza
tartozé leképezés egybevagosag.

Bizonyitds Az A és B pontok képének tavolsdga

M) = M(a)| = |M(b-a)l= \/M(E— a)  M(b—a)

— Jo-a)-G-a)=|p—al=AB. D
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Példa (Egybevigdsdagok)

e Lltolds: Adott sikbeli vagy térbeli © esetén, a P pont © vektorral
valé eltoltjdnak helyvektora p’ = p + v. Tetsz6leges P, R pontra
|7 —p'| =|(F+v) — (p+0)| = |F — pl|, tehdt az eltolds egybevagdsag.
A v vektorral valo eltolas inverze a —v vektorral valé eltolas.

e Pontra vonatkozd tikrozés: — Adott sikbeli vagy térbeli (Q pontra
tiikrozés esetén P képe az a P, hogy Q a PP’ felezOpontja. Masszéval
P = 23— p. Tetszbleges P, R pontra |7/ —p'| = (2 —7) — (24— p)| =
|7 — p|, tehdt a pontra vonatkozé tiikrozés egybevagdsig. A pontra
vonatkozé tiikkrozés onmaga inverze.

e Sikban az origd koriili « szogli elforgatds méatrixa

| cosa —sina
sina  cosa |’

azaz P képének helyvektora Mp. Miutan

|

cosa  sina } _ [ cos(—a) sin(—a) } ,

—sina  cosa sin(—a) cos(—a)

az « szogl origd koriili elforgatas inverze a —a szogi elforgatés.

o Tetszbleges a # o sikbeli vektor felirhaté a = (r cos «, rsin o) alakba,
ahol r = |al, és a-t hivjuk a vektor el6jeles szogének. Az a origd koriili,
© szogl elforgatottjanak eldjeles szoge o + ¢, hiszen

cosp —siny reosa | _ cospcosa—sinpsina | | rcos(a+ )
sinp  cosy rsina | sinpcosa+cospsina | | rsin(a+¢) |

e Sikban egy P pont képe a @ pont korili « szogli elforgatds esetén

o L hol _ | cosa —sin o
P=q+M(p-q), ahol M [sina Ccos o

Mivel M ortogondlis méatrix, ezért az elforgatas egybevagdsig. FEzen
elforgatds inverze a @) pont korili —a szogl elforgatés.

Megjegyzés Ha o = 7, akkor M = [ _01 _01 } , és a forgatds a Q-ra

vonatkozé tikrozés.
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FEgyenesre tikrozés sikban: FEgy P pontnak a sikbeli L egyenesre
vett titkkorképe az a P’ pont, melyre a [P, P'] szakasz felezépontja a
P pontnak az L-re vett merdleges vetiilete. Az egyenesre vonatkozo
tiikrozés onmaga inverze.

Sikban az els6 koordinata tengelyre vald tiikrozés felirhaté a [ (1) _0 1 }

maétrixszal valé szorzasként.

Megjegyzés Miutan ez a matrix ortogonalis, és a sikban barmely
egyenes valaszthaté a koordinatarendszer els6 tengelyének, ezért barmely
egyenesre valo tlikrozés egybevagdsag.

Ha (z,y) koordinatdkban az L egyenes egyenlete y = ¢, akkor a P(z,y)
tikorképe L-re P'(x,2t — y).

Csusztatva tikrozés sikban:  Adott a sikban egy L egyenes, és egy
vele parhuzamus o vektor. A kapcsolédé csusztatva tiikrozésnél P
pont képe a v vektorral valé eltolt tiikorképe az L egyenesre.

Stkra tikrozés térben: Egy P pontnak a térbeli S sikra vett titkorképe
az a P’ pont, melyre a [P, P'] szakasz felezépontja a P pontnak az S-re
vett merdleges vetiilete. A sikra vonatkozé tiikkrézés onmaga inverze.

Térben az els6 két koordindta tengely sikjara vald tiikrozés felirhaté a
kovetkez6 matrixszal vald szorzasként:

10 O
01 0
0 0 -1

Megjegyzés Miutdn ez a matrix ortogonalis, és a térben barmely
sitkba megvalaszthaté a koordinatarendszer elsé két tengelye, ezért
barmely sikra valé tiikrozés egybevagdsag.

Ha (z,y, z) koordindtédkban az S sik egyenlete z = t, akkor a P(x,y, z)
tikorképe S-re P'(x,y,2t — z).

Egyenes kérili elforgatds a térben: Adott egy térbeli L egyenes és a
sz0g. Az L korili « szogl elforgatas esetén barmely L-re meréleges

S sikban az L N S metszéspont koriil forgatunk o szoggel, mégpedig
minden meréleges sikban ugyanabba az iranyban. Ha L a harmadik ko-
ordinatatengely, akkor L koriili elforgatas felirhaté a kovetkezo métrixszal
val6 szorzasként:

cosa —sina 0
sina cosa O
0 0 1

Miutan ez a matrix ortogonalis, az egyenes koriili elforgatas egybevagdsag.
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6.2 Tikrozések néhany tulajdonsaga

Lemma Ha a sikban az Li és Lo egyenes parhuzamos, és Li-t La-be a ©
az egyeneskre meroleges vektorral vald eltolalas viszi, akkor el6szor Li-re,
majd Le-re tiikrozve a 2v-vel valo eltolast kapjuk.

Bizonyitds Feltehetjik, az (z,y) koordinatakkal L, egyenlete y = t;, az
Lo egyenlete y = to, azaz v = (0,t2 — t1). Ekkor P(z,y) tikorképe Li-re
P'(x,2t; —y), és P’ tiikorképe Lo-re

P’ (2,2t — (281 —y)) =P (@, y +2(t2 — t1)) = p+20. O

Lemma Ha a térben az S; és So sik parhuzamos, és Si-t Se-be a v a
stkokra merdleges vektorral vald eltolalds viszi, akkor el6szor Si-re, majd
So-re titkkrozve a 2v-vel valé eltolast kapjuk.

Bizonyitds Feltehetjik, az (z,y, z) koordindtdkkal S egyenlete z = t;, az
Lo egyenlete z = t9, azaz v = (0,0, t2 —t1). Ekkor P(x,y, z) tiikorképe Si-re
P'(x,y,2t; — z), és P’ tiikkorképe Sy-re

P (x,y,2ts — (2t1 — 2)) =P (x,y, 2+ 2(t2 —t1)) =p+20. O

Lemma Ha a sikban az L1 és Ly egyenes egy () pontban metszi egymast,
és L1-t Lo-be a @ koriili o szogi elforgatast viszi at, akkor el6szor Li-re,
majd Le-re tiikrozve a ) koriili 2« szogu elforgatast kapjuk.

Bizonyitds Feltehetjik, Q az origd, L1 az els6 koordinatatengely, és igy Lo
irdnyvektora @(cos a, sina). Egy P(x,y) tikérképe Li-re P'(z,—y). A P'-
nek az Lo-re vonatkozé P” tukorképéhez sziikség van P’ meréleges vetiitelére
Lo-re, ami

2

zsin acos a — ysin® «

x cos? o — y sin a cos o
sin «

F=(p - u)u = (xcosa—ysina) [ cosa ] =

Tehdt 7 = 3(p' + p”)-b6l kdvetkezik, hogy

S on_ il z(2cos? — 1) — 2ysinacosa | [ cos2a  —sin2a x
Pr=2rP = orsinacosa + y(1 — 2sin? @) sin2a  cos 2« y

Lemma Ha a térben az S; és So sik egy L egyenesben metszi egymast, és
S1-t Sa-be az L koriili « sz6gli elforgatast viszi at, akkor elszor Sq-re, majd
So-re tiikkrozve a L korili 2« szogl elforgatast kapjuk.

Bizonyitds Legyen S egy az L-re merdleges sik, és legyen Q = L N S. Ekkor
egy S-beli P pont S;-re, i = 1, 2, vett tiikkorképe a P-nek az SN.S; egyenesre
vett tiikkorképe, és az L koriili 2« szogli elforgatas szerinti kép megkaphaté
az S-ben torténd @) pont koriili 2a szogi elforgatassal. Tehédt a lemma az
el6zobdl kovetkezik. O
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Lemma Ha sikban egy eltolas utan egyenesre tiikrozést, vagy egyenesre valo
tiikkrozés utan eltolast alkalmazunk, mindkét esetben csusztatva tiikrozést
kapunk.

Bizonyitds Feltehetjiik, a tiikrozés tengelye az els6 koordindtatengely, és
legyen v(a,b) az eltoldsvektor. A P(x,y) pontot el6bb a koordindtengelyre
tiikrozve, majd a tiikorképet © vektorral eltolva a P'(x + a,b — y) pontot
kapjuk. fgy a transzformdcié az y = b/2 egyenletii egyeneshez, és a vele
parhuzamos (a,0) vektorhoz tartozé csusztatva tiikrozés.

Miésrészt a P(x,y) pontot el6bb a v vektorral eltolva, majd az eltoltat a
koordinétengelyre titkkrozve a P”(x+a, —(y+b)) = P”(x+a, —b—y) pontot
kapjuk. Ez a transzformaci6 pedig az y = —b/2 egyenletii egyeneshez, és a
vele parhuzamos u(a,0) vektorhoz tartozé csusztatva tikrozés. O

Lemma A sikban egy egyenesre, illetve a térben egy sikra valé tiikrozés
felirhaté ®(P) = Mp + v alakban, ahol M egy ortogondlis métrix, és
det M = —1.

Bizonyitds A térbeli esetet bizonyitom, sikban hasonléan megy. Legyen S a
sik, és egy pontja legyen Q. Vilasszunk egy olyan N ortogondlis métrixot,
mely az S — ¢ sikot az elsé két koordindta tengely sikjaba viszi. Ha P pont
S-re vonatkozé tiikorképe P’, akkor N (p — q) tiikkorképe a koordindta sikra
N (P — q), mésszoval

0 0
1 0
0 -1

N(p/_(j):MON(ﬁ—Q), ahol MO:

o O =

Ebbél kovetkezik, hogy 7' = ¢+ N"'Mg - N(p — q) = Mp + v, ahol
0=qg-N"TMNGés M = N"MoN. Az M métrix ortogonalis matrixok
szorzataként maga is ortogonalis, és

det M = det N7t - det Mg - det N = det My = —1. O

Lemma Ha A;,..., Ay és A}, ..., A} sikbeli vagy térbeli pontokra A;A; =
A AL 1 <d < j <k, teljesiil, akkor taldlhatd legfeljebb k olyan a sikban
egyenesre, a térben sikra valé tiikrozés, melyek szorzata A;-t Al-be viszi,
i=1,... k.

Megjegyzés Ha |a;| = |a;|, akkor mindegyik tiikr6zés fixen hagyja az origdt.

Bizonyitds k-ra valé indukciot alkalmazunk. Ha k& = 1, akkor vagy A; =
Al és készen vagyunk, vagy Ay # A}, és az [Aj, A}] felezémerdlegesére
tikroziink. Ha k& > 1, és kK — 1 pont parra tudjuk az allitast, akkor alka-
lmazzuk a legfeljebb k — 1 tiikrozést, mely A;-t Al-be viszi i =1,...,k —1-
re. Legyen A} az Aj képe a k — 1 tikrozés utdan. Ha A} = Aj, akkor
készen vagyunk. Egyébként tiikrozziink [A}, A} ] felezémerdlegesére. Miutdn
AfA, = ALAL = 1,...,k — 1-re, az utolsé titkrozés fixen hagyja A-t
i=1,...,k — lre, és igy az Osszes A; eljutott Ai-be. O
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6.3 Egybevagodsagok jellemzése titkkrozések és ortogonalis matrixok
segitségével

Megjegyzés Hdromszig-egyenldtlenség: (1asd 2. Fejezet)
AB < AC + CB, és egyenl6ség pontosan akkor teljesiil, ha C' € [A, BJ.

Lemma Egy sikbeli vagy térbeli egybevigdsdg az L egyenest valamely L’
egyenesbe visz bijektiven. Tovabba az egybevagdsag L-re vett megszoritasat
egyértelmiien meghatarozza két kiillonb6z6 A, B € L pont képe.

Bizonyitds Tegytk fel, az egybevigdsag A-t A'-be, és B-t B'-be, és jeloljik
L'-vel az A’ B’ egyenest. Legyen P € L képe P'. P-nek az A és B pontokhoz
viszonyitott helyzete hdromféle lehet. Ha P € [A, B], akkor AP+PA = AB,
tehat A'P' + P'A’ = A’B’, mivel a transzformdcié egybevagisdg. Ebbol
adddik, hogy P’ € [A’,B’] az pont, melyre P’A" = PA. Ha P az A
kezdéponti, B-t nem tartalmazé félegyenesen fekszik, akkor A € [P, B],
azaz PA + AB = PB, tehat PPA’ + A’B’ = P'B’. Ebbdl adddik, hogy
A" € [P',B], és P' az a pont az L'-ben fekvd, A’ kezdéponti, B’-t nem
tartalmazé félegyenesen, melyre P’A’ = PA. Hasonlbéan lathaté be, ha P
a B kezdSpontl, A-t nem tartalmazé félegyenesen fekszik, akkor P’ az a
pont az L’-ben fekvs, B’ kezdS6ponti, A’-t nem tartalmazé félegyenesen,
melyre P'B’ = PB. Osszefoglalva P’ € I/, és a P-nek P’ képe egyértemiien
meghatirozott. Barmely R € L'-re ugyanilyen érveléssel taldlhatunk P € L-
t, melynek képe R = P'. O

Lemma Tetszbleges egybevagdsag egy S sikot bijektiven egy S’ sikba visz,
és harom nem egy egyenesen fekv$ pont képe egyértelmiien meghatarozza
az egybevagdsig megszoritasat az S sikra.

Bizonyitas Legyenek Ai, Ao, A3 az S sik nem egy egyenesen fekvd pontjai,
és legyen Al az A; képe, i = 1,2,3. Legyen P tetszéleges, az Ay, Az, As-tdl
kiillonb6z6 pontja S-nek. Viélassszunk P-n 4t egy olyan L egyenest, mely
nem parhuzamos sem az Aj;As, sem az A A3 egyenessel, és legyen By és
B3 az ezen egyenesekkel vett metszéspontjai L-nek. Az el6zd lemma miatt
létezik olyan B pontja az A} Al egyenesnek, és egy B pontja az A} A% egye-
nesnek, hogy tetszbleges i = 1,2, 3-ra az A;-t A}-be vivé egybevigésag Ba-t
Bl-be, és Bs-t Bj-ba viszi. Megint az el6z6 lemma miatt 1étezik olyan P’
pontja a By Bj egyenesnek, hogy tetszbleges Ba-t Bjy-be, és Bz-t Bj-ba vivé
egybevégisag P-t P'-be viszi. Tehdt tetszbleges ¢ = 1,2, 3-ra az A;-t Al-be
vive egybevigdsag P-t P'-be viszi, vagyis P képe egyértelmii, és benne van
S’-ben. A két sik szerepét felcserélé hasonld érvelés mutatja, hogy hogy
Al Al AL sikjdnak tetszdleges pontja el6all A, Ag, As sikja egy pontjanak
képeként. O
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Tétel Egy térbeli egybevagosigot egyértelmiien meghataroz négy, nem egy
sikban fekv6 pont képe.

Bizonyitds Legyenek Aj, As, As, A4 nem egy sikban fekvé pontok, és legyen
Al az A; képe, ¢ = 1,2,3,4. Az €l6z6 lemma miatt A}, A}, A5, A} sincs
egy sikban. Legyen P tetszOleges, az Ay, As, As, A4-t6l kiillonboz6 pont.
Valassszunk P-n at egy olyan L egyenest, mely nem parhuzamos sem az
A1A2As, sem az A1 As Ay sikkal, és legyenek Bs és By az ezen sikokkal vett
metszéspontjai L-nek. Az el6z6 lemma miatt létezik olyan Bj pontja az
Al AL AL siknak, és egy B)j pontja az A]ALA) siknak, hogy tetszbleges az
Ai-t Al-be, i = 1,2,3,4, vivé egybevigésag Bs-t Bj-ba, és By-t B)j-be viszi.
Lattuk létezik olyan P’ pontja a BB/ egyenesnek, hogy tetszéleges Bs-t Bj-
be, és By-t Bjj-ba vivl egybevigdsdg P-t P'-be viszi. Tehdt tetszbleges az
Ai-t Al-be, i = 1,2,3, 4, vivl egybevégésdg P-t egyértelmiien P'-be viszi. O

Tétel Ha A, A, A3 és A, A5, Aj olyan sikbeli pontok, melyekre A;A; =
Ay AL 1 <i < j <3, és Ay, Ag, A3 nincs egy egyenesen, akkor egyértelmiien
létezik a sik egy egybevagdsiga, mely A;-t Al-be viszi.

Bizonyitds Legfeljebb harom tiikrozés szorzata, ami egybevagdsdg, elviszi
A;-t Al-be, és ez az egybevigdsig egyértelmi. O

Kovetkezmény A sik barmely egybevagdsiga felirhaté legfeljebb hdrom
egyenesre valo tikrozés szorzataként.

Bizonyitdas Tekintstink harom nem egy egyenesen fekvo Ap, As, Az pontot,
és legyenek A', A5, Ay a képeik. Tudjuk, létezik legfeljebb hdrom egyenesre
valé tiikrozés, melyek szorzata mindegyik A;-t Al-be viszi. Miutén csak egy
ilyen egybevagdsag 1étezik, az eredeti egybevigdsig megegyezik a tiikrozések
szorzataval. O

Tétel Tetszbleges olyan Aj, A, Az, Ay és A}, A, A5, Al térbeli pontokra,
melyekre A;A; = Aj, A% 1 <i < j <4, és Ay, Ag, A3, A4 nincs egy sikban,
egyértelmiien létezik a tér egy egybevagdsiga, mely A;-t Al-be viszi.

Kovetkezmény A tér barmely egybevdgdsiga felirhaté legfeljebb négy
stkra vald tiikrozés szorzataként.

Tétel A sik vagy a tér transzformécidja pontosan akkor egybevagdsig, ha
létezik olyan M ortogondlis méatrix (linedris transzformécié) és v vektor,
hogy P pont képe M (p) + ©.

Megjegyzés Ebbol kovetkezik, hogy egy sikbeli vagy térbeli egybevagdsag
tartja vektorok, félegyensek, egyenesek, sikok szogeit.

Lemma Az egybevagdsagok csoportot alkotnak, ahol az eltolasok egy részcsoport.
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6.4 Egybevagodsagok osztalyozasa
Megjegyzés Ha M ortogondlis matrix, akkor det M = +1.

Definicio Irdnyitdstarto eqybevdgosigok Egy ® egybevagdsagot iranyitastarténak
hivunk, ha ®(P) = M(p) + v valamely M ortogondlis matrixra és v vek-
torra, és det M = 1. Egyébkét ® irdnyitast valté egybevagdsig.

Megjegyzés Iranyitastarté egybevagdsagok szorzata irdnyitastarto (részcsoportot
alkotnak). Tovdbba két irdnyitdst valté egybevagisdg szorzata irdnyitastarto,
illetve egy irdnyitastartd és egy iranyitast valtd egybevagdsdg szorzata meg-
forditja az irdnyitdst.

Példa A sikban az egyenesre valé tiikrozés, és a térben a sikra vald tiikkrozés
megforditja az irdanyitast. A sikban a a pont koriili forgatas, a térben a
tengely korili elforgatas, és mindkettoben az eltolds iranyitastarto.

Tétel A sik iranyitdstarté egybevagosagai az eltolasok és a pont korili for-
gatasok.

Bizonyitds Belattuk kordbban, hogy sik egy ® egybevagdsiga legfeljebb
hiarom egyenesre vonatkozo tiikrozés szorzata. Ha ® nem az identitds, és
irdnyitastartd, akkor ezek szerint két egyenesre vonatkozo tiikrozés szorzata.
Ebben az esetben mar lattuk, hogy @ eltolas vagy pont koriili forgatas. O

Tétel A sik irdnyitast valto egybevagdsdgai az egyenesre vald tiikkrozések és
a csusztatva tiikrozések.

Bizonyitds Belattuk korabban, hogy sik egy ® egybevagdsaga legfeljebb
hérom egyenesre vonatkozo tiikrozés szorzata. Ha ® nem egy egyenesre vald
tlikrozés, és iranyitasvaltd, akkor ezek szerint harom egyenesre, Ly, Lo és Ls-
ra vonatkozdé tlikrozés szorzata ilyen sorrendben. Két esetet kiilonboztetiink
meg.

1. eset. Ly és Lo parhuzamos.
Ekkor az Li-re és Lo-re vonatkozo tiikrozés szorzata egy eltolds, és ezt kom-
binalva az Ls-ra vonatkozo tiikrozéssel egy csusztatva tiikrozést kapunk.

2. eset. Ly és Lo egy () pontban metszi egymaést.

Ekkor Li-t valamely @ kortli, « szogli forgatds viszi Le-be. Legyen L

a -n dtmend, Ls-mal parhuzamos egyenes, és legyen L] az Li-nek a Q
koriili, —a szogli elforgatottja. Igy Lj-re és L)-re vonatkozé tiikrozések
szorzata megyezik az Li-re és Lo-re vonatkozo tiikrozések szorzataval (azaz a

Q koriili, 2a sz0gii elforgatéssal), tehdt ® az L)-re, L)-re és Lz-ra vonatkozd
tlikrozések szorzata. Miutén L, és Lg parhuzamos, a rdjuk vonatkozo tiikrozések
szorzata eltolds. Tehdt ® az L) -re vonatkozé tliikrozés és egy eltolds szorzata,
azaz csusztatva tiikkrozés. O
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Kovetkezmény Egy 2 x 2-es M ortogonalis matrix hatdsa egy origd koriili
elforgatds (ha det M = 1), vagy egy origdt tartalmazé egyenesre vett tiikrozés
(ha det M = —1).

Tétel Ha det M = 1 teljesiil egy 3 x 3-as M ortogonalis méatrixra, akkor
hatésa a térben egy origdt tartalmazo tengely koriili elforgatas.

Bizonyitas Feltehetjik, M nem az identitds. Legyen aq, as, as egy ortonormalt
bézisa a térnek, és legyen a, = Ma;, i = 1,2,3-ra. Lattuk, létezik legfel-
jebb hdrom olyan sikra valé tiikrozés, melyek szorzata A;-t Al-be viszi,
i = 1,2,3, és mindegyik sik tartalmazza az origét. Miutan ilyen egy-
bevagosag egyértelmiien létezik, ezért M hatasa megegyezik a tiikrozések
szorzataval. Mivel M tartja az iranyitast, igy M hatdsa pontosan két
olyan sikra valé tiikrozés szorzata, melyek tartalmazzak az origdt. Egy ilyen
szorzat egy origdt tartalmazé tengely koriili elforgatas (1. 6.2. Fejezet). O

Definicié Csavarmozgds: Térben egy tengely koriili elforgatds és egy a
tengellyel parhuzamos eltolds szorzata a csavarmozgas.

Megjegyzés Ha az eltolas vektor a nullvektor, akkor a csavarmozgds egy
tengely koriili elforgatds. Ha a forgatas szoge 0, akkor a csavarmozgds egy
eltoldas. Egyébként a tengelyre nem illeszkedé pontok csavarvonal mentén
mozognak.

Tétel A tér iranyitastarté egybevigdsigai a csavarmozgasok.

Bizonyitds A tér egy irdanyitastarté ® egybevigosagahoz 1étezik egy v vektor
és egy M ortogondalis métrix, melyekre det M = 1, és ®(P) = M(p) + .
Fent lattuk, hogy létezik egy origdt tartalmazd L egyenes, hogy M hatéasa
egy L koriili, « szbgl elforgatds. Ha o = 0, akkor @ egy eltolas. Egyébként
legyen @ a v-nek L-lel parhuzamos vetiilete, tehat v = u + w, ahol a w az
origdt tartalmazdé, L-re mer6leges Sy sikban fekszik. fgy barmely P pontra,
ha P az L-re mer6leges S sikban fekszik, akkor ®(P) —u € S, tovabba
ha P vetiilete Sp-ra Py, akkor ®(P) vetiilete So-ra ®(Fy). Az Sp-ben az
origd koriili o szogi elforgatas és a w-vel eltolds szorzata iranyitastarto, és
nem eltolds, tehat valamely @ € Sy pont koriili 8 szogli elforgatéds (igazabdl
B = «, de erre nincs sziikségiink). Tehdt ha a Q-n dtmend, L-lel parhuzamos
egyenes F, akkor ® az F koriili 8 szogi elforgatas és az u-val vald eltolas
szorzata, ami csavarmozgas. O

Megjegyzés A sik és térirdnyitisa: A siban a nem egy egyenesre illeszkedd
A, B, C pont pozitiv vagy negativ koriiljarasi a det[b—a, ¢—a] elbjele szerint.
Ezt a koruljarasi iranyt tartjak vagy valtjak a az egybevagdsagok a neviiknek
megfeleléen. Hasonléan a térben a nem egy sikra illeszkedd A, B, C, D pont
esetén det[b—a, ¢ — a, d — a) eléjelét tartjdk vagy valtjdk az egybevagdsigok
a neviikknek megfelelGen.
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7 Hasonlésag

Definicié A sik vagy tér egy ® Onmagara val6 leképezését X > 0 ardnyu
hasonlésdgnak hivjuk, ha ®(A) és ®(B) tavolsiga A - AB barmely A és B
pontra.

Megjegyzés Hasonlésagok kompozicidja hasonlésag.

Példa Hasonlésdagok

e Kozéppontos hasonlésdg (nagyitds): A sikban vagy térben adott @
kozéppontu és p € R\0 ardnyd kozéppontos hasonldsdg az a transz-
formacid, melynél egy P pont képének helyvektora

q+ (P — )
Miésszéval, ha P pont képe P, akkor QP' = |u| QP, és az P, P' és Q
pontok egy egyenesre esnek. Tovabba P és P’ az (Q ugyanazon oldaldn
van, ha p > 0, és P-t és P'-t elvélasztja @, ha u < 0.
Megjegyzés Ha A és B képe A’ illetve B’ egy p ardnyu, @ kozépponti

kozéppontos hasonlésag esetén, akkor

b —d =g+ pua—q]—[q+pbd-q]=pa-Do).
Tehdt A'B' = |u|AB, azaz a kozéppontos hasonldsig egy || ardnyi
hasonlésdg. Tovabba az A’B’ egyenes vagy egybeesik az AB egye-
nessel, vagy parhuzamos vele. Mindezekbdl az is kovetkezik, hogy a
kozéppontos hasonldsag egyenest egyenesbe és sikot sikba visz, illetve
tartja a szogeket.

e Forgatva nyujtds A sikban a @Q kozépponti, « szogli és A > 0 ardnyu
forgatva nyujtas a ) pont koriili « szogii forgatas és @) kozépponti, A
aranyu kozéppontos hasonlésag szorzata.

Tétel A sik vagy tér egy onmagara valé ¢ leképezése pontosan akkor \ > 0
aranyd hasonlésag, ha egy egybevagdsag és egy A aranyd kozéppontos ha-
sonlésag kompozicidja.

Megjegyzés Tehat P egyenest egyenesbe, sikot sikba visz, és tartja a
szogeket,.

Tétel A sik vagy tér egy onmagdra valé ® leképezése pontosan akkor \ > 0
aranyu hasonldsdg, ha létezik olyan M ortogonalis matrix és v vektor, hogy

O(P) = AM(p) + .

Megjegyzés ® pontosan akkor irdnyitastart6, ha det M = 1.

Megjegyzés A hasonlésdgok csoportot alkotnak, ahol az iranyitastartéak
egy részcsoport.
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Lemma Ha a sik vagy tér egy hasonlésiga nem egybevagdsag, akkor van
fixpontja.

Bizonyitds Ha X\ > 0 a hasonlésdg aranya, akkor A # 1. Tudjuk, P pontot
a hasonlésidg AM(p) + v pontba viszi valamely adott v vektorra és M orto-
gondalis matrixra. Tehat (Q akkor pontosan akkor fixpontja a hasonlésagnak,
ha g = AM(q) + v, azaz I-vel jelolve a 3 x 3-as identitasmatrixot,

U= MM(q) — 7= (MM -I)(9).

Belatjuk, a 3 x 3-as AM — I miétrix invertalhaté. Tegyiik fel, valamely
u vektorra (AM — I)(u) = o, azaz AM(u) = u. Ebbél kivetkezik, hogy
|u| = |AM(u)| = A|u|, vagyis A # 1 miatt @ a nullvektor. Tehat a AM — I
matrix valoban invertalhaté, és igy létezik a @ fixpont. O

Tétel A sik irdanyitastartd hasonldsagai az eltolasok és a forgatva nyujtasok.

Bizonyitds Legyen A > 0 a sik egy ® irdnyitastarté hasonldsiganak aranya.
Ha A = 1, akkor a hasonlésag egybevagosag, és készen vagyunk. Ha A\ #£ 1,
akkor 1étezik a hasonlésagnak fixpontja. Feltehetjiik, az origé egy ilyen fix-
pont. Tudjuk, ®(P) = AM(p) + v valamely v vektorra és M ortogonalis
matrixra. Miutdn az egybevagdsag az origdt fixen hagyja, ezért v = o0, azaz
®(P) = AM(p). Mivel a hasonlésig irdnyitastartd, ezért M egy elforgatds
matrixa, azaz a hasonlésag forgatva nyujtas. O

Tétel A tér egy A > 0 ardnyu irdnyitastarté hasonlésdga vagy egy csavar-
mozgas, vagy egy tengely koriili elforgatas, és a tengelyre illeszked6 kézéppont,
A ardnyu kozéppontos hasonlésag szorzata.

Bizonyitas Legyen A > 0 a tér egy ® iranyitastarté hasonldsdganak aranya.
Ha A = 1, akkor a hasonlésag egybevagosag, és készen vagyunk. Ha A\ #£ 1,
akkor 1étezik a hasonldésagnak fixpontja. Feltehetjiik, az origd egy ilyen fix-
pont, tehdt ®(P) = AM(p) valamely M ortogonalis matrixra. Mivel a
hasonlésag irdnyitastartd, ezért M egy tengely koriili elforgatds matrixa,
amit bizonyitani akartunk. O

Tétel A sik vagy a tér egy injektiv transzformaécidjara pontosan akkor tel-
jesiil, hogy barmely A és B pont képeit Osszekotd egyenes parhuzamos az
AB egyenessel, ha a transzformacio eltolas vagy kozéppontos hasonldsag.

Bizonyitds P képét P’ jeloli. Rogzitsik A # B pontokat. Ha P nincs rajta
az AB egyenesén, akkor P’ az A’-n 4tmend, AP-vel padrhuzamos, és a B'-n
atmend, BP-vel parhuzamos egyenesek metszete, tehdt egyértelmi. Ha C
nincs az AB egyenesen, akkor ugyanez az érvelés A-val és C-vel mutatja,
hogy az AB egyenes pontjainak a képe is egyértelmii. Végiil taldlhatd vagy
egy eltolds, vagy egy kozéppontos hasonlésdg, ami A-t az A'-be, és B-t az
B’-be viszi, amely igy megegyezik az eredeti transzforméciéval. O
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8 Haromszogek egybevagosaga és hasonldésaga

Definicié Sikbeli vagy térbeli két alakzatot (részhalmazt) egybevigdnak
(illetve hasonlénak) hivunk, ha létezik a sik vagy tér olyan egybeviagisdga
(illetve hasonldsiga), mely a két alakzatot egymasba viszi.

Tétel Két haromszog hasonldsdganak alapesetei.

i) Megfelel6 oldalaik egyenléek.
ii) Két oldaluk, és az dltaluk kozbezért szog megegyezik.

iii) Egy oldaluk, és a rajta fekvd szogek megegyeznek.

(
(
(
(iv) Két oldaluk, és a nagyobbikkal szemkozti szogiik megegyezik.

Bizonyitdas Legyen A, B,C az egyik haromszog cstcsai, a csicsoknal fekvé
szogek a, B, v, és A, B, C-vel szemkozti oldalak a, b, c. A masik haromszdghben
a megfelels fogalmakat vessz6 jeloli (pl. A’, B/, C" a csticsok).

(i) Kordbban lattuk, hogy AB = A’B’, BC = B'C' és AC = A'C'
ekvivalens azzal, hogy létezik A-t a/-be, B-t B’-be, és C-t C’-be vivé egy-
bevagdsag.

(ii) Hoa = d/, b =1 és v =/, akkor a koszinusz tétel miatt ¢ = ¢/, azaz
(i) teljesiil.

(iii) Haa = o/, B = B’ és v = +/, akkor, mivel egy hdromszog szogosszege
7, a = o is teljesiil. Igy a szinusz tétel miatt

by — sin B’ a — sin 8 ’ siny/ / __ siny
~ sind/ T sina ~ sina T sina

a4 = C.

Tehat (i) teljestil.

(iv) Haa = d/, b = b, a > b és a = o, akkor a szinusz tétel miatt
sinf3/ = 2—/, -sina/ = sin 3, azaz ' = 8 vagy /' = m — 3. Mivel a > b, ezért
o =a > B, tehat o/ + 7 — B8 > m. Ebbél kévetkezik, hogy 8 = 8. Igy
persze v = v/, tehdt (ii) teljesiil. O
Megjegyzés Ha (iv) helyett a kisebbik oldallal szemkozti szogek egyenldek,
akkor a haromszogek nem biztos, hogy egybevigdak. Példaul legyen CAA’
egy egyenlszdri haromszog, melyben CA = C A, és legyen a B pont az AA’
egyenesén, de nem az [A, A'] szakaszban. Ekkor a =a/, b=V, és 8 = (', de
BA # BA’ miatt a két hdromszog nem egybevdgé (itt a > b).
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Tétel Két haromszog hasonlosdgdanak alapesetes.

(i) Megfelel$ oldalaik ardnyai megegyeznek.

(ii) Két megfelel oldaluk ardnya, és az dltaluk kézbezart szog megegyezik.
(iii) Megfelel6 szogeik megegyeznek.
(

iv) Két megfeleld oldaluk ardnya, és a nagyobbikkal szemkozti szogiik

megegyezik.
Megjegyzés Ha a, b oldal az egyik haromszogben megfelel az o/, b’ oldal-
nak a masik hdromszogben, akkor 7 = ¢ ekvivalens ¢ = %, azaz a két

egyenléség barmelyikét jelentheti a ét megfelel$ oldal ardnya.

Bizonyitds Legyen A, B, C az egyik, és A, B', C' a mésik haromszog egymdsnak
megfeleld cstcsai. A tételbeli barmelyik feltétel esetén létezik egy olyan A >

0, hogy az ABC héromszogre egy \ nagyitas alkalmazva, az 1j hdromszog és
az A'B'C’ haromszog kozott az egybevigdsag el6zb oldalon szerepl ugyan
ilyen sorszami esete 4ll fenn. Igy az 4j hdromszdg és az A’B'C’ haromszog
egybevéagd, azaz az ABC héromszog és az A’ B’C’ haromszog hasonls. O

9 Alakzatok szimmetriai

Definicié Sikban vagy térben egy P alakzat szimmetridja egy olyan egy-
bevagdsag, mely P pontjait bijektiven P-beliekbe viszi.
Megjegyzés Egy alakzat szimmetridi csoportot alkotnak.

Megjegyzés Ha egy alakzatnak van iranyitast valté szimmetridja, akkor
az irdnyitastartd szimmetridk egy 2 indexii részcsoportot alkotnak a szim-

metriacsoportban.

Megjegyzés S, az {1,...,n} permuticiéinak a csoportja, és A, az ebbdl
paros indextieké. C, az n elemi ciklikus csoport.
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Példa Példak szimmetriacsoportokra

e Egy kornek illetve gombnek barmely, a kézéppontot fixen hagyo egy-
bevagdsag szimmetriaja, tehat a szimmetriacsoport az ortogondlis matrixok
csoportja.

e Ha P egy olyan parallelogramma, mely oldalai nem egyenloek, szogei
pedig nem derékszogek, akkor egyetlen szimmetridja a koézéppontra
valé tiikkrozés. Igy szimmetriacsoportja Zo.

e Legyenek Aj, Ao, A3 egy szabalyos haromszog cstcsai. Tetszoleges
T € Sz-ra létezik egyértelmiien egy egybevagdsdg, mely A;-t Arq-
be viszi, azaz a szabdlyos haromszog szimmetriacsoportja S3. Két
csucs felcserélése egy a felez6merdlegesiikre valo tiikrozéssel valdsithato
meg, azaz a 7 permuticiéhoz tartozd egybevigdsag pontosan akkor
iranyitastarté, ha 7 paros indext. fgy a haromszog iranyitastartod
szimmetridinak csoportja As.

e Hasonldan egy szabalyos tetraéder szimmetriacsoportja Sy, és a tetraéder
irdnyitastarté szimmetridinak csoportja Ag.

e Egy szabdlyos n-szog barmely szimmetriaja fixen hagyja az O kézéppontot,
igy ha A, B illetve A’, B’ szomszédos csticsok, akkor pontosan egy
szimmetria taldlhaté, mely A-t A’-be és B-t B’-be viszi. Tehat a
szimmetriacsoport 2n elem@. Ebbol az iranyitast tartdéak az O koriili,

i- 27“ szogl elforgatdsok, i = 0,...,n — 1. Azaz az irdnyitastarto
szimmetridk csoportja C,, melyet a %’T szogl elforgatds general.

Legyenek A és B szomszédos csicsok. Az Osszes szimmetridt generdlja
az OA egyenesre és az AB felezOmerdlegesére vett tiikrozés, hiszen
szorzatuk az O koriili, 27“ szogl elforgatds. Ha g és h a két tiikrozés,

akkor a rajuk vonatkoz6 azonossigok
g =1ésh?®=16s (gh)" =1.
A szimmetriacsoportot a diéder csoportnak hivjdk.

e Egy szabdlyos oktaéder barmely szimmetridja fixen hagyja az O kdzéppontot.
Ha Aj, Ag, As illetve A}, AS, A} az oktaéder két lapjdnak csticsai, akkor
pontosan egy szimmetria talalhaté, mely A;-t Al-be viszi. Miutén
az oktaédernek 6 csicsa van, és minden cstcsban 4 haromszoglap
taldlkozik, ezért a szimmetriacsoport 6 - 4 - 2 = 48 elemi.

e A kocka az oktaérder dudlisa, ezért ennek a szimmetriacsoportja meg-
egyezik az oktaéderével (pl. barmely lap barmely mésikba vihetd).

e Hasonldan az ikozaédernek 12 csicsa van, és minden csiicsban 5 haromszoglap
talalkozik, tovabba a dodekaéder és ikozaéder dudlisai egymasnak,
ezért a szimmetriacsoportjuk 12 -5 -2 = 120 elemi.
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10 Affin transzformaciok

Definicié Affin transzformdcick A sik vagy tér egy transzformécidja affinitas,
ha egyenestartd, azaz barmely egyenest bijektiven és folytonosan képez le
valamely egyenesre.

Példa Példdk affinitdsokra

e Eltolasok, hasonlésagok, egybevagosagok.
o Két affinitds kompozidja is affinités.

e Ha M egy invertdlhaté 2 x 2-es matrix a sikban, vagy 3 x 3-as métrix
a térben, és v tetszdleges vektor, akkor p — Mp + v egy affinitas.

e Nyirds és tengelyre merdleges nyujtds a sikban.
Adott egy L egyenes, és a két L altal meghatarozott félsikbol az egyik-
ben pozitiv eldjellel, a masikban negativ el6jellel tekintjiik az L-t6l vett
tavolsagot.
A X\ # 0 ardanyu tengelyre merdleges nyudjtas egy az L-t6l t el6jeles
tavolsdgii P pontot a P-bdl L-re vett merdleges azon P’ pontjiba
viszi, mely L-t0l vett elGjeles tavolsaga At.

Adott L-lel parhuzamos w vektor esetén a kapcsolédo nyirds az L-t6]
t eléjeles tavolsagu P pontot a p + tw pontba viszi.

Mindkét esetben L pontjai fixen maradnak.

Ha L az els6 koordinatengely, akkor az elsé transzforméacié a P(z,y)
pontot a P’(z,\y) pontba viszi. Ha tovdbbd w = («,0), akkor a
nyirds P(x,y) pontot a P'(x+ay,y) pontba viszi. [gy mindkét transz-
formécié linearis, azaz affinités.

Lemma Tetsz6leges sikbeli vagy térbeli affinitas injektiv.

Bizonyitds Ha A # B, akkor a transzformécié injektiv az AB egyenesen, igy
A és B képe is kiilonbozo. O

Lemma TetszOleges sikbeli vagy térbeli affinitas tartja a parallelogrammékat.

Bizonyitds Pont affin képét '-vel jelolom.

Legyenek A, B,C, D egy parallelogramma csticsai ilyen sorrendben, és
legyen P az [A,C] és [B, D] 4tlék metszéspontja. Igy A'C’ és B'D’ egye-
nesek metszéspontja P, azaz A', B',C’, D’ egy S sikban vannak. Miutdn
a parallelogramma szemkozti oldalainak egyenesei nem metszik egymast, és
ezt a tulajdonsdgot az affinitds megtartja, ezért A’B’ és C'D’ egyenesek,
illetve A’D’ és B'D’ egyenesek sem metszik egymast. Mivel ezek az egye-
nesek mind az S siban vannak, a nem metszé parok parhuzamosak, tehéat
A',B',C'", D egy parallelogramma csicsai. O
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Lemma Tetszoleges sikbeli vagy térbeli affinitas tartja a szakaszok felez6pontjat,
és az egyenesek parhuzamossigat.

Bizonyitds Pont affin képét '-vel jelolom. Belatjuk, hogy tetszdleges [A, B]
szakasz F felezépontjanak a képe [A’, B'] felez6pontja. Ehhez vélasszunk
P és @ csicsokat, hogy APBQ négyszog paralellogramma a cstcsok ilyen
sorrendjében. Ekkor F' az 4tldk felezOpontja. Miutan A’ P'B’Q)’ négyszog
paralellogramma, és F' az atlok felezépontja, ezért F' az [A’, B'] szakasz
felezGpontja.

Ha L és Ly egyenesek parhuzamosak, akkor vélasszunk A, B € L; és
C, D € Ly pontokat, melyekre A, B, C, D egy parallelogramma csicsai ilyen
sorrendben. Miutan A’, B',C’, D’ egy parallelogramma cstcsai ilyen sor-
rendben, ezért L) és L), parhuzamos. O

Definicié Osztdviszony Az A, B, C' egy egyenesen 1év8 pontok osztéviszonya
(ABC) =X hac—a=Ab—2c).
Megjegyzés Masszéval (ABC) = AC/CB, ha AC és CB elbjeles tavolsigok.

Tétel Tetszoleges sikbeli vagy térbeli affinitds tartja az osztéviszonyt.
Megjegyzés Masszdval, ha egy pont képét *-vel jeloljik, és ¢—a = A\(b—a),
akkor @ —a’' = \(V —@).

Bizonyitas 1. eset. A =n >0 egész

Legyen ¢, = n(b — a). Indukciét alkalmazunk n-re. Ha n = 0, akkor ¢ = a,
és ha n = 1, akkor ¢ = b miatt teljesiil az allitas. Tegyiik fel, hogy az &llitas
teljestil » > 1-ig minden nem-negativ egészre. Ekkor C,, a [Cp—1,Chpi1]
szakasz felezbpontja, tehit az el6z6 lemma miatt C), a [C),_;, C}, ] szakasz
felez8pontja, azaz &, = 3(¢),,4 + ¢,_;). Ebbél és az indukcids feltevésbol
adédik, hogy

&1 =26, —¢_1=2nb—a)— (n—1)(b—a) = (n+1)(b—a).

2. eset. A=n <0 egész
Ismét legyen ¢, = n(b — a). Ekkor n = —k valamely k& > 0 egészre,
ezért felhaszndlva, hogy C_j a [C_(k_l),C_(kH)] szakasz felezOpontja, k-
ra vonatkozo6 indukcié adja az allitast, hasonléan, mint az 1. esetben.
3. eset. A nem egész
El6észor tegyiik fel, hogy A raciondlis, azaz ¢ — a = Z (b— @), ahol p, q egész.
Defnidljuk az egyenes D pontjat d—a = p(b—a) egyenléséggel, tehat d—a =
q(¢ —a). Az 1. és 2. eset miatt ' —a' = p(b' — @) = q(¢ — @), azaz
d—a =20b —-a).

Mivel az allitast tudjuk minden raciondlis A-ra, és az affin leképezés
folytonos az egyenesen, ezért ¢ —a’ = (' — a@’) minden valés A-ra. O

Kovetkezmény Egy affinitds egy L egyenesre vett megszoritasit egyértelmiien
meghatdrozza L két pontjanak a képe.
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Tétel Tetszoleges sikbeli vagy térbeli affinitas felirhat6 p — Mp+v alakban,
ahol M egy invertdlhaté matrix.

Bizonyitds Legyen ® az affinitds, és legyen v = ®(0), ahol o a null vektor.
gy a Q(p) = ®(p) — v is affin transzformaci6, melyre (o) = 0. Belatjuk,
hogy 2 egy linedris transzformacio.

Ha ¢ = Xa, A € R, akkor ¢ — 0 = A(a — 0), igy az el6z6 tétel miatt
Q(c) — Q2(0) = MQ(a) — (0)). Masszéval Q(Aa) = X - Q(a).

Most belatjuk, hogy Q(a+b) = Q(a) +Q(b) tetszéleges a és b vektorokra.
Feltehetd, hogy @ # 6. Ha a és b 6sszefiiggd, akkor b = pa valamely p € R-re,
tehat az el6z6 bekezdés miatt

Q(a+b) = Q(p+1)a) = (p+1)Q(a) = Q@) +u-Q(@) = Q@) +Q(ua) = Q@) +Q(b).

Ha @ és b fiiggetlen, akkor létezik olyan P pont, hogy O, A, P, B ilyen sor-
rendben egy paralellogramma cstcsai, ezért Q(O) = O,Q(A), Q(P),B) is
ilyen sorrendben egy paralellogramma cstcsai. Ebbol adédik, hogy ebben az
esetben is Q(a+b) = Q(a)+Q(b), azaz Q valéban egy linedris transzformécio.

Legyen az M az Q-hoz tartozé métrix (az adott bazisban). Mivel
injektiv, ezért M invertdlhat6. Tovabbd ®(p) = Mp+ov. O

Kovetkezmény Az affinitasok invertalhatéak, és csoportot alkotnak. Tovabba
tetszéleges affinitas tartja a sikokat, illetve konvek alakzatokat konvex alakza-
tokba, és k-szogeket k-szogekbe visz.

Tétel Sikban, ha Ay, Ay, A3 pontok nincsenek egy egyenesen, és A), A5, A%
pontok nincsenek egy egyenesen, akkor pontosan egy olyan affinitas létezik,
mely A;-t Al-be viszi, i = 1,2, 3.

Tétel Térben, ha Ay, Ay, A3, A4 pontok nincsenek egy sikban, és A}, A), A5, Al

pontok nincsenek egy sikban, akkor pontosan egy olyan affinitas 1étezik, mely
A;-t Al-be viszi, i = 1,2, 3,4.
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10.1 Tengelyes affinitasok

Definiciéo Egy L egyenes egy affinitds tengelye, ha L barmely pontja fix-
pont. Ilyenkor az affinitast tengelyes affinitasnak hivjuk.
Megjegyzés Ha L két pontja fixpont, akkor mar L tengely.

Lemma Ha a sikban egy affinitas tengelye az els6 koordinatatengely, akkor

1
P(z,y) képe P'(z + ay, py), ahol p # 0, azaz az affinitds a M = { 0 fj ]
matrix-szal vald szorzés.

Bizonyitas Mivel az origd o fixpont, ezért a transzformacié p — Mp + v

t . . T .
alakd, ahol M = [ s Z } invertalhaté matrix, azaz det M = p # 0. Mivel
M(1,0) = (t,s), és (1,0) is fixpont, ezért t =1 és s =0. O

Kovetkezmény Ha a sikban egy L egyenes egy affinitds tengelye, akkor az
affinitds egy L tengelyli merdleges nyujtds, és egy L tengelyli nyiras kom-
pozicidja.

Megjegyzés A merfleges nyijtas ardanyat a tengelyes affinitds aranyanak
hivjuk. Ha az els6é koordinatatengely a tengely, akkor a tengelyes affinitas
aranya az el6z6 lemmabeli p.

Definicié A(K) egy konvex sikidom teriilete, V (K) egy konvex test térfogata.
Definicié Sikban vagy térben, ha a ® affin transzforméciét valamely bézisban
®(P) = Mp + v alakba irjuk megfelel6 M invertdlhaté matrixra, akkor

det M-t a ® determindnsanak hivjuk, és det ®-vel jeloljiik.
Megjegyzés Egy affinitds determinansa nem fiigg az orgd és a bazis megvalasztasatol.
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Tétel Ha a sikban a K konvex sikidomot a ® affinitds a K’-be viszi, akkor
A(K'") = |det ?| - A(K).

Bizonyitds Miutan egy konvex sikidomot lehet konvex sokszogekkel kozeliteni,
és barmely konvex sokszog haromszogekre oszthatod, ezért felteheto, hogy K
egy haromszog. Vegylik fel gy a koordinatrendszert, hogy az egyik csics az
O origd, és a méasodik cstics B rajta van az els6 koordinatatengelyen. Legyen
C' a harmadik cstcs, és legyen O’ = ®O, B’ = ®B, C' = ®C. Tovabba Cy
olyan pont, melyre a Ko = OBCy haromszog ilyen sorrendben hasonld a
K' = O'B'C’" hdromszoghoz. Ekkor Ky-t a K’ be egy p — AM1p + v alakui
hasonlésdg viszi, ahol A > 0 a hasonldsidg ardnya, és M egy ortogonalis
matrix, azaz det My = +£1.

Az O, B, C pontokat O, B, Cy-ba vivé tengelyes affinitas tengelye az elsé
1
0
Tovabba, ha Cy és C tavolsiaga az OB egyenestol my illetve m, akkor my =

|l - m. gy

koordinatatengely, igy métrixa My = { Z ] alaki, azaz det My = pu.

A(Kog) =1 my-OB=3-|ul-m-0OB = |u|- A(K).
Ha K szoge O-nal «, akkor ugyanennyi K’ szoge O’-nél, ezért

AK') = }-0'B'-0'C'-sina=3-(AOB)-(AOC)) - sina
= MNA(Ky) = N - A(K).

Miésrészt @ a hasonldsdg és a tengelyes affinitds kompozicidja, vagyis ®(p) =
Adet M det Mop + 7, azaz

detd — det(A-/\/llMQ):det<[é 2]M1M2>
A0 ,
det[ 0 -det My - det Mo = £A*p.

Tehét A(K') = |det ®| - A(K). O

Tétel Ha a térben a K konvex testet a ® affinitds a K’-be viszi, akkor
V(K') = |det ®| - V(K).
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10.2 Kor és gomb affin képe

Definicié (Ellipszis) Ha adottak Fj és Fy pontok, és a > %Fng, akkor az
X Fy + X Fy = 2a feltételt kielégité X pontok halmaza az Fi és Fy fékuszu,
a félnagytengely ellipszis.

Megjegyzés Ha F1Fy, = 2c¢c > 0, akkor b = +va? — ¢? a félkistengely.
Tovabbé, ha F1 Fy = 0 (azaz a = b), akkor az ellipszis egy a sugard kérvonal.

Megjegyzés Ha Fi(a + ¢,) és Fa(a — ¢,3) az ellipszis fékuszai, és a
félnagytengely a > ¢ > 0, akkor az ellipszis egyenlete

x_aQ _ 2
o) WD)

=1, ahol b= +va? — 2 a félkistengely.

Megjegyzés Az (x;S)Q + (y;f)z = 1 egyenlet hiperbolat ad meg, mely

fokuszai Fy(a + ¢, 8) és Fa(a — ¢, B), ahol ¢ = va? + b2.
Tovéabbé a 4p(y —3) = (z —)? egyenlet egy parabolit ad meg, mely fékusza
F(a, B+ p), és vezéregyenesének egyenlete y =  — p valamely p > O-ra.

Tétel (Fétengelytétel a sikban) Egy i, j ortonormalt bazisban tekintsiik az
ax? + Bry +yy? kifejezést az (z,y) pont fiiggvényeként. Ekkor 1étezik olyan
', 7' ortonormalt bazis, melyben ha i + yj = ti’ + sj’, akkor

ax? + Bry +yy? = o't? + 452
Megjegyzés Misszéval, ha az i, j bazisban egy pontrendszer egyenlete
ax® 4+ Bry +yy? + dx + ey 4+ w =0,
akkor az i, ' bazisban az egyenlet
440t +e's+w =0.

Bizonyitas Ha 8 = 0, akkor készen vagyunk, tehdt feltessziik, hogy 5 #
0. Megfelels ¢ € [0,7]-re i = (cosy,sing) és j = (—singp,cosp). Ha
xi+yj = ti’ + sj’, akkor x = tcosp — ssinp és y = tsinp + scosp. Bzt
behelyettesitve ax? + Bxy + yy? felithaté o/t? + B'ts + ~'s? alakban, ahol

B = —2acosypsing 4 B(cos® g — sin’ @) + 2ysin @ cos
= (v — «a)sin2p + [ cos 2¢p.

Tehat, ha ¢ = %arcctg %, azaz gfﬁgg = %, akkor B/ =0. O
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Tétel A sik egy affin transzformécidja egy korvonalat ellipszisbe visz.

Bizonyitds Legyen ® az affin transzformécio, és legyen (z—x0)2+ (y—yo)? =

r?2 a K korvonal egyenlete. A K képét K’ jeloli. Mivel ® inverze is affin
b

leképezés, igy p — Mp + v alakd, ahol M = { Z d ] és v = (v1,v2).

Maésszéval, ha ®(z,y) = (Z,7), akkor x = aZ + by + v1 és y = cT + dy + va.

Ezt behelyettesitve K egyenletébe kapjuk K’ egyenletét. Ezek szerint K’

egyenlete az i, j bazisban

(aZ + bj + v1 — x0)? + (¢ + dij + vo — o) = 12,

amely
oz’ 4 Bry +yy® + 0x + ey 4+ w =0,

alaku megfelel$ egytitthatokkal. A Fétengely tétel miatt 1étezik olyan ortonormélt
i, 7' bazis, ahol K’ egyenlete

A4+ 0t +e's+w =0.

Itt esetleg —1-gyel valé szorzds utén feltehetd, hogy o’ > 0.

Tudjuk, hogy K’ korldtos (mivel egy korlatos alakzat affin képe), igy
K’ nem tartalmazhat egyenest, és K’ nem lehet parabola vagy hiperbola.
Tovabba K'-nek végtelen sok pontja van, ezért K’ egyenletében o és ~/
pozitiv. Ebbél kovetkezik, hogy K’ ellipszis. O

a 0
0 b

egyenletii korvonalat az sz + z—j = 1 egyenletii ellipszisbe viszi. Tehat

tetszéleges ellipszis eldall kor affin képeként.

Példa Az M = [ }, a,b > 0, matrix-szal valé szorzds az > + 3% =1

Tétel Az a és b fétengelyl ellipszis teriilete abr.

Bizonyitds Legyen E az ellipszis. Megfelel6 béazisban a fenti M métrix az
egységkort az ellipszisbe képezi, ezért A(E) = |det M| -7 = abr. O

Definicié (Ellipszoid) Az ellipszoid az a feliilet, melynek egyenlete megfelel6
x,y, 2z koordinatarendszerben

22 g2 2

— +25 +—5 =1, ahola,b,c>0 a féltengelyek.

a b2 2
Tétel A tér egy affin transzformdciéja egy gémbét ellipszoidba visz, és
tetszoOleges ellipszoid eléall gomb affin képeként.
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11 Korokre vonatkozo hatvany

Tétel (Szels téte]) Ha a P pontot nem tartalmazza az O kozéppontd,
r sugaru korlemez, és egy P-bdl indulé szel6 A és B pontban metszi a
korvonalat, tovabba az egyik P-bol hizott érinté az E pontban érint, akkor

PA-PB = PO?-r?*= PE>.

Bizonyitas Miutan POFE haromszog E-nel fekv6 szoge derékszog az érintés
miatt, ezért PO? — r? = PE?.

Tekintsiik a P-n és O-n atmené egyenest, mely Ag és By pontokban
metszi a korvonalat. Feltehet6, hogy PA < PB és PAy < PBy, igy

PAy-PBy = (PO —7)- (PO +r) = PO* -2

Ha A = Ay és B = By, akkor készen vagyunk. Egyébként a keriileti szogek
tétele miatt PBAq/ = PByAZ. Miutan PBAg és PByA hdromszogek P-nél
fekvé szogei kozosek, ezért a haromszogek a csicsok ilyen sorrendje mellett
hasonléak. fgy % = P;fj{f, azaz, PA- PB = PAy- PBy. O

Tétel Ha a P pont az O kozéppontd, r sugard kérvonalon beliil fekszik, és
egy P-bdl dtmend szeld az A és B pontban metszi a korvonalat, akkor

PA.-PB=1r?>—- PO>.

Bizonyitds Tekintsiik a P-n és O-n atmeno egyenest, mely Ag és By pontok-
ban metszi a korvonalat. Feltehetd, hogy PAg < PBy, igy

PAy - PBy = (r — PO) - (r + PO) = r* — PO

Ha A = Ay és B = By, akkor készen vagyunk. Egyébként a keriileti szogek

tétele miatt PByA/ = PBAg/ és PABy/ = PAgBZ, tehdt PABy és PAyB

héromszogek a csticsok ilyen sorrendje mellett hasonléak. Igy % = 1;’%,

azaz PA-PB = PAy- PBy. O

Definicié Adott P pont és O koézéppontu, r sugard kor esetén a P-nek a

kérre vonatkozé hatvanya PO? — r2.

Megjegyzés A P-nek a korre vonatkozo hatvanya
e pozitiv, ha P a korlemezen kiviil van,
e nulla, ha P a kérvonalon van,

e negativ, ha P a korvonalon beliil van.

34



Tétel Ha két kor kozéppontjai kiilonboznek, akkor azon pontok halmaza,
melyek hatvanya a két korre megegyezik, az egy egyenes, mely meréleges
kozéppontokat Osszekoto egyenesre.

Megjegyzés A fenti egyenes a két kor hatvanyvonala. Ha a két kor érinti
egymast, akkor a hatvanyvonal a kozOs érintd, és ha a két korvonal két
pontban metsz, akkor a hatvanyvonal a két pont egyenese, hiszen a kozos
pontokban mindkét korre vonatkozo hatvany nulla.

Bizonyitds Legyenek a két kor kozéppontjai Op(z1,y1) és Oz(x2,y2), és a
sugaraik 71 és ro. Igy P(x,y) hatvdnya pontosan akkor egyenl6 a két korre,
ha PO? — r? = PO3 — 13, azaz

(@ —a1)? + (y—y1)? —rf = (x —22)° + (y — 2)* — 73.

A négyzetek kifejtése utan adddik, hogy

224 y? = 2mx — 2y + oty —rd = 2%+ y? — 2wem — 2oy + 25 + Y3 — 13,

amely ekvivalens a kovetkezd egyenlettel:

2w — x1)z +2(y2 —y1)y = a5 +ys —af —yi i -l
Ez egy olyan egyenes egyenlete, melynek egy normélvektora 2(oy — 01) =
(2(z2 — 21),2(y2 — y1)). lgy az egyenes meréleges az 0104 egyenesre. O

Kovetkezmény Ha harom kor kézéppontjai nincsenek egy egyenesen, akkor
pontosan egy olyan pont taldlhat6, mely hatvanyai a harom korre mege-
gyeznek. Ezt a

Megjegyzés Ez a pont a harom kor hatvanypontja, mely a harom hatvanyvonal
kozos pontja.

Bizonyitds Legyenek O, Os és O3 a korkézéppontok, és legyen L az O1 és Oo
kozéppontu korok hatvanyvonala, és legyen L az O9 és O3 kozéppontu korok
hatvédnyvonala. Itt L és L' nem parhuzamos, mert merdlegesek az 0105 il-
letve az 0203 egyenesekre, melyen nem esnek egybe. fgy a P metszéspontjuk
hatvénya megegyezik mindharom korre. Ebbol az is kovetkezik, hogy P raj-
ta van az O és Os kozéppontu korok hatvanyvonalan is. O
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12 Inverzid a sikon

Definicié A sikon adott egy O kbzéppont, r sugarta kor, melyet az inverzié
alapkorének hivjuk. Egy P # O pontnak a korre vonatkozé inverze az a P’
pont, mely az O kezd6ponti, P-n dthalad6 félegyenesen van, és

oP-OP =1

Megjegyzés A P’ inverz képe P. Tovdbba P = P’ pontosan akkor, ha P
rajta van a korvonalon, és ha P beliil illetve kiviil van a koérvonalon, akkor
P’ kiviilre illetve beliilre kertil.

Lemma Ha egy O kozépponti inverzié A, B pontokat A’ B'-be viszi, ahol
O, A, B nincs egy egyenesen, akkor O AB haromszog hasonlé O B’ A’ hdromszoghoz,
a csucsok ilyen sorrendjében.

Bizonyitis A két haromszog O-ndl fekvé szogei egybeesnek, tovdbba az
OA-OA' = OB - OB’ ésszefiiggés miatt 4 = 25 O

Lemma Egy O kozéppontt inverzié egy, az O-t nem tartalmazé kérvonalat
egy O-t nem tartalmazd korvonalba viszi. Tovabbd O és a két korzéppont
egy egyenesbe esik.
Megjegyzés Altaldban a korkozéppont képe nem lesz korkozéppont.
Bizonyitds Egy objektum inverz képét '-vel jelolom. Legyen K a korvonal.
Ha O egyben K kozéppontja, akkor K’ is egy O kozépponti korvonal.
Tehat tegytik fel, O nem koézéppontja K-nak, és legyenek A és B az O-t
és K kozéppontjat 6sszekotd egyenes metszéspontjai K-val, ahol OA < OB.
Belatjuk, hogy K’ az [A’, B] 4tmérdjli korvonal. Legyen P € K, P # A, B.

1. eset. O benne van a K altal hatarolt korlemezben.
Az OAP haromszog hasonlé az OP'A’ haromszoghoz, és O BP haromszog
hasonlé az OP'B’ haromsz6ghdz, ezért APB/ = T miatt

A'P'B'/=0PA/+0OPB/=0AP/+OBP/=7n—APB/ = 5
Igy P’ rajta van az [A’, B'] 4tméréji kérvonalon.
2. eset. O nincs benne a K Aaltal hatarolt korlemezben.
Az OAP haromszog hasonlé az OP’A’ haromszoghoz, és O BP haromszog

hasonlé az O P’ B' haromszoghoz. Mivel O AP/ kiils6 szoge az AP B haromszognek,
és OB’ < OA, ezért

APB/ = OPA/—-OPB/=0AP/—-0OBP/
= (r—BAP/)—- ABP/=APB/ =7.

Igy P’ rajta van az [A’, B] 4mérdjii korvonalon. O
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Lemma Egy O kozépponti inverzid egy, az O-n dtmend egyenest 6nmagaba
Visz.

Lemma Legyen az O-bdl az O-t nem tartalmazé L egyenesre bocsajtott
meréleges talpontja T. Ekkor egy O kozéppontu inverzié az L-t az [O,T"]
atmérdjii korvonalba viszi, ahol T" a T inverz képe.

Bizonyitds Legyen P € L, P # T. Mivel OT P hdromszog hasonlé OP'T’
haromszoghdz, ezért OP'T'/ = OTP/Z = 5. Igy P’ rajta van az [O,T"]
atmérdji korvonalon. O

Definicié Korvonalak szdge, korvonal és egyenes szoge

Ha két korvonal két pontban metszi egymast, akkot szogiik a valamely
metszéspontban vett érinték szoge. Tovabba, ha egy egyenes egy korvonalat
két pontban metsz, akkot szogiik a valamely metszéspontban vett érinté és
az egyenes szoge.

Tétel Az inverzié tartja korvonalak és egyenesek szogét.

Bizonyitas Legyen O az inverzié kozéppontja. Barmely objektum inverz
képét '-vel jeloljik.

1. eset: Metsz6 Ly és Ly egyenesek szoge

Legyen El az O-n atmend, az L;-vel parhuzamos egyenes, ¢ = 1,2, tehat
vagy L, = L; = L, vagy L) egy O-n dtmend korvonal, melyet L; érint O-
ban. fgy Ly és Ly szoge megegyezik Ly és Lo szogével, ami viszont egyenld
L} és LY, szogével.

2. eset. A és B pontban metsz6 K és Ky korvonalak szoge

Legyen L; a K; érintéje A-ban, i = 1,2. Itt K; és Ky szoge megegyezik L
és Lo szogével A-ban, amely az 1. eset miatt L) és L, szoge. Ez pedig az
érintés miatt megegyezik K| és K szogével.

3. eset. A és B pontban metsz6 K korvonal és L egyenes szoge

Legyen Ly a K érintGje A-ban. fgy K és L szoge megegyezik Lg és L szogével
A-ban, amely az 1. eset miatt L{, és L' szoge. Ez pedig az érintés miatt
megegyezik K' és L' szogével. O
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Megjegyzés Két korvonal pontosan akkor merdleges, ha a metszésponthoz
tartozo sugarak merélegesek. Egy egyenes és egy kor pontosan akkor meréleges,
ha az egyenes dtmegy a kor kozéppontjan.

Tétel Egy K korvonal inverz képe pontosan akkor énmaga, ha vagy K az
inverzi6 alapkore, vagy K merdleges az inverzié alapkorére.

Bizonyitds Legyen az inverzié alapkorének kozéppontja O, és sugara r.

Ha K megegyezik az alapkorrel, akkor nyilvin 6nmaga inverz képe.
Egyébként legyen A € K nem az alapkoron fekvd pont. Ennek képe A’
is K-n van, ezért A’ az O-bdl induld, A-n athaladé félegyenes maésodik
metszéspontja K-val. Ebbdl adodik, hogy O kiviil van K-n. Legyen E € K
az egyik O-bdl K-hoz hizott érint6 érintési pontja. Eldszor az inverzid
definici6jabdl, majd a szel6szakaszokra vonatkozotételbol kovetkezik, hogy
r2=0A-0A" = OE?. Vagyis E kozos pontja az alapkérnek és K-nak, és a
hozza tartozo sugarak merolegesek az érintés miatt. Tehdt K és az alapkor
merdlegesek egymasra.

Megforditva, ha K és az alapkor merdlegesek egymaésra, akkor az egyik
kézos E pontban OF érinti K-t, és persze OF = r. Igy tetsz8leges A € K
pontra, ha az O-bdl induld, A-n dthaladé félegyenes masodik metszéspontja
K-val B, akkor OA-OB = OFE? = 2, tehat B az A inverz képe. Mésszéval
K inverz képe 6nmaga. 0O

13 Inverzid a térben

Definicié A térben adott egy O koézépponti, r sugari gébmb. Egy P # O
pontnak a gombre vonatkozo inverze az a P’ pont, mely az O kezdSpontu,
P-n athaladé félegyenesen van, és OP - OP' = r2.

Megjegyzés A P’ inverz képe P. Tovabba P = P’ pontosan akkor, ha P
rajta van a gombfelszinen, és ha P beliil illetve kiviil van a gombfelszinen,
akkor P’ kiviilre illetve beliilre keriil. A kovetkezd hdrom lemma kozvetlen
kovetkezménye a megfelel6 sikbeli dllitdsoknak.

Lemma A térben egy O kozéppontu inverzié egy, az O-n atmend sikot
onmagaba visz.

Lemma A térben legyen az O-bdl az O-t nem tartalmazé S sikra bocsajtott
merdleges talpontja T. Ekkor egy O kézépponti inverzié az S-t az [O,T"]
atméréjii gombfelszinbe viszi, ahol T a T inverz képe.

Lemma Egy O koézéppont inverzié egy, az O-t nem tartalmazé gombfelszint

egy O-t nem tartalmazo6 gémbfelszinbe viszi. Tovabba O és a két gombkozéppont
egy egyenesbe esik.
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Definicié Sztereografikus projekcio

Legyenek E és D egy G gombfelszin atellenes pontjai ( “északi és déli pélus”),
és legyen S a D-beli érintésik. A gombfelszin barmely P pontjahoz az S sik
és az E kezdGpontd, P-n athaladé félegyenes metszéspontjat hozzarendeld
transzformaciét sztereografikus projekciénak nevezziik.

Tétel A fenti jelolést hasznalva, a sztereografikus projekcio egy a G gombfelszinen
taldlhaté korvonalat vagy egyenesbe visz (ha a koérvonal tartalmazza E-t),
vagy korvonalba (ha a korvonal nem tartalmazza FE-t). Tovabba a sztere-
ografikus projekcié tartja a korvonalak szogét.

Bizonyitds Az E koézéppontu, ED sugart gombre vett inverzié D-t fixen
hagyja, igy G-t S-be viszi. Mdsszdval a sztereografikus projekcié megegyezik
ezen inverzié megszoritasaval a G gombfeliiletre. Egy objektum inverz képét
'_vel jelolom.

Legyen K egy tetszOleges G-n fekvd korvonal, és legyen H a sikja. Igy
K =G'NnH' =SNH'.Ha FE € K, azaz E € H, akkor H = H, és ezért K’
az SN H egyenes. Ha F ¢ K, akkor kénnyen lathatd, hogy E &€ H, és ezért
H' egy gombfeliilet, mely metszete S-sel egy kirvonal. Igy K’ kirvonal.

Még meg kell mutatnunk, ha Ki, Ko C G korvonalak A és B pontokban
metszenek, akkor szogitk megegyezik K/ és K, szogével. Feltehet6, A # E,
és legyen L; a K; korvonal A-beli érintéegyenese, i = 1, 2. fgy Ky és Ky
szoge megegyezik Ly és Lo szogével A-ban, és K| és K/ szoge megegyezik
Ly és LY szdgével A'-ben. Legyen tovébba L; az E-n atmend, az L;-vel
parhuzamos egyenes, i = 1,2. Itt L} az L; és L; sikjaban fekvé, A'-t és F-t
tartalmazo korvonal, melyet L; az E-ben érint, ¢ = 1,2. Tehat

K és Ko sz0ge = Ly és Lo szoge A-ban = El és EQ szoge E-ben
= L} és L), szoge E-ben = L} és L}, szoge A’-ben
= K] és K szoge A'-ben,
amit bizonyitani akartunk. O
Megjegyzés Ismert, hogy a foldfelszin semmilyen darabjarél nem lehet
olyan siktérképet késziteni, mely pontosan tartja a tavolsagaranyokat. Gyakran

készitenek térképet sztereografikus projekcio segitségével, mert ez az eljaras
megtartja legaldbb a szbgeket, ami fontos pl. a hajézasnal.
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14 Euklidészi szerkesztések

Definicié Euklidészi (korzével és vonalzéval torténd) szerkesztések

Azt mondjuk, hogy adott pontokbdl, korvonalakbdl és egyenesekbdl egy
sibeli pontokbdl, egyenesekbdl és korvonalakbol 4llé alakzat korzovel és vo-
nalzéval megszerkesztheto, ha kovetkezd 1épésekkel el lehet jutni hozzajuk:

e Adott vagy megszerkesztett ponttal, mint kézépponttal, és tetszoleges
sugarral korvonalat htuzunk.

o Két, mar adott vagy megszerkesztett ponton at egyenest hizunk.

o Két, mar adott vagy megszerkesztett egyenesnek vagy korvonalnak
vessziik a metszéspontjat.

Megjegyzés Alap szerkesztések, melyekre sok szerkesztés visszavezetheto.
e Adott szakasz felez6pontja, felezémerélegese.
e Meroéleges egyenes adott pontban adott egyenesre.
e Parhuzamos adott pontban adott, a pont nem tartalmazé egyenessel.
e Adott szakaszt adott raciondlis aranyban oszté pont.
e Adott kérvonalhoz adott kiilsé pontbdl hiizott érinto.
e Adott szog felezdje.
e Adott szbg dtmasoldsa olyan helyzetbe, ahol az egyik szogszar adott.

e Adott hosszisdgu szakaszok mértani kozepe, azaz, egy vab hosszi
szakasz, ha adott egy a és egy b hosszu szakasz.

e Adott oldalt szabalyos hdromszog, négyzet, szabalyos hatszog.
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Lemma Az r sugart korbe irt szabdlyos tizszog oldala a = ‘/3’2*1 r.

Bizonyitds Legyen [A, B] a szabélyos tizszOg egy oldala, és legyen O a
koriilirt koér koézéppontja. fgy az AOB haromszoghen OA = OB = r,
AOB/ = %r =£,680ABZ = 0OBAZ = %’r . Az AO B haromszoégben messe
az A sz0g szogfelez6je P-ben az [O, B] oldalt, tehat PAO/ = PABZ = %.
Ebbdl adédik, hogy PAO hiromszog egyenlészari, pontosabban PA = PO.
Tovabba PAB és AOB héaromszogek két-két szogiik egyezOsége miatt ilyen
sorrendben hasonléak. Ezért PAB haromszogben AB = PA, tehat a =
AB = PA = POAés PB = BO — PO = r — a. Masrészt a hasonldsaghbdl
B _ PB a

kovetkezik, hogy 55 = 45, azaz &+ = ~_*. Ezt dtrendezve kapjuk, hogy

a’> —ra—r1r*=0.

— /r2 2 — .
rd P = 1%‘/5 - r. Mivel

Az a-ban maésodfoka egyenlet két gyoke
a >0, ezért a = @r. O

Tétel Adott sugari korbe szabalyos 0tszog vagy tizszog szerkeszthetd.

Bizonyitds Legyen O a korkozéppont, és A pedig a korvonal egy pontja.
Szerkessziik meg az OA egyenesre az O-ban merdleges L egyenest, majd
vegyiik fel ezen azon B pontot, melyre OB = % OA. Ezek utan legyen C az
L-nek, és a B kozéppontid, BA sugaru korvonalnak az a metszete, melyre
O € [B,(C]. Azt éllitom, hogy ekkor OC' a szabélyos tizszog oldala, tehét a
tizszog igy megszerkeszthetd. A szabdlyos 6tszoget ugy kapjuk, hogy vessziik
szabdlyos tizszog minden méasodik csuicsat.

Az §llitdshoz legyen OA = r a kor sugara, igy OB = r/2. A Pitagorasz-

tétel miatt AB = VOAZ + OB2 = \/r2 + 22 = ¥3r, ezért OC = BC —

BO = BA — BO = ér — %r = @r. Ez pedig a korbeirt szabdlyos

tizszog oldala az el6z6 lemma miatt. O

Megjegyzés Kiszamolhato, hogy a szabalyos 6tszog egy oldala a fenti bi-
zonyitasbeli AC tavolsag.

Megjegyzés Adott a oldalu szabalyos 0tszog vagy tizszog is szerkeszthetd.
Példaul 6tszog esetén tetszoleges 7 korsugarhoz a fenti médszerrel szerkessziik
meg az ilyen sugard korbe irt szabélyos 0tszog a oldalat, majd a parhuzamos
szel6k tétele alapjan azt az r értéket, melyre &+ = % Tehat az a oldalu

szabdlyos 0tszoget az r sugari korbe tudjuk beini.
Megjegyzés Ismert, hogy nem lehet adott széget harmadolni, vagy adott

oldali szabdlyos hétszoget vagy 11-szoget szerkeszteni. De lehet példaul
adott oldali szabdlyos 17-szoget szerkeszteni.
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15 Szerkesztés csak korzovel

Definicié Mascheroni-féle, azaz csak korzével térténd szerkesztések

Egy egyenest akkor tekintiink adottnak, ha két pontja adott, és egy korvonalat,

ha kozéppontja és egy pontja adott. Azt mondjuk, hogy adott pontokbdl,
korvonalakbdl és egyenesekbodl egy sibeli pontokbdl, egyenesekbdl és korvonalakbdl
all6 alakzat csak korzével megszerkeszthetd, ha kovetkezo 1épésekkel el lehet
jutni hozzajuk:

e Adott vagy megszerkesztett ponttal, mint kézépponttal, és tetszoleges
sugarral korvonalat hiuzunk.

o Két, mar adott vagy megszerkesztett korvonalnak vessziik a metszéspontjat.

Lemma Ha adott A # B és valamely m > 2 egész, akkor csak korzével
megszerkeszthetd az az A kezd6ponti, B-n athaladd félegyenesen fekvé C
pont, melyre AC' =k - AB.

Bizonyitds Adott A # B esetén m > O-ra indukcidval bizonyi{tom, hogy ha
¢—a=m-(b—a) (ami a lemmabeli feltétel), akkor C' csak korzével meg-
szerkeszthet6. Ha m = 0, akkor C' = A, és ha m = 1, akkor C = B, igy
ekkor nyilvan teljesiil az allitas. Tegyiik fel, hogy m > 2, és definialjuk C}
és Cy pontokat a ¢ —a = (m—1)-(b—a) ésé—a=(m—2)-(b—a)
feltétellel, tehat C7 és Co csak korzovel megszerkeszthetd az indukcids fel-
tevés miatt. Legyenek D és E # (4 olyan pontok, hogy D tévolsaga Ci-t6l
és Cr-t6l is AB = (105, és E tavolsdga D-t6l és Ci-tol is AB. fgy C
tavolsdga F-t6l és C1-t0l is AB. Miutan D csak korz6vel megszerkeszthet6
C és Cy ismeretében, tovabba E a D és (] ismeretében, végill C' az E és
C1 ismeretében, C szerkeszthet6ségét belattuk. O

Lemma Ha adott az inverzié K alapkorvonala, akkor tetszoleges K-n kiviili
P pontnak az inverz képe csak korzével megszerkeszthetd.

Bizonyitds Legyen a K kozéppontja O, és sugara r. Legyen R és S a K-nak
és a P kozépponti, PO sugart korvonalnak a metszéspontjai (ezek léteznek,
mert a kérvonalnak van pontja K-n belil és kiviil is). Tovabba legyen @ az
R és az S kozépponti, OR = OS = r sugari kérvonalaknak O-t6l kiilénb6z6
metszéspontja. fgy Q csak korzével megszerkesztheto.

Mivel O, @ és P tavolsaga R-t6l és S-t6l megegyezik, ezért a harom
pont rajta van [R,S] szakasz felezOmerdlegesén. Tehat @ rajta van az O
kezd6ponti, P-n dthaladé félegyenesen. Méasrészt OPR és O R(Q) egyenlOszart
haromszogek alapon fekvo szogei O-nal egybeesnek, vagyis a két haromszog

a csucsok ilyen sorrendje mellett hasonlé. Ebbdl adédik, hogy % = 8—5,

azaz OP - OQ = OR? = r2. Tehat @ a P inverz képe. O
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Tétel Ha adott az inverzi6 alapkore, akkor tetszoleges P pontnak az inverz
képe csak korzovel megszerkesztheto.

Bizonyitds Legyen K az alapkorvonal O kézépponttal és r sugérral, és jelolje
az erre vonatkozé inverz képet /. Ha P € K, akkor P’ = P, igy nem
is kell szerkeszteni. Ha P a K-n kiviil van, akkor az el6z6 lemma adja a
szerkesztést. Tehat feltehetjiik, hogy P belil van K-n. Valasszunk olyan
m > 2-t, hogy ha @ az O kezd6ponti, P-n athalad6 félegyenesen fekvo
azon pont, melyre OQ = m - OP, akkor a @) pont kiviil van K-n. Mivel
OP -OP =12 =0Q -0Q, ezért OP' = m - OQ’'. Tehat @ csak korzével
megszerkesztheté O-bol és P-bdl az elsd lemma miatt, Q' a Q-bdl mdsodik
lemma miatt, és P’ az O-bdl és Q'-bdl megint az elsd lemma miatt. O

Lemma Ha inverzié alapkorének kozéppontja O, és P # O, akkor az [O, P)|
szakasz felozémerdleges egyenesének az inverz képe a P’ kozéppontid, PO
sugaru korvonal, ahol P’ a P inverz képe.

Bizonyitis Legyen T az [O, P] szakasz felozOpontja, tehdt az O-bdl az L
felozémerolegesre bocsédjtott merdleges talppontja. Lattuk, hogy L inverz
képe, melyet L’ jelol, az [O,T’] szakasz, mint atmér6 folé emelt korvonal,
ahol 7" a T inverz képe. Ekkor OT - OT' = OP - OP' és OT = 1 OP miatt
OP' = L OT, ezért valéban L' kdzéppontja P'. O

Lemma Ha adott harom, nem egyenesen fekvé pont, akkor csak korzével
megszerkeszthetd a rajtuk dtmend korvonal.

Bizonyitdas Legyen A, B és C a harom pont. Legyen K egy tetszOleges A
kozépponti kérvonal, mely a bizonyitasbeli inverzié alapkore.

Az A, B és C-n atmené korvonal megszerkeszthetéséhez elég a az 6 ()
kozéppontjat megszerkesztheteni. Ha Lp és Lo az [A, B] illetve [A, C] sza-
kasz felezémerolegese, akkor a keresett ) az Lp és Lo metszete. () inverz
képe legyen @Q'. Az el6z6 lemma miatt csak korzével megszerkeszthetéek L g
és L¢ inverz képei, melyek metszete A és Q'. Igy Q'-t mar megszerkesztetiik,
és ebbdl Q-t is megszerkeszthetjiik, mint @’ inverz képét. O
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Lemma Ha adott az inverzi6 alapkore, akkor tetszoleges korvonalnak illetve
egyenesnek az inverz képe megszerkesztheto csak korzével.

Bizonyitds Az inverzié alapkorének kozéppontjat O-val, és egy objektum
inverz képét '-vel jelolom. Tekintstink egy L egyenest. Ha O € L, akkor L' =
L, igy nincs mit szerkeszteni. Ha O ¢ L, akkor valasszunk tetszéleges A, B €
L pontot, szerkessziik meg A’, B’-t, majd az el6z8 lemma alapjin szerkessziik
meg az O, A’ és B’ pontokon athaladé korvonalat, mely a keresett L.

Most tekintsiink egy K korvonalat. Ha O € K, akkor K' a K két
O-t6l kiilonboz6 tetszoleges pontjanak inverz képén atmend egyenes. Ha
O ¢ K, akkor valasszunk tetszéleges A, B,C' € K pontot, szerkessziik meg
A', B',C'-t, majd az el6z8 lemma alapjdn szerkessziik meg az A’ B’ és C’
pontokon athaladé korvonalat. Ez a korvonal K/. O

Tétel (Mohr-Mascheroni) Ha egy objektum korzével és vonalzdval meg-
szerkeszthetd, akkor csak korzovel is.

Bizonyitds Két olyan 1épés van, mely szerepel vonalzdval és korzo vald szer-
keszthet6ség 1épései kozott, de nem szerepel a csak korzovel vald szerkeszt-
het6ség 1épései kozott. Ezek az adott egyenes és korvonal metszete, illetve
az adott két egyenes metszete. fgy azt kell megmutatnunk, hogy ezt a két
lépést véghez tudjuk vinni csak korzovel.

Adott L egyeneshez és K korvonalhoz vélasszunk egy L-n és K-n nem
fekvé O pontot, és egy tetszéleges O kozéppontu kort, mely az inverzid
alapkore lesz. Megszerkesztjik L és K inverzét, melyek korok, és igy ki-
jelolhetéek az & metszéspontjaik (ha vannak). Majd ezen metszéspontok
inverz képei az L és K metszéspontjai.

Adott Ly és Lo egyeneshez véilasszunk egy Li-n és Lo-n nem fekvo O pon-
tot, és egy tetszbleges O kozéppontu kort, mely az inverzié alapkore lesz.
Megszerkesztjiilk L1 és Lo inverzét, melyek O-n dthalad6 korok, és igy ki-
jelolhetd a két kor O-tdl kiilonboz6 metszéspontja. Végiil ezen metszéspont
inverz képe az L és Lo metszéspontja. O

Megjegyzés A csak korzével vald szerkesztés soran a szerkesztés 1épéseihez
esetleg kiilonb6z6 korokre végziink inverziét. Példaul adott L egyenes és K
korvonal metszéspontjainak megszerkesztésénél az O pont nem illeszkedett
K-ra, igy K inverz képére sem, melyet K’ jelolok. A K’-nek el8szor meg-
szerkesztjik hdrom pontjat, melyek hdrom A, B,C € K pont A’, B’,C’ pont
inverz képe (az O kozépponti inverziét haszndlva). A K’ kézéppontjanak
meghatarozasdhoz viszont A’ kozéppontti inverziét kell haszndlni.
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