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o Alapfogalmak (térelemek és viszonyaik)
e Transzformaciok

o Fontosabb geometriai alakzatok
@ Vektorgeometria

o Koordinatak és vektorok

e \ektorok szorzasa

@ Vektorok alkalmazasai

o Sokszogek és konvex sokszdgek

o Konvex poliéderek, szabalyos poliéderek
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Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 7. ebadas

Egyenletek: kipszeletek kanonikus egyenlete

Azt mondjuk, hogy

@ egy parabola a koordinatarendszerhez kéjpmsbnikus
helyzet{j ha a szimmetriatengelye azengely, csdcspontja az
origo, és fékusza az-tengely pozitiv félegyenesére esik;
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Egyenletek: kipszeletek kanonikus egyenlete

Azt mondjuk, hogy

@ egy parabola a koordinatarendszerhez kéjpmsbnikus

helyzet{j ha a szimmetriatengelye azengely, csdcspontja az
origo, és fékusza az-tengely pozitiv félegyenesére esik;

o egy ellipszis vagy egy hiperbola a koordinatarendszerhez képest
kanonikus helyzettha szimmetriatengelyei a koordinata-
tengelyek, és fokuszai aztengelyre esnek.

y

N4
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Egyenletek: kipszeletek kanonikus egyenlete

Azt mondjuk, hogy

@ egy parabola a koordinatarendszerhez kéjpmsbnikus
helyzet{j ha a szimmetriatengelye azengely, csdcspontja az
origo, és fékusza az-tengely pozitiv félegyenesére esik;
o egy ellipszis vagy egy hiperbola a koordinatarendszerhez képest
kanonikus helyzettha szimmetriatengelyei a koordinata-
tengelyek, és fokuszai aztengelyre esnek.
y
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Meghatarozzuk a kanonikus helyzet( kipszeletek egyenleteit.




Tekintstink ebszor egy kanonikus helyzet( parabolat.
y
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Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 7. ebadas 4129

Egyenletek: kipszeletek kanonikus egyenlete

Tekintstink ebszor egy kanonikus helyzet( parabolat.

Jeldljep a fékusz és a vezéregyenes tavolsagat,
y




Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 7. ebadas 4129

Egyenletek: kipszeletek kanonikus egyenlete

Tekintstink ebszor egy kanonikus helyzet( parabolat.
Jeldljep a fékusz és a vezéregyenes tavolsagat, ekl
y afokusz a#(p/2,0) pont, a vezéregyenes pedig az
X = —p/2 egyenletiv egyenes.

-p/20\ F(p/2,0) X
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Egyenletek: kipszeletek kanonikus egyenlete

Tekintstink ebszor egy kanonikus helyzet( parabolat.

Jeldljep a fékusz és a vezéregyenes tavolsagat, ekl
afokusz a#(p/2,0) pont, a vezéregyenes pedig az
P X = —p/2 egyenletiv egyenes.
(x.y) o -
A sik barmelyP(x, y) pontjara
d(P,F) = \/(x—p/2)? +y? és d(P,v) = [x+ p/2].

y

-p/20\ F(p/2,0) X
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Egyenletek: kipszeletek kanonikus egyenlete

Tekintstink ebszor egy kanonikus helyzet( parabolat.

Jeldljep a fékusz és a vezéregyenes tavolsagat, ekl
afokusz a#(p/2,0) pont, a vezéregyenes pedig az
P X = —p/2 egyenletiv egyenes.
(x.y) o -
A sik barmelyP(x, y) pontjara
d(P,F) = /(x—p/2)? +y? és d(P,v) = [x+ p/2].
A P pont tehat akkor és csak akkor tartozik a
parabolahoz, ha

y

-p/20\ F(p/2,0) X
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Egyenletek: kipszeletek kanonikus egyenlete

Tekintstink ebszor egy kanonikus helyzet( parabolat.

Jeldljep a fékusz és a vezéregyenes tavolsagat, ekl
afokusz a#(p/2,0) pont, a vezéregyenes pedig az
P X = —p/2 egyenletiv egyenes.
(x.y) o -
A sik barmelyP(x, y) pontjara
d(P,F) = /(x—p/2)? +y? és d(P,v) = [x+ p/2].
A P pont tehat akkor és csak akkor tartozik a

parabolahoz, ha/(x — p/2)2 +y2 = [x + p/2],

y

-p/20\ F(p/2,0) X
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Egyenletek: kipszeletek kanonikus egyenlete

Tekintstink ebszor egy kanonikus helyzet( parabolat.

Jeldljep a fékusz és a vezéregyenes tavolsagat, ekl
afokusz a#(p/2,0) pont, a vezéregyenes pedig az
P X = —p/2 egyenletiv egyenes.
(x.y) o -
A sik barmelyP(x, y) pontjara
d(P,F) = /(x—p/2)? +y? és d(P,v) = [x+ p/2].
A P pont tehat akkor és csak akkor tartozik a

paraboldhoz, ha/(x — p/2)2 + y2 = |x+ p/2|, azaz
(x=p/2*+Y = (x+p/2?

y

-p/20\ F(p/2,0) X
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Egyenletek: kipszeletek kanonikus egyenlete

Tekintstink ebszor egy kanonikus helyzet( parabolat.
Jeldljep a fékusz és a vezéregyenes tavolsagat, ekl
afokusz a#(p/2,0) pont, a vezéregyenes pedig az

P(xy) X= —p/2 egyenletiv egyenes.

A sik barmelyP(x, y) pontjara

d(P.F) = \/(x— p/2)Z +y? ésd(P,v) = [x+p/2].

A P pont tehat akkor és csak akkor tartozik a

paraboldhoz, ha/(x — p/2)2 + y2 = |x+ p/2|, azaz
(X—p/2?+¥* = (x+p/2)?

¥ —px+ (p/2)°+Y* = X+ px+ (p/2)?

y

-p/20\ F(p/2,0) X
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Egyenletek: kipszeletek kanonikus egyenlete

Tekintstink ebszor egy kanonikus helyzet( parabolat.
Jeldljep a fékusz és a vezéregyenes tavolsagat, ekl
afokusz a#(p/2,0) pont, a vezéregyenes pedig az

P(xy) X= —p/2 egyenletiv egyenes.

A sik barmelyP(x, y) pontjara

d(P.F) = \/(x— p/2)Z +y? ésd(P,v) = [x+p/2].

A P pont tehat akkor és csak akkor tartozik a

paraboldhoz, ha/(x — p/2)2 + y2 = |x+ p/2|, azaz
(X—p/2?+¥* = (x+p/2)?

¥ —px+ (p/2)°+Y* = X+ px+ (p/2)?

V¥ = 2px

y

-p/20\ F(p/2,0) X




Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 7. ebadas 4129

Egyenletek: kipszeletek kanonikus egyenlete

Tekintstink ebszor egy kanonikus helyzet( parabolat.
Jeldljep a fékusz és a vezéregyenes tavolsagat, ekl
afokusz a#(p/2,0) pont, a vezéregyenes pedig az
P(xy) X= —p/2 egyenletiv egyenes.
A sik barmelyP(x, y) pontjara
d(P.F) = \/(x— p/2)Z +y? ésd(P,v) = [x+p/2].
A P pont tehat akkor és csak akkor tartozik a
paraboldhoz, ha/(x — p/2)2 + y2 = |x+ p/2|, azaz
(X—p/2?+¥* = (x+p/2)?
X —px+ (p/2)? +¥* = X +px+(p/2)
V¥ = 2px

Ekvivalens atalakitasokat végeztink, ezért:

y

-p/20\ F(p/2,0) X

A parabola kanonikus egyenletg = 2px. |



Az ellipszis és a hiperbola kanonikus egyenletét egyszerre
vezethetjik le.
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Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 7. ebadas 5/29

Egyenletek: kipszeletek kanonikus egyenlete

Az ellipszis és a hiperbola kanonikus egyenletét egyszerre
vezethetjik le.
Legyenek a fokuszok @tc, 0) pontokban,
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Egyenletek: kipszeletek kanonikus egyenlete

Az ellipszis és a hiperbola kanonikus egyenletét egyszerre
vezethetjik le.

Legyenek a fokuszok @tc, 0) pontokban, és jeldlje

a gorbe definicidjaban szerémllandét

F Fo X R R X
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Egyenletek: kipszeletek kanonikus egyenlete

Az ellipszis és a hiperbola kanonikus egyenletét egyszerre
vezethetjik le.

Legyenek a fokuszok @tc, 0) pontokban, és jeldlje

a gorbe definicidjaban szerémllandét

(azaz: az-tengellyel vett metszéspontok tavolsagat).




Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 7. ebadas

Egyenletek: kipszeletek kanonikus egyenlete

A sik valamelyP(x,y) pontjanak a fokuszoktél mért tavolsaga

(X+C)2+y2 és 4/(x—cC)2+Vy2

6/29
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Egyenletek: kipszeletek kanonikus egyenlete

A sik valamelyP(x,y) pontjanak a fokuszoktél mért tavolsaga

(X+C)2+y2 és 4/(x—cC)2+Vy2

A P pont tehat akkor és csak akkor tartozik a gérbéhez,




Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 7. ebadas

Egyenletek: kipszeletek kanonikus egyenlete

A sik valamelyP(x,y) pontjanak a fokuszoktél mért tavolsaga

(X+C)2+y2 és 4/(x—cC)2+Vy2

A P pont tehat akkor és csak akkor tartozik a gérbéhez, ha

‘\/(x+c)2+yzi\/(x—c)2+y2) = 2a,

ahol 6sszeadas all ellipszis esetén, kivonas all hiperbola esetén.

y y
P P
= o/ a <\
Fi Fo X Fl_\a L F2 X
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‘\/(X+°)2+y2j: \/(X—c)2+y2‘ =2a
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‘ \/(x+c)2+y2j: \/(x—c)z-l-yz‘ =2a
Kétszer négyzetre emelve és atrendezve:
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Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 7. ebadas

Egyenletek: kipszeletek kanonikus egyenlete

‘\/(x+c)2+y2i\/(x—c)2+y2‘ =2a

Kétszer négyzetre emelve és atrendezve:

(x+02+Y + 2/(x+ 02 +y2/(x—c2+y2+
+ (Xx—C)2 4y = 4a

7129



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 7. ebadas 7129

Egyenletek: kipszeletek kanonikus egyenlete

‘\/(x+c)2+y2i\/(x—c)2+y2‘ =2a

Kétszer négyzetre emelve és atrendezve:

(x+02+Y + 2/(x+ 02 +y2/(x—c2+y2+
+ (Xx—C)2 4y = 4a

i\/(x+c)2+y2\/(x—c)2+y2 = 22— -y




Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 7. ebadas

Egyenletek: kipszeletek kanonikus egyenlete

‘\/(x+c)2+y2i\/(x—c)2+y2‘ =2a

Kétszer négyzetre emelve és atrendezve:

(x+02+Y + 2/(x+ 02 +y2/(x—c2+y2+
+ (Xx—C)2 4y = 4a

i\/(X+C)2+y2\/(x—c)2+y2 — 2Ry
(x+ 02+ ) (x—0?+y?) = (222 -2 — X2 —y?)?

7129



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 7. ebadas

Egyenletek: kipszeletek kanonikus egyenlete

‘\/(x+c)2+y2i\/(x—c)2+y2‘ =2a

Kétszer négyzetre emelve és atrendezve:

(x+02+Y + 2/(x+ 02 +y2/(x—c2+y2+
+ (Xx—C)2 4y = 4a

i\/(X+C)2+y2\/(X—c)2+y2 _ 2a2—c2—x2_y2
(x+02+y?) (x—0?+y?) = (22—~ X —y?)?
P+ Y+ )P =4 = 4a*+ (P +y+ )7 —
—42 (¢ +y* + &%)

7129



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 7. ebadas

Egyenletek: kipszeletek kanonikus egyenlete

‘\/(x+c yZi\/ +y2‘—2a

Kétszer négyzetre emelve és atrendezve:

(x+02+Y + 2/(x+ 02 +y2/(x—c2+y2+
+ (Xx—C)2 4y = 4a

i\/(x+c)2+y2\/(x—c)2+y2 = 282 -2 -x—y?
(c+ef +y) (x=0)° +¥) = (2 - =X —y)°
¥y 4+ PP -l = A+ (R+yP+ PP —

2+ Y+ )

(@2 — ) +a%y? = a’(a®—c?)

7129



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 7. ebadas

Egyenletek: kipszeletek kanonikus egyenlete

‘\/(x+c yZi\/ +y2‘—2a

Kétszer négyzetre emelve és atrendezve:

(x+02+Y + 2/(x+ 02 +y2/(x—c2+y2+
+ (Xx—C)2 4y = 4a

i\/(x+c)2+y2\/(x—c)2+y2 = 282 -2 -x—y?
(c+ef +y) (x=0)° +¥) = (2 - =X —y)°
¥y 4+ PP -l = A+ (R+yP+ PP —

2+ Y+ )

(@2 — ) +a%y? = a’(a®—c?)

(Az egyenletrendezés lépései ekvivalens atalakitasok voltak.)

7129
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(8% — ) 4 a%y? = )
Ellipszis esetém > c, ezért azat2
jeldlhetjik b?-tel

¢® mennyiséget
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Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 7. ebadas 8/29

Egyenletek: kipszeletek kanonikus egyenlete

(a2 — 2)x% 4 a%y? = a’(a® — )

Ellipszis esetém > ¢, ezért am® — ¢ mennyiséget
a jelolhetjukb?-tel. (Ekkor az ellipszis kistengelye,
C a

azaz a flggleges tengelymetszetek tavolsaga

y
-
&j X éppen B-vel egyend.)

—a
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Egyenletek: kipszeletek kanonikus egyenlete

(a2 — 2)x% 4 a%y? = a’(a® — )

Ellipszis esetém > ¢, ezért am® — ¢ mennyiséget
jelolhetjukb?-tel. (Ekkor az ellipszis kistengelye,
C a

azaz a flggleges tengelymetszetek tavolsaga

y
-
&j X éppen B-vel egyend.) Behelyettesitve
b2 + a2y — a2h?

—a




Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 7. ebadas 8/29

Egyenletek: kipszeletek kanonikus egyenlete

(a2 — 2)x% 4 a%y? = a’(a® — )
Ellipszis esetém > ¢, ezért am® — ¢ mennyiséget
/\ jelolhetjukb?-tel. (Ekkor az ellipszis kistengelye,
—a € ¢ a _ azaz a fuggleges tengelymetszetek tavolsaga
Q} X éppen B-vel egyend.) Behelyettesitve
b?x? + a%y? = a?b?

2 2
£+L q J

bZ

adadik; ez az ellipszis kanonikus egyenlete.
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Egyenletek: kipszeletek kanonikus egyenlete

(a2 — 2)x% 4 a%y? = a’(a® — )
Ellipszis esetém > ¢, ezért am® — ¢ mennyiséget
/\ jelolhetjukb?-tel. (Ekkor az ellipszis kistengelye,
—a € ¢ a _ azaz a fuggleges tengelymetszetek tavolsaga
Q} X éppen B-vel egyend.) Behelyettesitve
b?x? + a%y? = a?b?

2 2
£+L q J

bZ

adadik; ez az ellipszis kanonikus egyenlete.
Megjegyzés:
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Egyenletek: kipszeletek kanonikus egyenlete
(a2 — 2)x% 4 a%y? = a’(a® — )
Ellipszis esetém > ¢, ezért am® — ¢ mennyiséget
/\ jelolhetjukb?-tel. (Ekkor az ellipszis kistengelye,
—a € ¢ a _ azaz a fuggleges tengelymetszetek tavolsaga

Q} X éppen 2-vel egyend.) Behelyettesitve
b%x? 4 a%y? = a?b?

x2 y2
e J
adadik; ez az ellipszis kanonikus egyenlete.
Megjegyzés:

Barmely ellipszisbema > b. Lathato viszont, hogg = b esetén az
ellipszis kanonikus egyenlete az origd kordibugara kor egyenletévé
alakul at.
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Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 7. ebadas

Egyenletek: kipszeletek kanonikus egyenlete

y (8% — )X + a%y? = a’(a® — &)

Hiperbola esetéa < c, ezért most a? — &
mennyiséget jeloljik?-tel.

F F X
—al a

9/29



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 7. ebadas

Egyenletek: kipszeletek kanonikus egyenlete

y (8% — )X + a%y? = a’(a® — &)

Hiperbola esetéa < c, ezért most a? — &
mennyiséget jeloljilk’-tel. Behelyettesitve

—C C _bZXZ + a2y2 — —a2b2

9/29



Vektorok alkalmazasai

Geometria 1, normalszint 7. ebadas

Egyenletek: kipszeletek kanonikus egyenlete

(a2 — ?)x% + a?y? = a%(a® — ¢?)
Hiperbola esetéa < c, ezért most a? — &
mennyiséget jeloljiik?-tel. Behelyettesitve

_p22 4 Ay = —a??
2P
a2 b2

adodik; ez a hiperbola kanonikus egyenlete.

9/29



Vektorok alkalmazasai

Geometria 1, normalszint 7. ebadas

Egyenletek: kipszeletek kanonikus egyenlete

Megjegyzés:

(a2 — ?)x% + a?y? = a%(a® — ¢?)
Hiperbola esetéa < c, ezért most a? — &
mennyiséget jeloljiik?-tel. Behelyettesitve

_p22 4 Ay = —a??
2P
a2 b2

adodik; ez a hiperbola kanonikus egyenlete.

9/29



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 7. ebadas 9/29

Egyenletek: kipszeletek kanonikus egyenlete

y (8% — )X + a%y? = a’(a® — &)

Hiperbola esetéa < c, ezért most a® — a2
mennyiséget jeloljiik?-tel. Behelyettesitve

—C C —b?x? + a%y? = —a’b?
Fl |:2 X 2 2
a X Yy
a a a2 J

adodik; ez a hiperbola kanonikus egyenlete.

Megjegyzés:

Figyeljink fol az ellipszis és a hiperbola kanonikus egyenlete kozti
hasonlésagra. Bar a két gorbe alakja Iényegesen kuldnbdz
egyenletek kozt csak egyetlerdglben van eltérés.
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Egyenletek: kipszeletek kanonikus egyenlete

y (8% — )X + a%y? = a’(a® — &)

Hiperbola esetéa < c, ezért most a® — a2
mennyiséget jeloljiik?-tel. Behelyettesitve

—C C —b?x? + a%y? = —a’b?

I:l—a a 2 X Xy J
2 1L
a b

adodik; ez a hiperbola kanonikus egyenlete.
Megjegyzés:

Figyeljink fol az ellipszis és a hiperbola kanonikus egyenlete kozti
hasonlésagra. Bar a két gorbe alakja Iényegesen kuldnbdz
egyenletek kozt csak egyetlerdglben van eltérés. Ez a két gorbe
kozti mélyebb rokonsagra utal.
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Egyenletek: kipszeletek kanonikus egyenlete

y (8% — )X + a%y? = a’(a® — &)

Hiperbola esetéa < c, ezért most a® — a2
mennyiséget jeloljiik?-tel. Behelyettesitve

—C C —b?x? + a%y? = —a’b?

I:l—a a 2 X Xy J
2 1L
a b

adodik; ez a hiperbola kanonikus egyenlete.

Megjegyzés:

Figyeljink fol az ellipszis és a hiperbola kanonikus egyenlete kozti
hasonlésagra. Bar a két gorbe alakja Iényegesen kuldnbdz
egyenletek kozt csak egyetlerdglben van eltérés. Ez a két gorbe
kozti mélyebb rokonsagra utal. Formai hasonlésagot fogunk
tapasztalni paramétere$éllitasaik kozott is.



7 7

egyenletrendszerét.

El6allitjuk a kanonikus helyzet( kipszeletek paraméteres

«O>» 4 Fr «=r «=)>»
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Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 7. ebadas 10/29

Egyenletek: kipszeletek paraméterezése

El6allitjuk a kanonikus helyzet(i kipszeletek paraméteres
egyenletrendszerét.

Parabolay? = 2px:
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Egyenletek: kipszeletek paraméterezése

El6allitjuk a kanonikus helyzet(i kipszeletek paraméteres
egyenletrendszerét.

Parabolay? = 2px:

y Erdemes ay koordinatat valasztani paraméter
gyanant, mert azzal mindkét koordinata kdnnyen
kifejezheb:
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Egyenletek: kipszeletek paraméterezése

El6allitjuk a kanonikus helyzet(i kipszeletek paraméteres
egyenletrendszerét.

Parabolay? = 2px:

y Erdemes ay koordinatat valasztani paraméter
gyanant, mert azzal mindkét koordinata kdnnyen
kifejezheb:
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Egyenletek: kipszeletek paraméterezése

El6allitjuk a kanonikus helyzet(i kipszeletek paraméteres
egyenletrendszerét.

Parabolay? = 2px:

y Erdemes ay koordinatat valasztani paraméter
gyanant, mert azzal mindkét koordinata kdnnyen
kifejezheb:

O X 1
= —t

X 2p

y =t

2




y2

Elli — 4+ = =1
|p52|s + 02

[

RN
o

P AEF D AEr «E» = vaQQ
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Egyenletek: kipszeletek paraméterezése

2 2
E||IpSZIS X é 1:
y Lathato, hogy ha valamelik, y) szampar kielégiti

azx? + y? = a2 koregyenletet, akkor ag, 2y)
szampar kielégiti az ellipszis egyenletét.

o
T
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E||IpSZIS =1

Egyenletek: kipszeletek paraméterezése
Lathato, hogy ha valamelik, y) szampar kielégiti
azx? + y? = a2 koregyenletet, akkor ag, 2y)

Xz yz
T
b . . . .
szampar kielégiti az ellipszis egyenletét.
a Ezt felhasznalva (azaz a masodik koordinatat
0 X p . . Y
& ﬂ 3-val szorozva) a kor paraméterezéséb
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=1:

Egyenletek: kipszeletek paraméterezése
E||IpSZIS
Lathato, hogy ha valamelik, y) szampar kielégiti
azx? + y? = a2 koregyenletet, akkor ag, 2y)

Xz yz
T
b . . . .
szampar kielégiti az ellipszis egyenletét.
a Ezt felhasznalva (azaz a masodik koordinatat
0 X b . . Y
3-val szorozva) a kor paraméterezé&Séde
X = acost
y = bsint J

képleteket nyerjuk;



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 7. ebadas 11/29

Egyenletek: kipszeletek paraméterezése
x2 yz
b2
y Lathato, hogy ha valamelik, y) szampar kielégiti
b azx? + y? = a2 koregyenletet, akkor ag, 2y)
/\ szampar kielfégl'ti az eIIipszi:s egyenletét: -
Q j < Ezt felhasznalva (azaz a masodik koordinatat

i%—val szorozva) a kor paraméterezé&siéir

E||IpSZIS =1

X = acost
y = bsint
képleteket nyerjik; az ellipszis egyenletébe vald behelyettesitéssel

ellendrizhetjik, hogy ez valéban a kanonikus helyzetl ellipszis
paraméteres ééllitasa:
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Egyenletek: kipszeletek paraméterezése
x2 yz
b2
y Lathato, hogy ha valamelik, y) szampar kielégiti
b azx? + y? = a2 koregyenletet, akkor ag, 2y)
/\ szampar kielfégl'ti az eIIipszi:s egyenletét: -
Q j < Ezt felhasznalva (azaz a masodik koordinatat

i%—val szorozva) a kor paraméterezé&siéir

E||IpSZIS =1

X = acost

y = bsint

képleteket nyerjik; az ellipszis egyenletébe vald behelyettesitéssel

ellendrizhetjik, hogy ez valéban a kanonikus helyzetl ellipszis

paraméteres ééllitasa:

(acost)?  (bsint)?
az + b?
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Egyenletek: kipszeletek paraméterezése
x2 yz
b2
y Lathato, hogy ha valamelik, y) szampar kielégiti
b azx? + y? = a2 koregyenletet, akkor ag, 2y)
/\ szampar kielfégl'ti az eIIipszi:s egyenletét: -
Q j < Ezt felhasznalva (azaz a masodik koordinatat

i%—val szorozva) a kor paraméterezé&siéir

E||IpSZIS =1

X = acost

y = bsint

képleteket nyerjik; az ellipszis egyenletébe vald behelyettesitéssel

ellendrizhetjik, hogy ez valéban a kanonikus helyzetl ellipszis

paraméteres ééllitasa:

(acost)?  (bsint)?
az + b?

= coft + sirft = 1.
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Egyenletek: kipszeletek paraméterezése
X2 y2

E||IpSZIS @ =1

y Lathato, hogy ha valamelik, y) szampar kielégiti
b azx? + y? = a2 koregyenletet, akkor ag, 2y)
/\ szampar kielégiti az ellipszis egyenletét.
Ezt felhasznalva (azaz a masodik koordinatat
Q j X

a%—val szorozva) a kor paraméterezé&siéir

X = acost
y = bsint
képleteket nyerjik; az ellipszis egyenletébe vald behelyettesitéssel
ellendrizhetjik, hogy ez valéban a kanonikus helyzetl ellipszis
paraméteres ééllitasa:

acost)®> (bsint)? .

( 2> L OS2ty sift= 1.

a b?

(Latszik, hogy a paraméterezés helyessége atepsin’t = 1
trigonometriai alapdsszefiiggésen mulik.)




—
Hiperb0|a’ *
a
y

y2 .
=1

&>

Do
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Egyenletek: kipszeletek paraméterezése

. N
Hiperbola, 2z é =1
y —t At
A cht = €te és sht = ¢-e hiperbolikus
fliggvényekre érvényes atth- stft = 1
azonossag.
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Egyenletek: kipszeletek paraméterezése

_ X2 2
Hiperbola, 2z é =1
y —t ot
A cht = €te és sht = ¢-e hiperbolikus

fliggvényekre érvényes atth- stft = 1
azonossag. Ezért a coés sint fliggvények helyett
—a/0 \a X ezeket hasznalva a kanonikus helyzeti ellipszis
paraméterezéséba kanonikus helyzetl hiperbola
paraméterezését kell kapnunk:
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Egyenletek: kipszeletek paraméterezése

_ X2 2
Hiperbola, 2z é =1
y —t ot
A cht = €te és sht = ¢-e hiperbolikus

fliggvényekre érvényes atth- stft = 1
azonossag. Ezért a coés sint fliggvények helyett
—a/0 \a X ezeket hasznalva a kanonikus helyzeti ellipszis
paraméterezéséba kanonikus helyzetl hiperbola
paraméterezését kell kapnunk:

X = acht
y = bsht J



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 7. ebadas 12/29

Egyenletek: kipszeletek paraméterezése

_ X2 2
Hiperbola, 2z é =1
y —t ot
A cht = €te és sht = ¢-e hiperbolikus

fliggvényekre érvényes atth- stft = 1
azonossag. Ezért a coés sint fliggvények helyett
—a/0 \a X ezeket hasznalva a kanonikus helyzeti ellipszis
paraméterezéséba kanonikus helyzetl hiperbola
paraméterezését kell kapnunk:

y = bsht

Valéban, az egyenletbe val6 behelyettesités mutatja, hogy a képlet
altal adott(x, y) pont minden valés-értékre a hiperbola pontja.

X = acht J
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Egyenletek: kipszeletek paraméterezése

2 2
Hiperbola, % - é =1
y ¢ +et ¢ —et
A cht = + és sht = hiperbolikus
fliggvényekre érvényes atth- stft = 1
azonossag. Ezért a coés sint fliggvények helyett
0 \a x  ezeket hasznalva a kanonikus helyzeti ellipszis
paraméterezéséba kanonikus helyzetl hiperbola
paraméterezését kell kapnunk:
x = acht
y = bsht J

Valéban, az egyenletbe val6 behelyettesités mutatja, hogy a képlet
altal adott(x, y) pont minden valds-értékre a hiperbola pontja. Nem
kapjuk meg viszont az egész hiperbolat: a paraméteredéatiitt

pont csak a hiperbola jobb oldali &géat az O félsikba e részét)
futja be.
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Eltolas (akar sikban, akér térben):
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Transzformaciok és koordinatak

Eltolas (akar sikban, akar térben):

y valamely régzitetb vektor hozzaadasa

/ / a sik, illetve a tér barmely pontjahoz:
// /X+b

X (aholx a valtoz6 pont helyvektora).
0 X

X X+b
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Transzformaciok és koordinatak

Eltolas (akar sikban, akar térben):

y valamely régzitetb vektor hozzaadasa

/ / a sik, illetve a tér barmely pontjahoz:
// /X+b

X (aholx a valtoz6 pont helyvektora).
0 X

X X+b

Tehat:
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Transzformaciok és koordinatak

Eltolas (akar sikban, akar térben):

y valamely régzitetb vektor hozzaadasa

/ / a sik, illetve a tér barmely pontjahoz:
// /X+b

X (aholx a valtoz6 pont helyvektora).
0 X

X X+b

Tehat:
hax,y,Z jeldliaz (x,y,z) pont eltoltjAnak koordinatait
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Transzformaciok és koordinatak

Eltolas (akar sikban, akar térben):

y valamely régzitetb vektor hozzaadasa

/ / a sik, illetve a tér barmely pontjahoz:
// /X+b , ,

X (aholx a valtozé pont helyvektora).

0 X

X X+b

Tehat:
hax,y,Z jeldliaz (x,y,z) pont eltoltjAnak koordinatait

ésb = (p,q,r),
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Transzformaciok és koordinatak

Eltolas (akar sikban, akar térben):

y valamely régzitetb vektor hozzaadasa

/ / a sik, illetve a tér barmely pontjahoz:
// /X+b , ,

X (aholx a valtozé pont helyvektora).

0 X

X X+b

Tehat:
hax,y,Z jeldliaz (x,y,z) pont eltoltjAnak koordinatait
ésb = (p,q,r), akkor

X =x+p, yY=y+q, Z=z+r,



A sik elforgatésa az origé koral széggel:

«O» «Fr o«
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DA



A sik elforgatésa az origé koral széggel:
y

P'(x.y)

P(x.y)

DA



A sik elforgatésa az origé koral széggel:
y

P'(x.y)

TetsDlegesP(x, y) pont
P'(X,y) képére
o PE) X = xcosa — ysina
y = xsina + ycosa
X

DA
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Transzformaciok és koordinatak

A sik elforgatasa az orig6 koral széggel:

Y P'(x.y) Tétel
TetsdlegesP(x, y) pont
P'(X,y) képére
o POY) X = Xxcosa —Yysina
y = xsina + ycosa
0 X .

Bizonyitas:
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Transzformaciok és koordinatak

A sik elforgatasa az orig6 koral széggel:

y P'(x.y) Tétel
TetsdlegesP(x,y) pont
P'(X,y) képére
) P(x.y) X = xcosa —ysina
y = Xsina+ ycosa
0 X /
Bizonyitas:

Tekintsik ebszor azx =1, y = 0, illetve x = 0, y = 1 specidlis
esetet,
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Transzformaciok és koordinatak

A sik elforgatasa az orig6 koral széggel:

y P'(x.y) Tétel
TetsdlegesP(x,y) pont
P'(X,y) képére
P
) (xy) X = xcosa —ysina
y = Xsina+ ycosa
0 X /
Bizonyitas:

Tekintsik ebszor azx =1, y = 0, illetve x = 0, y = 1 specidlis
esetet, azaz az ésj helyvektorl pontok elforgatottjait.



Ekkor valébanx’ = xcosa — ysina ésy = xsina + ycosa:

«O» «Fr « =

Er» «E)»

DA



Ekkor valébanx’ = xcosa — ysina ésy = xsina + ycosa:
y

(cosa ,simx )

y
(-sinx ,cos )1
o
a
an
0 1 X 0

«O» «Fr « =

DA
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Transzformaciok és koordinatak

Ekkor valébanx’ = xcosa — ysina ésy = xsina + ycosa:

y y
(COSC( Sin ) (-=simx ,cos )1
Vel
2\ N
0 1 X 0 X

Ha az altalanos esetben— OP, X' — oP ,



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 7. ebadas

Transzformaciok és koordinatak

Ekkor valébanx’ = xcosa — ysina ésy = xsina + ycosa:

y y
(COSC( Sin ) (-=simx ,cos )1
Vel
2\ N
0 1 X 0 X

Ha az altalanos esetben— OP, X' — Cﬁ) akkor X = Xi + Vj
ésx = Xi+Y],

16/29
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Transzformaciok és koordinatak

Ekkor valébanx’ = xcosa — ysina ésy = xsina + ycosa:

y y
(COSC( Sin ) (-=simx ,cos )1
Vel
2\ N
0 1 X 0 X

Ha az altalanos esetben— OP, X' — Cﬁ) akkor X = Xi + Vj
ésx = Xi + Y], masrészt

/

X' = (Xi+yj)
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Transzformaciok és koordinatak

Ekkor valébanx’ = xcosa — ysina ésy = xsina + ycosa:

y y
(COSC( Sin ) (-=simx ,cos )1
Vel
2\ N

0 1 X 0 X

Ha az altalanos esetben— OP, X' — Cﬁ) akkor X = Xi + Vj
ésx = Xi + Y], masrészt

/

X = (d+yi) =5+
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Transzformaciok és koordinatak

Ekkor valébanx’ = xcosa — ysina ésy = xsina + ycosa:

y y
(COSC( Sin ) (-=simx ,cos )1
Vel
2\ N

0 1 X 0 X

Ha az altalanos esetben— OP, X' — Cﬁ) akkor X = Xi + Vj
ésx = Xi + Y], masrészt

/

X = (i+y) =X+ =
= X(cosai + sinaj) + y(— sinai + cosaj)
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Transzformaciok és koordinatak

Ekkor valébanx’ = xcosa — ysina ésy = xsina + ycosa:

y y
(COSC( Sin ) (-=simx ,cos )1
Vel
2\ N
0 1 X 0 X

Ha az altalanos esetben— OP, X' — Cﬁ akkor X = Xi + Vj
ésx = Xi + Y], masrészt

/

X' = Xi+y) =x"+y' =
= X(cosai + sinaj) + y(— sinai + cosaj) =
= (Xxcosa — ysina)i + (Xsina + ycosa)j,
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Transzformaciok és koordinatak

Ekkor valébanx’ = xcosa — ysina ésy = xsina + ycosa:

y y
(COSC( Sin ) (-=simx ,cos )1
Vel
2\ N
0 1 X 0 X

Ha az altalanos esetben— OP, X' — Cﬁ akkor X = Xi + Vj
ésx = Xi + Y], masrészt

/

X' = Xi+y) =x"+y' =
= X(cosai + sinaj) + y(— sinai + cosaj) =
= (Xxcosa — ysina)i + (Xsina + ycosa)j,

amit bizonyitani akartunk.



Az

X

XCOSa — ySina
y = xsina + ycosa
képletek matrixos alakja:

«O» «Fr « =

>«

DA



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint

Transzformaciok és koordinatak

Az X = Xxcosa —ysina
y = xsina + ycosa

képletek matrixos alakja:
X' = AuX,

!/
aholx = <§>,x’ = <§> (oszlopvektorok), és

sinae  coSa

A, = <COSa —sina>

aza szoglforgatasmatrix

7. ebadas

17/29



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint

Transzformaciok és koordinatak

Az X = Xxcosa —ysina
y = xsina + ycosa

képletek matrixos alakja:
X' = AuX,

!/
aholx = <§>,x’ = <§> (oszlopvektorok), és

sinae  coSa

A, = <COSa —sina>

aza szoglforgatasmatrix

Eszrevétel:

7. ebadas

17/29



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint

Transzformaciok és koordinatak
Az X = xcosa — ysina
y = xsina + ycosa

képletek matrixos alakja:
X' = AuX,

!/
aholx = <§>,x’ = <§> (oszlopvektorok), és

A, = <COSa —sina>

sinae  coSa

aza szoglforgatasmatrix

Eszrevétel: A,.s = A.,Az matrixszorzat.

7. ebadas

17/29



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint

Transzformaciok és koordinatak
Az X = xcosa — ysina
y = xsina + ycosa

képletek matrixos alakja:
X' = AuX,

!/
aholx = <§>,x’ = <§> (oszlopvektorok), és

A, = <COSa —sina>

sinae  coSa

aza szoglforgatasmatrix

Eszrevétel: A,.s = A.,Az matrixszorzat.
(Feladat: végezziik el a szorzast

7. ebadas

17/29
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Transzformaciok és koordinatak

Az X = Xxcosa —ysina
y = Xxsina +ycosa
képletek matrixos alakja:
X' = AuX,

!/
aholx = <§>,x’ = <§> (oszlopvektorok), és

A, = <COSa —sina>

sinae  coSa

aza szoglforgatasmatrix

Eszrevétel: A,.s = A.,Az matrixszorzat.
(Feladat: végezziik el a szorzast és ismerjlnk ra a sin és cos
fuggvényekre érvényes 0sszegképletekre.)

17/29



A sik mozgasai:

(Or «Fr =
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Transzformaciok és koordinatak

A sik mozgésai:
Tények (bizonyitas nélkdl):

o A sik barmely mozgasa vagy eltolas, vagy valamely pont korli
forgatas.
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Transzformaciok és koordinatak

A sik mozgésai:
Tények (bizonyitas nélkdl):
o A sik barmely mozgasa vagy eltolas, vagy valamely pont korli
forgatas.
o A sik barmely mozgasa&ll egy orig6 kortili forgatas és egy
eltolds egymasutanjakent.
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Transzformaciok és koordinatak

A sik mozgésai:
Tények (bizonyitas nélkdl):
o A sik barmely mozgasa vagy eltolas, vagy valamely pont korli
forgatas.
o A sik barmely mozgasa&ll egy orig6 kortili forgatas és egy
eltolas egymasutanjaként. Ez addlitas egyértelmd,
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Transzformaciok és koordinatak

A sik mozgésai:
Tények (bizonyitas nélkdl):
o A sik barmely mozgasa vagy eltolas, vagy valamely pont korli
forgatas.
o A sik barmely mozgasa&ll egy orig6 kortili forgatas és egy
eltolas egymasutanjaként. Ez addlitas egyértelm(, azaz adott
mozgast csak egyféleképpen lehet ilyen kompozicidként felirni.
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Transzformaciok és koordinatak

A sik mozgésai:
Tények (bizonyitas nélkdl):
o A sik barmely mozgasa vagy eltolas, vagy valamely pont korli
forgatas.
o A sik barmely mozgasa&ll egy orig6 kortili forgatas és egy
eltolas egymasutanjaként. Ez addlitas egyértelm(, azaz adott
mozgast csak egyféleképpen lehet ilyen kompozicidként felirni.

Tehat ha a mozgéast &z R? — R? leképezés irja le,
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Transzformaciok és koordinatak

A sik mozgésai:
Tények (bizonyitas nélkdl):

o A sik barmely mozgasa vagy eltolas, vagy valamely pont korli
forgatas.

o A sik barmely mozgasa&ll egy orig6 kortili forgatas és egy
eltolas egymasutanjaként. Ez addlitas egyértelm(, azaz adott
mozgast csak egyféleképpen lehet ilyen kompozicidként felirni.

Tehat ha a mozgéast 4z R? — R? leképezés irja le, akkor
f(X) = Aux+b |

alaku (aholk € R? vektorvaltozo).
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Transzformaciok és koordinatak

A sik mozgésai:
Tények (bizonyitas nélkdl):

o A sik barmely mozgasa vagy eltolas, vagy valamely pont korli
forgatas.

o A sik barmely mozgasa&ll egy orig6 kortili forgatas és egy
eltolas egymasutanjaként. Ez addlitas egyértelm(, azaz adott
mozgast csak egyféleképpen lehet ilyen kompozicidként felirni.

Tehat ha a mozgéast 4z R? — R? leképezés irja le, akkor
f(X) = Aux+b |

alaku (aholk € R? vektorvaltozo).
Példaul hab = 0,
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Transzformaciok és koordinatak

A sik mozgésai:
Tények (bizonyitas nélkdl):

o A sik barmely mozgasa vagy eltolas, vagy valamely pont korli
forgatas.

o A sik barmely mozgasa&ll egy orig6 kortili forgatas és egy
eltolas egymasutanjaként. Ez addlitas egyértelm(, azaz adott
mozgast csak egyféleképpen lehet ilyen kompozicidként felirni.

Tehat ha a mozgéast 4z R? — R? leképezés irja le, akkor
f(X) = Aux+b |

alaku (aholk € R? vektorvaltozo).

Példaul hab = 0, akkor origd koruli forgatasrél van szo,
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Transzformaciok és koordinatak

A sik mozgésai:
Tények (bizonyitas nélkdl):

o A sik barmely mozgasa vagy eltolas, vagy valamely pont korli
forgatas.

o A sik barmely mozgasa&ll egy orig6 kortili forgatas és egy
eltolas egymasutanjaként. Ez addlitas egyértelm(, azaz adott
mozgast csak egyféleképpen lehet ilyen kompozicidként felirni.

Tehat ha a mozgéast 4z R? — R? leképezés irja le, akkor
f(X) = Aux+b |
alaku (aholk € R? vektorvaltozo).

Példaul hab = 0, akkor origd koérli forgatasrél van sz6, ha pedig
a =0 (mod 2Zr),
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Transzformaciok és koordinatak

A sik mozgésai:
Tények (bizonyitas nélkdl):

o A sik barmely mozgasa vagy eltolas, vagy valamely pont korli
forgatas.

o A sik barmely mozgasa&ll egy orig6 kortili forgatas és egy
eltolas egymasutanjaként. Ez addlitas egyértelm(, azaz adott
mozgast csak egyféleképpen lehet ilyen kompozicidként felirni.

Tehat ha a mozgéast 4z R? — R? leképezés irja le, akkor
f(X) = Aux+b |
alaku (aholk € R? vektorvaltozo).

Példaul hab = 0, akkor origd koérli forgatasrél van sz6, ha pedig
a = 0 (mod 2r), azazA, = | (egységmatrix),
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Transzformaciok és koordinatak

A sik mozgésai:
Tények (bizonyitas nélkdl):

o A sik barmely mozgasa vagy eltolas, vagy valamely pont korli
forgatas.

o A sik barmely mozgasa&ll egy orig6 kortili forgatas és egy
eltolas egymasutanjaként. Ez addlitas egyértelm(, azaz adott
mozgast csak egyféleképpen lehet ilyen kompozicidként felirni.

Tehat ha a mozgéast 4z R? — R? leképezés irja le, akkor
f(X) = Aux+b |
alaku (aholk € R? vektorvaltozo).

Példaul hab = 0, akkor origd koérli forgatasrél van sz6, ha pedig
a =0 (mod 2), azazA, = | (egységmaétrix), akkor eltolasrol.



Mi a sikmozgasok egymas utan torevégrehajtasanak képlete?
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Mi a sikmozgasok egymas utan torevégrehajtasanak képlete?
Legyenfi(X) = Ay, X + b1, f2(X) = Ag,X + b2,
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Transzformaciok és koordinatak

Mi a sikmozgasok egymas utan torevégrehajtasanak képlete?

Legyenfi(X) = Aq, X + b1, f2(X) = Ag,X + bo, és tekintsik
az f, o f; mozgast:
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Transzformaciok és koordinatak

Mi a sikmozgasok egymas utan torevégrehajtasanak képlete?
Legyenfi(X) = Aq, X + b1, f2(X) = Ag,X + bo, és tekintsik
az f, o f; mozgast:

(fz ¢} fl)(X) = fz (fl(X))

19/29
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Transzformaciok és koordinatak

Mi a sikmozgasok egymas utan torevégrehajtasanak képlete?
Legyenfi(X) = Aq, X + b1, f2(X) = Ag,X + bo, és tekintsik
az f, o f; mozgast:

(faof1)(x) = f2(fa(X)) = Aa,(Aa;X + ba) + b2

19/29
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Transzformaciok és koordinatak

Mi a sikmozgasok egymas utan torevégrehajtasanak képlete?
Legyenfi(X) = Aq, X + b1, f2(X) = Ag,X + bo, és tekintsik
az f, o f; mozgast:
(faof)(x) = f2(fa(X)) = Aay(AaX +b1) + by =
= AAu X+ Agbr + b2

19/29
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Transzformaciok és koordinatak

Mi a sikmozgasok egymas utan torevégrehajtasanak képlete?
Legyenfi(X) = Aq, X + b1, f2(X) = Ag,X + bo, és tekintsik
az f, o f; mozgast:
(faof)(x) = fa(fi(X)) = Aay(AaX + b1) + by =
= ApAu X+ Agb1 + by =
= Aci+a X+ (Ag,b1 + b2).

19/29
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Transzformaciok és koordinatak

Mi a sikmozgasok egymas utan torevégrehajtasanak képlete?
Legyenfi(X) = Aq, X + b1, f2(X) = Ag,X + bo, és tekintsik
az f, o f; mozgast:
(faof)(x) = fa(fi(X)) = Aay(AaX + b1) + by =
= AgAx X+ Ag,b1 + b2 =
= Aci+a X+ (Ag,b1 + b2).

Az f(x) = A,X + b sikmozgés inverze pedig
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Transzformaciok és koordinatak

Mi a sikmozgasok egymas utan torevégrehajtasanak képlete?

Legyenfi(X) = Aq, X + b1, f2(X) = Ag,X + bo, és tekintsik
az f, o f; mozgast:

(f2 © fl)(x) = fZ(fl(X)) = Aaz (Aalx + bl) + b2 =
= A AuX+Aybr by =
= Aa1+azx + (Aazbl + b2)

Az f(x) = AuXx + b sikmozgés inverze pedig az
f71x) = A ox—A_,b

képlettel adhatd meg.



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 7. ebadas 19/29

Transzformaciok és koordinatak

Mi a sikmozgasok egymas utan torevégrehajtasanak képlete?

Legyenfi(X) = Aq, X + b1, f2(X) = Ag,X + bo, és tekintsik
az f, o f; mozgast:

(f2 © fl)(x) = fZ(fl(X)) = Aaz (Aalx + bl) + b2 =
= A AuX+Aybr by =
= Aa1+azx + (Aazbl + b2)

Az f(x) = AuXx + b sikmozgés inverze pedig az
f71x) = A ox—A_,b

képlettel adhatd meg.
Valéban, a fenti kompozicids szabalyt alkalmazva

A_L(AX+Db)—A_b=x



Az f(x) = AuX + b sikmozgasgyesitett matri&nak nevezzuk
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Transzformaciok és koordinatak

Az f(x) = ALX + b sikmozgasgyesitett matri&nak nevezzik az

cosa —sSina p
sina  cosa q

0 0 1
3 x 3-as matrixot, aholA, = (Z?:z _Czlsla> ésb = (p,q).
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Transzformaciok és koordinatak

Az f(x) = ALX + b sikmozgasgyesitett matri&nak nevezzik az

cosa —sSina p
sina  cosa q
0 0 1

cosa —Sina

3 x 3-as matrixot, ahoA, = ( )
sina cosa

) esb—p.a.

Az egyesitett matrix fontos tulajdonsaga,
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Transzformaciok és koordinatak

Az f(x) = ALX + b sikmozgasgyesitett matri&nak nevezzik az

cosa —sSina p
sina  cosa q
0 0 1

cosa —Sina

3 x 3-as matrixot, ahoA, = ( )
sina cosa

) esb—p.a.

Az egyesitett matrix fontos tulajdonsaga, hogy két sikmozgas
egymasutanjat a két matrix szorzata adja meg.
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Transzformaciok és koordinatak

Az f(x) = ALX + b sikmozgasgyesitett matri&nak nevezzik az

cosa —sSina p
sina  cosa q
0 0 1

cosa —Sina

3 x 3-as matrixot, ahoA, = ( )
sina cosa

) esb—p.a.

Az egyesitett matrix fontos tulajdonsaga, hogy két sikmozgas
egymasutanjat a két matrix szorzata adja meg.

Ezt most elledrizzik:
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Transzformaciok és koordinatak

Az f(x) = ALX + b sikmozgasgyesitett matri&nak nevezzik az

cosa —sSina p
sina  cosa q
0 0 1

cosa —Sina

3 x 3-as matrixot, ahoA, = ( )
sina cosa

> ésb = (p,q).
Az egyesitett matrix fontos tulajdonsaga, hogy két sikmozgas
egymasutanjat a két matrix szorzata adja meg.

Ezt most elledrizzik:

Tekintslk azfi(x) = Ay, X + b1 €sfa(X) = Ag,X + b2
sikmozgéasokat.



Az egyesitett matrixok szorzata:
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Az egyesitett matrixok szorzata:

Cosap —Sinaz p2
sina, Ccosaz O
0 0 1

cosay —Sinay p1
sinay  Cosay
0 0 1

«O>» 4 Fr «=r «=)>»

DA
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Transzformaciok és koordinatak

Az egyesitett matrixok szorzata:

COSaz —Sinaz P2 CoSay —Sinar P
sina, Ccosaz Qo] - | Sinap cosay u| =
0 0 1 0 0 1

cofa + ) —sin(ag+az) P
= [ sin(a; +a2) cogar+az) o |,
0 0 1
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Transzformaciok és koordinatak

Az egyesitett matrixok szorzata:

COSaz —Sinaz P2 CoSay —Sinar P
sina, Ccosaz Qo] - | Sinap cosay u| =
0 0 1 0 0 1

codai+ az) —sin(ag+az) P
= [ sin(a; +a2) cogar+az) o |,
0 0 1
ahol P = picosap — QgpSinaz + P2,
g = piSinag + 01 Cosaz + Oz,
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Transzformaciok és koordinatak

Az egyesitett matrixok szorzata:

COSaz —Sinaz P2 CoSay —Sinar P
sina, Ccosaz Qo] - | Sinap cosay u| =
0 0 1 0 0 1

cofa + ) —sin(ag+az) P
= [ sin(a; +a2) cogar+az) o |,
1

0 0
ahol P = picosap — QgpSinaz + P2,
d = pisina; + gicosay + oy,

azaz a szorzatmatrix valoban Az, ., X + (Aq,b1 + b2) képlettel
leirhat6 f, o f; sikmozgas egyesitett matrixa.
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Transzformaciok és koordinatak

Az egyesitett matrixok szorzata:

COSaz —Sinaz P2 CoSay —Sinar P
sina, Ccosaz Qo] - | Sinap cosay u| =
0 0 1 0 0 1

cofa + ) —sin(ag+az) P
= [ sin(a; +a2) cogar+az) o |,
1

0 0
ahol P = picosap — QgpSinaz + P2,
d = pisina; + gicosay + oy,

azaz a szorzatmatrix valoban Az, ., X + (Aq,b1 + b2) képlettel
leirhat6 f, o f; sikmozgas egyesitett matrixa.

Megjegyzés: A sik mozgasait a kulonféle szamitogépes grafikai
alkalmazasok altalaban az egyesitett matrixokkal kezelik.



Néhany tovabbi geometriai transzformacio koordinatas alakban:
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A sik tukrozése

Néhany tovabbi geometriai transzformacio koordinatas alakban:

«O>» 4 Fr «=r «=)>»

DA
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Transzformaciok és koordinatak

Néhany tovabbi geometriai transzformacio koordinatas alakban:

A sik tiikrozése

az x-tengelyre:

- (xy)
X
- (XY
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Transzformaciok és koordinatak

Néhany tovabbi geometriai transzformacio koordinatas alakban:

A sik tiikrozése

az x-tengelyre:
- (xy)
X = X

X
XYy =y

22/29
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Transzformaciok és koordinatak

Néhany tovabbi geometriai transzformacio koordinatas alakban:

A sik tiikrozése

az x-tengelyre: az y-tengelyre:

(%) (x.) y' (xy)
X Y = x . . y
. (X’_)b )/ = Yy 0
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Transzformaciok és koordinatak

Néhany tovabbi geometriai transzformacio koordinatas alakban:

A sik tiikrozése

az x-tengelyre: az y-tengelyre:

« (x.Y) XYY (xy)
X X = X * * X X = —x
XYy = 0 y =y

-y
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Transzformaciok és koordinatak

Néhany tovabbi geometriai transzformacio koordinatas alakban:

A sik tiikrozése

. (%) az x-tengelyre: (x (x y) az y-tengelyre:
X X = X k i ’x X = —X
. (X,_)b y’ = —y O y’ — y
azx=y

y|(y,x) egyenestre:
Q(X’y)
0
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Transzformaciok és koordinatak

Néhany tovabbi geometriai transzformacio koordinatas alakban:

A sik tiikrozése

. (%) az x-tengelyre: (x (x y) az y-tengelyre:
X X = X k i ’x X = —X
. (X,_)b y’ = —y O y’ — y
azx=y

ya(y:%) egyenestre:
Q(X’y) X/ - y
0 ? y = x



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 7. ebadas 22/29

Transzformaciok és koordinatak

Néhany tovabbi geometriai transzformacio koordinatas alakban:

A sik tiikrozése

az x-tengelyre: az y-tengelyre:
- (x,y) =YY (xY)
X X = x ' i X X = —x
. (X,_)b y’ = —y O y’ — y
azx=y A tér forgatdsa a-tengely korul

ya(y:%) egyenesre:  « szoggel:
Q(X’y) X/ = y
0 ? y = x



Vektorok alkalmazasai

Geometria 1, normalszint

Transzformaciok és koordinatak

Néhany tovabbi geometriai transzformacio koordinatas alakban:

A sik tiikrozése

- (X.Y)
X X = x
,(X,_)b )/ = -y
azx=y
y (.y,X) egyenesre:
Sy X =
0 y = x

az x-tengelyre:

az y-tengelyre:
XYY (xY)
X X = —x
0 y =y

A tér forgatasa a-tengely korul

« szdggel:
X =
y = xsina+ ycosa
Z = 2z

XCO0Sa — ySina

7. ebadas 22/29
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mozgasaira szoritkozunk.

Az egyszeriiség kedvéért csak sikbeli egyenletekre és a sik
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Tekintstk az

F(x,y)=0
egyenlettel megadott! C R? alakzatot.
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Tekintsiik az F(x,)
egyenlettel megadott C R? alakzatot

=0
Tehat ekkorH = {(x,y) € R?:

=0},

«O» «Fr « =)

« =

>

DA



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 7. ebadas 23/29

Egyenletek és transzformaciok

Tekintslk az F(xy) =0

egyenlettel megadott! C R? alakzatot.
Tehat ekkorH = {(x,y) € R? : F(x,y) = 0}, azaz aH alakzat
vektoregyenletd=(x) = 0, aholx = (X, y).
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Egyenletek és transzformaciok

Tekintslk az F(xy) =0

egyenlettel megadott! C R? alakzatot.

Tehat ekkorH = {(x,y) € R? : F(x,y) = 0}, azaz aH alakzat
vektoregyenletd=(x) = 0, aholx = (X, y).

Legyenf : R? — R? sikmozgas.
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Egyenletek és transzformaciok

Tekintslk az F(xy) =0
egyenlettel megadott! C R? alakzatot.

Tehat ekkorH = {(x,y) € R? : F(x,y) = 0}, azaz aH alakzat
vektoregyenletd=(x) = 0, aholx = (X, y).

Legyenf : R? — R? sikmozgas.

Hogyan lehet aZ (H) alakzat egyenletét szarmaztatni?
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Egyenletek és transzformaciok

Tekintslk az F(xy) =0

egyenlettel megadott! C R? alakzatot.

Tehat ekkorH = {(x,y) € R? : F(x,y) = 0}, azaz aH alakzat
vektoregyenletd=(x) = 0, aholx = (X, y).

Legyenf : R? — R? sikmozgas.

Hogyan lehet aZ (H) alakzat egyenletét szarmaztatni?

A sik valamely tetsialegesx helyvektort pontjara

xef(H) —
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Egyenletek és transzformaciok

Tekintslk az F(xy) =0

egyenlettel megadott! C R? alakzatot.

Tehat ekkorH = {(x,y) € R? : F(x,y) = 0}, azaz aH alakzat
vektoregyenletd=(x) = 0, aholx = (X, y).

Legyenf : R? — R? sikmozgas.

Hogyan lehet aZ (H) alakzat egyenletét szarmaztatni?

A sik valamely tetsialegesx helyvektort pontjara

xef(H) < f1(x)eH
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Egyenletek és transzformaciok

Tekintslk az F(xy) =0

egyenlettel megadott! C R? alakzatot.

Tehat ekkorH = {(x,y) € R? : F(x,y) = 0}, azaz aH alakzat
vektoregyenletd=(x) = 0, aholx = (X, y).

Legyenf : R? — R? sikmozgas.

Hogyan lehet aZ (H) alakzat egyenletét szarmaztatni?

A sik valamely tetsialegesx helyvektort pontjara

xef(H) <= f1(x) e H & F(f"}(x)) =0.
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Egyenletek és transzformaciok

Tekintslk az F(xy) =0

egyenlettel megadott! C R? alakzatot.

Tehat ekkorH = {(x,y) € R? : F(x,y) = 0}, azaz aH alakzat
vektoregyenletd=(x) = 0, aholx = (X, y).

Legyenf : R? — R? sikmozgas.

Hogyan lehet aZ (H) alakzat egyenletét szarmaztatni?

A sik valamely tetsialegesx helyvektort pontjara
xef(H) <= f1(x) e H & F(f"}(x)) =0.

EzértF(f~1(x)) = 0 azf(H) alakzat egyenlete.
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Egyenletek és transzformaciok

Tekintslk az F(xy) =0

egyenlettel megadott! C R? alakzatot.

Tehat ekkorH = {(x,y) € R? : F(x,y) = 0}, azaz aH alakzat
vektoregyenletd=(x) = 0, aholx = (X, y).

Legyenf : R? — R? sikmozgas.

Hogyan lehet aZ (H) alakzat egyenletét szarmaztatni?

A sik valamely tetsialegesx helyvektort pontjara
xef(H) <= f1(x) e H & F(f"}(x)) =0.

EzértF(f~1(x)) = 0 azf(H) alakzat egyenlete.

Tehat az eredeti egyenléihigy kapjuk a transzformalt alakzat
egyenletét,
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Egyenletek és transzformaciok

Tekintslk az F(xy) =0

egyenlettel megadott! C R? alakzatot.

Tehat ekkorH = {(x,y) € R? : F(x,y) = 0}, azaz aH alakzat
vektoregyenletd=(x) = 0, aholx = (X, y).

Legyenf : R? — R? sikmozgas.

Hogyan lehet aZ (H) alakzat egyenletét szarmaztatni?

A sik valamely tetsialegesx helyvektort pontjara
xef(H) <= f1(x) e H & F(f"}(x)) =0.

EzértF(f~1(x)) = 0 azf(H) alakzat egyenlete.

Tehat az eredeti egyenléihigy kapjuk a transzformalt alakzat
egyenletét, hogy a transzformadiderzéthelyettesitjik az
egyenletbe.



DHa



Eltolas:

(Or «Fr =

=), (=

va



Eltolas:

LegyenF(x,y) = 0 a H alakzat egyenlete, és alkalmazzuiHkra
eltolast a(p, q) vektorral.

«O» «Fr « =

DA



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 7. ebadas 24129

Egyenletek és transzformaciok: példak

Eltolas:

LegyenF(x,y) = 0 aH alakzat egyenlete, és alkalmazzuAkra
eltolast a(p, q) vektorral. Az eltolt alakzat egyenlete



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 7. ebadas 24129

Egyenletek és transzformaciok: példak

Eltolas:

LegyenF(x,y) = 0 aH alakzat egyenlete, és alkalmazzuAkra
eltolast a(p, q) vektorral. Az eltolt alakzat egyenlete

Példaul:

o A (p,q) kdzéppontlu,a sugaru kort eltolassal kapjuk az origo
kdzéppontl korbl,



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 7. ebadas 24129

Egyenletek és transzformaciok: példak

Eltolas:

LegyenF(x,y) = 0 aH alakzat egyenlete, és alkalmazzuAkra
eltolast a(p, q) vektorral. Az eltolt alakzat egyenlete

Példaul:
o A (p,q) kdzéppontlu,a sugaru kort eltolassal kapjuk az origo
kdzéppontu korbl, igy az egyenlete (ahogyan azt mar korabban
lattuk):



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 7. ebadas 24129

Egyenletek és transzformaciok: példak

Eltolas:

LegyenF(x,y) = 0 aH alakzat egyenlete, és alkalmazzuAkra
eltolast a(p, q) vektorral. Az eltolt alakzat egyenlete

Példaul:

o A (p,q) kdzéppontlu,a sugaru kort eltolassal kapjuk az origo
kdzéppontu korbl, igy az egyenlete (ahogyan azt mar korabban
lattuk):

(x—p)?+(y-a)?=2a%



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 7. ebadas 24129

Egyenletek és transzformaciok: példak

Eltolas:

LegyenF(x,y) = 0 aH alakzat egyenlete, és alkalmazzuAkra
eltolast a(p, q) vektorral. Az eltolt alakzat egyenlete

Példaul:

o A (p,q) kdzéppontlu,a sugaru kort eltolassal kapjuk az origo
kdzéppontu korbl, igy az egyenlete (ahogyan azt mar korabban
lattuk):

(x—p)?+(y-a)?=2a%

@ Ha a kanonikus helyzeti ellipszist vagy hiperbolat eltoljuk a

(p,q) vektorral,



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 7. ebadas 24129

Egyenletek és transzformaciok: példak

Eltolas:

LegyenF(x,y) = 0 aH alakzat egyenlete, és alkalmazzuAkra
eltolast a(p, q) vektorral. Az eltolt alakzat egyenlete

Példaul:

o A (p,q) kdzéppontlu,a sugaru kort eltolassal kapjuk az origo
kdzéppontu korbl, igy az egyenlete (ahogyan azt mar korabban
lattuk):

(x—p)?+(y-a)?=2a%

@ Ha a kanonikus helyzeti ellipszist vagy hiperbolat eltoljuk a

(p,q) vektorral, akkor az eltolt kipszelet egyenlete



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 7. ebadas 24129

Egyenletek és transzformaciok: példak

Eltolas:

LegyenF(x,y) = 0 aH alakzat egyenlete, és alkalmazzuAkra
eltolast a(p, q) vektorral. Az eltolt alakzat egyenlete

Példaul:

o A (p,q) kdzéppontlu,a sugaru kort eltolassal kapjuk az origo
kdzéppontu korbl, igy az egyenlete (ahogyan azt mar korabban
lattuk):

(x—p)?+(y-a)?=2a%

@ Ha a kanonikus helyzeti ellipszist vagy hiperbolat eltoljuk a

(p,q) vektorral, akkor az eltolt kipszelet egyenlete

(X—p)
a2

- _,

2
+b2 )



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 7. ebadas 24129

Egyenletek és transzformaciok: példak

Eltolas:

LegyenF(x,y) = 0 aH alakzat egyenlete, és alkalmazzuAkra
eltolast a(p, q) vektorral. Az eltolt alakzat egyenlete

Példaul:

o A (p,q) kdzéppontlu,a sugaru kort eltolassal kapjuk az origo
kdzéppontu korbl, igy az egyenlete (ahogyan azt mar korabban
lattuk):

(x—p)?+(y-a)?=2a%

@ Ha a kanonikus helyzeti ellipszist vagy hiperbolat eltoljuk a

(p,q) vektorral, akkor az eltolt kipszelet egyenlete

(X—p)
a2

- _,

M2 A2
- 7 x-p° - _,

illetve
a2 b2

2
+



Elforgatas:

(Or «Fr =

=), (=

va



Elforgatas:

Az orig6 korlli o sz6gli A, forgatdsmatrix inverze

«O>» 4 Fr «=r «=)>»

DA



Elforgatas:

Az orig6 korlli o sz6gli A, forgatdsmatrix inverze az

cosa  Sina
A= (

—sina COSa)

«O>» 4 Fr «=r «=)>»

DA



Elforgatas:

Az orig6 korlli o sz6gli A, forgatdsmatrix inverze az

—sina  cosa

cosa  Sina
A= ( )
matrix,

(=A)

«O» «Fr «=)»r 4

>

DA



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint

Egyenletek és transzformaciok: példak
Elforgatas:
Az orig6 korili o sz6gl A, forgatasmatrix inverze az

A — < cosa sma> (ZAD
—sina  cosa

matrix, ezért az origd korili szdgi forgatds esetén az
XCOSa + ySina és —Xsina + Y Ccosa

7. ebadas

25/29



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint

Egyenletek és transzformaciok: példak
Elforgatas:
Az orig6 korili o sz6gl A, forgatasmatrix inverze az

A — < cosa sma> (ZAD
—sina  cosa

matrix, ezért az origd korili szdgi forgatds esetén az
XCoSsa + ysina és —xsina + ycosa kifejezéseket kell
X, illetve y helyébe helyettesiteni.

7. ebadas

25/29



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 7. ebadas 25/29

Egyenletek és transzformaciok: példak
Elforgatas:
Az orig6 korili o sz6gl A, forgatasmatrix inverze az

A — < cosa sma> (ZAD
—sina  cosa

matrix, ezért az origd korili szdgi forgatds esetén az
XCoSsa + ysina és —xsina + ycosa kifejezéseket kell
X, illetve y helyébe helyettesiteni.

Példaul:



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 7. ebadas 25/29

Egyenletek és transzformaciok: példak
Elforgatas:
Az orig6 korili o sz6gl A, forgatasmatrix inverze az

A — < cosa sma> (ZAD
—sina  cosa

matrix, ezért az origd korili szdgi forgatds esetén az
XCoSsa + ysina és —xsina + ycosa kifejezéseket kell
X, illetve y helyébe helyettesiteni.
Példaul:
2 2
X
Forgassuk el az— — y _ 1
kanonikus helyzet( hiperbolat

az orig6 korul 45-kal,



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 7. ebadas 25/29

Egyenletek és transzformaciok: példak

Elforgatas:
Az orig6 korili o sz6gl A, forgatasmatrix inverze az

A — < cosa sma> (ZAD
—sina  cosa

matrix, ezért az origd korili szdgi forgatds esetén az
XCoSsa + ysina és —xsina + ycosa kifejezéseket kell
X, illetve y helyébe helyettesiteni.

Példaul:

y 2 2
Y _ 1

y
Forgassuk el a% -5
kanonikus helyzet( hiperbolat
/ \ )

X X az origd korul 45-kal,




Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 7. ebadas 25/29

Egyenletek és transzformaciok: példak

Elforgatas:
Az orig6 korili o sz6gl A, forgatasmatrix inverze az

A — < cosa sma) (:Al)
—sina  cosa

matrix, ezért az origd korili szdgi forgatds esetén az
XCoSsa + ysina és —xsina + ycosa kifejezéseket kell
X, illetve y helyébe helyettesiteni.

Példaul:
y y 2 2
Forgassuk el akz —==1
\ / kanonikus helyzet( hiperbolat
x = X az origd korlul 45-kal, és irjuk
/ \ fol az elforgatott hiperbola
egyenletét.




Megoldas:

(Or «Fr =

=), (=

va



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 7. ebadas 26/29

Egyenletek és transzformaciok: példak

Megoldas:
NARY:
Az 2 02 1 egyenletberx helyébe(xcosa + ysina)-t,

y helyébe(—xsina + ycosa)-t kell helyettesiteniink
(ahola = 45°, sina = cosa = @):



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 7. ebadas 26/29

Egyenletek és transzformaciok: példak

Megoldas:
NARY:
Az 2 02 = 1 egyenletberx helyébe(xcosa + ysina)-t,

y helyébe(—xsina + ycosa)-t kell helyettesiteniink
(ahola = 45°, sina = cosa = @):

(B ) (Bep)

— 1
2 2 ’




Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 7. ebadas 26/29

Egyenletek és transzformaciok: példak

Megoldas:
NARY:
Az 2 02 = 1 egyenletberx helyébe(xcosa + ysina)-t,

y helyébe(—xsina + ycosa)-t kell helyettesiteniink
(ahola = 45°, sina = cosa = @):

(B ) (Bep)

— 1
2 2 ’

egyszerlsitve

xy=1



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 7. ebadas 26/29

Egyenletek és transzformaciok: példak

Megoldas:
NARY:
Az 2 02 = 1 egyenletberx helyébe(xcosa + ysina)-t,

y helyébe(—xsina + ycosa)-t kell helyettesiteniink
(ahola = 45°, sina = cosa = @):

(B ) (Bep)

— 1
2 2 ’

egyszerlsitve
1
xy=1 (vagyy = x) .



Masik pelda:

(Or «Fr =

=), (=

va



Masik példa:

2
X
Forgassuk el aza—2 +

y2

Eamp—]
b?
kanonikus helyzetl ellipszist

«O» «Fr « =)

«=>»

DA



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 7. ebadas 27129

Egyenletek és transzformaciok: példak

Mésik példa:

y
a 2 Y2
Forgassuk el a,? + 2= 1

jb x kanonikus helyzet( ellipszist

/9
S

az origo korul 90-kal.




Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 7. ebadas 27129

Egyenletek és transzformaciok: példak
Mésik példa:
y y
a 2 2
/9\ [\ Forgassuk el az:—2 + é =1
| ¥~ - \jb x kanonikus helyzetd ellipszist

az origo korul 90-kal.

Most x helyébexcos 90 + ysin 90 =



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 7. ebadas 27129

Egyenletek és transzformaciok: példak
Mésik példa:
y y
a 2 2
/9\ [\ Forgassuk el az:—2 + é =1
| ¥~ - \jb x kanonikus helyzetd ellipszist

az origo korul 90-kal.

Most x helyébexcos 90 + ysin90 =y,
y helyébe pedig—xsin 90 + ycos 90 =



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 7. ebadas 27129

Egyenletek és transzformaciok: példak
Mésik példa:
y y
a 2 2
/9\ [\ Forgassuk el az:—2 + é =1
| ¥~ - \jb x kanonikus helyzetd ellipszist

az origo korul 90-kal.

Most x helyébexcos 90 + ysin90 =y,
y helyébe pedig—xsin 90 + ycos 90 = — x helyettesitend:



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 7. ebadas 27129

Egyenletek és transzformaciok: példak
Mésik példa:
y y
a 2 2
/9\ [\ Forgassuk el az:—2 + é =1
| ¥~ - \jb x kanonikus helyzetd ellipszist

az origo korul 90-kal.

Most x helyébexcos 90 + ysin90 =y,
y helyébe pedig—xsin 90 + ycos 90 = — x helyettesitend:
VA



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 7. ebadas 27129

Egyenletek és transzformaciok: példak
Mésik példa:
y y
a 2 2
/9\ [\ Forgassuk el az:—2 + é =1
| ¥~ - \jb x kanonikus helyzetd ellipszist

az origo korul 90-kal.

Most x helyébexcos 90 + ysin90 =y,
y helyébe pedig—xsin 90 + ycos 90 = — x helyettesitend:

2 2
L+t
a? b2

(Ugyanezt kapnank ax «+— y tiukrozéssel is.)



Tegyiik fel most, hogy &1 C R? alakzat az

X

e(t)
y = ¥(1)

paraméretes egyenletrendszerrel van megadva

«O» «Fr « =)

«=>»

DA



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint

Egyenletek és transzformaciok

Tegyiik fel most, hogy a1 C R? alakzat az

X = o)

y = (1)
paraméretes egyenletrendszerrel van megadva.
Ha azf : R? — R? sikmozgéast-ra alkalmazzuk,

7. ebadas

28/29



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 7. ebadas 28/29

Egyenletek és transzformaciok

Tegyiik fel most, hogy a1 C R? alakzat az
X = o)
y = (1)

paraméretes egyenletrendszerrel van megadva.

Ha azf : R? — R? sikmozgastH-ra alkalmazzuk, akkor az
elmozgatottf (H) alakzat paraméteres egyenletrendszerét



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 7. ebadas 28/29

Egyenletek és transzformaciok

Tegyiik fel most, hogy a1 C R? alakzat az
X = o)
y = (1)

paraméretes egyenletrendszerrel van megadva.
Ha azf : R? — R? sikmozgastH-ra alkalmazzuk, akkor az

elmozgatottf (H) alakzat paraméteres egyenletrendszergfta és
Y (t) képletekf-be tortéid behelyettesitésével nyerjik.



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 7. ebadas 28/29

Egyenletek és transzformaciok

Tegyiik fel most, hogy a1 C R? alakzat az
X = o)
y = (1)

paraméretes egyenletrendszerrel van megadva.

Ha azf : R? — R? sikmozgastH-ra alkalmazzuk, akkor az
elmozgatottf (H) alakzat paraméteres egyenletrendszergfta és
Y (t) képletekf-be tortéid behelyettesitésével nyerjik.

Példa:



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 7. ebadas 28/29

Egyenletek és transzformaciok

Tegyiik fel most, hogy a1 C R? alakzat az
X = o)
y = (1)

paraméretes egyenletrendszerrel van megadva.

Ha azf : R? — R? sikmozgastH-ra alkalmazzuk, akkor az
elmozgatottf (H) alakzat paraméteres egyenletrendszergfta és
Y (t) képletekf-be tortéid behelyettesitésével nyerjik.

Példa:

A (p,q) vektorral tortéd eltolas eredményeként az
X = ot)+p
y = ¢(@+q

paraméretes egyenletrendszert kapjuk.



igy példaul az origd kdzéppontd, illetve(@, q) kézépponti
a sugaru kor paramétereédllitasa:

«O» «Fr « =)

<

DA



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 7. ebadas 29/29

Egyenletek és transzformaciok: példak

igy példaul az origd kdzéppontd, illetve(@, q) kézépponti
a sugaru kor paramétereédllitasa:
X = acost X =acost +p

y =asint y =asint +q



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 7. ebadas 29/29

Egyenletek és transzformaciok: példak

igy példaul az origd kdzéppontd, illetve(@, q) kézépponti
a sugaru kor paramétereédllitasa:
X = acost X =acost +p

y =asint y =asint +q
Masik példa:



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 7. ebadas 29/29

Egyenletek és transzformaciok: példak

igy példaul az origd kdzéppontd, illetve(@, q) kézépponti
a sugaru kor paramétereédllitasa:
X = acost X =acost +p

y = asint y =asint +q
Masik példa:
Forgassuk el ax = t?, y = t paraméterezéssel adott kanonikus
helyzetl parabolat az origo koril 3@al,



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 7. ebadas 29/29

Egyenletek és transzformaciok: példak

igy példaul az origd kdzéppontd, illetve(@, q) kézépponti
a sugaru kor paramétereédllitasa:

X = acost X =acost +p

y = asint y =asint +q
Masik példa:
Forgassuk el ax = t?, y = t paraméterezéssel adott kanonikus
helyzetl parabolat az orig6 korul 3@al, majd toljuk el a(2, 1)
vektorral,



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 7. ebadas 29/29

Egyenletek és transzformaciok: példak

igy példaul az origd kdzéppontd, illetve(@, q) kézépponti
a sugaru kor paramétereédllitasa:

X = acost X =acost +p

y = asint y =asint +q
Masik példa:
Forgassuk el ax = t?, y = t paraméterezéssel adott kanonikus
helyzetl parabolat az orig6 korul 3@al, majd toljuk el a(2, 1)
vektorral; irjuk fol a transzformalt parabola paraméteres
egyenletrendszerét.



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 7. ebadas 29/29

Egyenletek és transzformaciok: példak

igy példaul az origd kdzéppontd, illetve(@, q) kézépponti
a sugaru kor paramétereédllitasa:

X = acost X =acost +p

y = asint y =asint +q

Masik példa:

Forgassuk el ax = t?, y = t paraméterezéssel adott kanonikus
helyzetl parabolat az orig6 korul 3@al, majd toljuk el a(2, 1)
vektorral; irjuk fol a transzformalt parabola paraméteres
egyenletrendszerét.

A transzformacio:



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 7. ebadas 29/29

Egyenletek és transzformaciok: példak

igy példaul az origd kdzéppontd, illetve(@, q) kézépponti
a sugaru kor paramétereédllitasa:

X = acost X =acost +p

y = asint y =asint +q

Masik példa:

Forgassuk el ax = t?, y = t paraméterezéssel adott kanonikus
helyzetl parabolat az orig6 korul 3@al, majd toljuk el a(2, 1)
vektorral; irjuk fol a transzformalt parabola paraméteres
egyenletrendszerét.

A transzformacio: X =xcos30 —ysin30 + 2

y =xsin30 +ycos30 + 1.



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 7. ebadas 29/29

Egyenletek és transzformaciok: példak

igy példaul az origd kdzéppontd, illetve(@, q) kézépponti
a sugaru kor paramétereédllitasa:

X = acost X =acost +p

y =asint y =asint +q
Masik példa:
Forgassuk el ax = t?, y = t paraméterezéssel adott kanonikus
helyzetl parabolat az orig6 korul 3@al, majd toljuk el a(2, 1)
vektorral; irjuk fol a transzformalt parabola paraméteres
egyenletrendszerét.
A transzformacio: X =xcos30 —ysin30 + 2

y =xsin30 +ycos30 + 1.

Az U] egyenletrendszer



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 7. ebadas 29/29

Egyenletek és transzformaciok: példak

igy példaul az origd kdzéppontd, illetve(@, q) kézépponti
a sugaru kor paramétereédllitasa:
X = acost X =acost +p

y =asint y =asint +q
Masik példa:
Forgassuk el ax = t?, y = t paraméterezéssel adott kanonikus
helyzetl parabolat az orig6 korul 3@al, majd toljuk el a(2, 1)
vektorral; irjuk fol a transzformalt parabola paraméteres

egyenletrendszerét.
A transzformacio: X =xcos30 —ysin30 + 2

y =xsin30 +ycos30 + 1.
Az Uj egyenletrendszer (végik',y') helyett (x,y)-t irva):
x =¥32_1t42
y =324+ Bty
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