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o Alapfogalmak (térelemek és viszonyaik)
e Transzformaciok

o Fontosabb geometriai alakzatok
@ Vektorgeometria

o Koordinatak és vektorok

e \ektorok szorzasa

@ Vektorok alkalmazasai

o Sokszogek és konvex sokszdgek

o Konvex poliéderek, szabalyos poliéderek
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Osztoviszony:
C
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Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 6. ebadas 3/36

Emlékezted: osztoviszony, sulypont

Osztoviszony:
Al .
¢ (ABC) = AC (elbjelesen)
A B CB
Sulypont:
Apnd2

— — —
1A + a2SA2 + ...+ anSAy =0,

— — —
? a10A1 + ao0Ay + ... + anOA,
an OS =
alt+a2+ ...+ ap

ag

An



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 6. ebadas 3/36

Emlékezted: osztoviszony, sulypont

Osztoviszony:
C
A B

Sulypont:
A

AC
(ABC) = cB (elbjelesen)

— — —
1A + a2SA2 + ...+ anSAy =0,

— — —
? a10A1 + ao0Ay + ... + anOA,
an OS =
alt+a2+ ...+ ap

ag

An
Oy

A sulypont és az osztoviszony kapcsolata:



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 6. ebadas 3/36

Emlékezted: osztoviszony, sulypont

Osztoviszony:
C
A B

Sulypont:
A

AC
(ABC) = cB (elbjelesen)

— — —
1A + a2SA2 + ...+ anSAy =0,

— — —
? a10A1 + ao0Ay + ... + anOA,
an OS =
alt+a2+ ...+ ap

ag

An
A4 G4
A sulypont és az osztoviszony kapcsolata:
o S B HaA sulyaa (# 0), B sulyas,

A B



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 6. ebadas 3/36

Emlékezted: osztoviszony, sulypont

Osztoviszony:
C
A B

Sulypont:
A

AC
(ABC) = cB (elbjelesen)

— — —
1A + a2SA2 + ...+ anSAy =0,

— — —
? a10A1 + ao0Ay + ... + anOA,
an OS =
alt+a2+ ...+ ap

ag

An
A4 G4
A sulypont és az osztoviszony kapcsolata:
o S B HaA sulyaa (# 0), B sulyas,

A 5 akkor (ABS) = g/ a.
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LegyenA ésB két kiilonbdd pont.
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LegyenA ésB két kilonbdsd pont. Ekkor azAB egyenes barmely

P pontja eballithat6 alkalmas sulyokk# ésB sulypontjaként.
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Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 6. ebadas 4/36

Sulypont: pontok dlallitasa sulypontként

Tétel

LegyenA ésB két kilonb6s pont. Ekkor aZAB egyenes barmely

P pontja eballithaté alkalmas sulyokk# ésB sulypontjaként.

A P pont az eballitdsahoz sziikséges sulyok aranyat egyértelmiien
meghatarozza.




Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 6. ebadas 4/36

Sulypont: pontok dlallitasa sulypontként

Tétel

LegyenA ésB két kilonb6s pont. Ekkor aZAB egyenes barmely

P pontja eballithaté alkalmas sulyokk# ésB sulypontjaként.

A P pont az eballitdsahoz sziikséges sulyok aranyat egyértelmiien
meghatarozza.

A B

Valéban, haP # B, akkor



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 6. ebadas 4/36

Sulypont: pontok dlallitasa sulypontként

Tétel

LegyenA ésB két kilonb6s pont. Ekkor aZAB egyenes barmely

P pontja eballithaté alkalmas sulyokk# ésB sulypontjaként.

A P pont az eballitdsahoz sziikséges sulyok aranyat egyértelmiien
meghatarozza.

A B

Valéban, heP # B, akkor irjukP osztdviszonyatABP) = 3/«
alakban,



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 6. ebadas 4/36

Sulypont: pontok dlallitasa sulypontként

Tétel

LegyenA ésB két kilonb6s pont. Ekkor aZAB egyenes barmely

P pontja eballithaté alkalmas sulyokk# ésB sulypontjaként.

A P pont az eballitdsahoz sziikséges sulyok aranyat egyértelmiien
meghatarozza.

A B

Valéban, heP # B, akkor irjukP osztdviszonyatABP) = 3/«
alakban, ekkor: és j6 sulyok.



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 6. ebadas 4/36

Sulypont: pontok dlallitasa sulypontként

Tétel

LegyenA ésB két kilonb6s pont. Ekkor aZAB egyenes barmely

P pontja eballithaté alkalmas sulyokk# ésB sulypontjaként.

A P pont az eballitdsahoz sziikséges sulyok aranyat egyértelmiien
meghatarozza.

A B

Valéban, heP # B, akkor irjukP osztdviszonyatABP) = 3/«
alakban, ekkor: és j6 sulyok.
Ha pedigP = B, akkora. = 0 és$3 = 1 valaszthato.



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 6. ebadas 4/36

Sulypont: pontok dlallitasa sulypontként

Tétel

LegyenA ésB két kilonb6s pont. Ekkor aZAB egyenes barmely

P pontja eballithaté alkalmas sulyokk# ésB sulypontjaként.

A P pont az eballitdsahoz sziikséges sulyok aranyat egyértelmiien
meghatarozza.

A B

Valéban, heP # B, akkor irjukP osztdviszonyatABP) = 3/«
alakban, ekkor: és j6 sulyok.

Ha pedigP = B, akkora. = 0 és$3 = 1 valaszthato.

Miutan (o # 0 esetén) a sllyok aranya az osztéviszonnyal egyenl



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 6. ebadas 4/36

Sulypont: pontok dlallitasa sulypontként

Tétel

LegyenA ésB két kilonb6s pont. Ekkor aZAB egyenes barmely

P pontja eballithaté alkalmas sulyokk# ésB sulypontjaként.

A P pont az eballitdsahoz sziikséges sulyok aranyat egyértelmiien
meghatarozza.

A B

Valéban, heP # B, akkor irjukP osztdviszonyatABP) = 3/«
alakban, ekkor: és j6 sulyok.

Ha pedigP = B, akkora. = 0 és$3 = 1 valaszthato.

Miutan (o # 0 esetén) a sllyok aranya az osztéviszonnyal egyenl
aztP egyértelmien meghatarozza.
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LegyenA, B ésC harom nem kollineéris pont.
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LegyenA, B ésC harom nem kollineéris pont. Ekkor &BC sik
barmelyP pontja eballithat6 alkalmas sulyokk#, B ésC
sulypontjaként.
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Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 6. ebadas 5/36

Sulypont: pontok dlallitasa sulypontként

Tétel
LegyenA, B ésC harom nem kollineéris pont. Ekkor &BC sik
barmelyP pontja eballithat6 alkalmas sulyokk#, B ésC

sulypontjaként. AP pont az eballitAsahoz sziikséges sulyok aranyat
egyértelmiien meghatarozza.



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 6. ebadas 5/36

Sulypont: pontok dlallitasa sulypontként

Tétel

LegyenA, B ésC harom nem kollineéris pont. Ekkor &BC sik
barmelyP pontja eballithat6 alkalmas sulyokk#, B ésC
sulypontjaként. AP pont az eballitAsahoz sziikséges sulyok aranyat
egyértelmiien meghatarozza.

Bizonyitas:

c. P



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 6. ebadas 5/36

Sulypont: pontok dlallitasa sulypontként

Tétel

LegyenA, B ésC harom nem kollineéris pont. Ekkor &BC sik
barmelyP pontja eballithat6 alkalmas sulyokk#, B ésC
sulypontjaként. AP pont az eballitAsahoz sziikséges sulyok aranyat
egyértelmiien meghatarozza.

Bizonyitas:

C b AzAB és azAC vektor bazist alkot a sik vektorai
/ szamara.

A

B



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 6. ebadas 5/36

Sulypont: pontok dlallitasa sulypontként

Tétel
LegyenA, B ésC harom nem kollineéris pont. Ekkor &BC sik
barmelyP pontja eballithat6 alkalmas sulyokk#, B ésC

sulypontjaként. AP pont az eballitAsahoz sziikséges sulyok aranyat
egyértelmiien meghatarozza.

Bizonyitas:

C P Az ,@ és azﬁ vektor bazist alkot a sik vektorai
szamara. Ezért alkalmaksés~ egyitthatokkal
,ﬁ = Bﬁ + Wﬁ .
A B



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 6. ebadas 5/36

Sulypont: pontok dlallitasa sulypontként

Tétel
LegyenA, B ésC harom nem kollineéris pont. Ekkor &BC sik
barmelyP pontja eballithat6 alkalmas sulyokk#, B ésC

sulypontjaként. AP pont az eballitAsahoz sziikséges sulyok aranyat
egyértelmiien meghatarozza.

Bizonyitas:

C P Az ,@ és azﬁ vektor bazist alkot a sik vektorai
szamara. Ezért alkalmaksés~ egyitthatokkal
AP — Bﬁ + wﬁ. Legyena, b ésc azA, B, illetve C
A B pont helyvektora,



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 6. ebadas 5/36

Sulypont: pontok dlallitasa sulypontként

Tétel
LegyenA, B ésC harom nem kollineéris pont. Ekkor &BC sik
barmelyP pontja eballithat6 alkalmas sulyokk#, B ésC

sulypontjaként. AP pont az eballitAsahoz sziikséges sulyok aranyat
egyértelmiien meghatarozza.

Bizonyitas:
C P Az ,@ és azﬁ vektor bazist alkot a sik vektorai
szamara. Ezért alkalmaksés~ egyitthatokkal
AP — Bﬁ + yﬁ. Legyena, b ésc azA, B, illetve C
A B pont helyvektora, ekkor B pont helyvektora:
a+AP =a+tf(b—a)+r(c—a)=



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 6. ebadas 5/36

Sulypont: pontok dlallitasa sulypontként

Tétel
LegyenA, B ésC harom nem kollineéris pont. Ekkor &BC sik
barmelyP pontja eballithat6 alkalmas sulyokk#, B ésC

sulypontjaként. AP pont az eballitAsahoz sziikséges sulyok aranyat
egyértelmiien meghatarozza.

Bizonyitas:

C P Az ,@ és azﬁ vektor bazist alkot a sik vektorai
szamara. Ezért alkalmaksés~ egyitthatokkal
AP — Bﬁ + wﬁ. Legyena, b ésc azA, B, illetve C
A B pont helyvektora, ekkor B pont helyvektora:

a+ﬁ:a+ﬁ(b—a)+7(c—a):(1—5—7)a+6b+fyc,



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 6. ebadas 5/36

Sulypont: pontok dlallitasa sulypontként

Tétel

LegyenA, B ésC harom nem kollineéris pont. Ekkor &BC sik
barmelyP pontja eballithat6 alkalmas sulyokk#, B ésC
sulypontjaként. AP pont az eballitAsahoz sziikséges sulyok aranyat
egyértelmiien meghatarozza.

Bizonyitas:
C P Az ,@ és azﬁ vektor bazist alkot a sik vektorai
szamara. Ezért alkalmaksés~ egyitthatokkal
AP — Bﬁ + yﬁ. Legyena, b ésc azA, B, illetve C
A B pont helyvektora, ekkor B pont helyvektora:
a+ﬁ =a+pgb—-a)+y(c—a)=(1-p—7y)a+pb+nc,

ami azt jelenti, hogy eldall azA, B, C pontok sulypontjaként



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 6. ebadas 5/36

Sulypont: pontok dlallitasa sulypontként

Tétel
LegyenA, B ésC harom nem kollineéris pont. Ekkor &BC sik
barmelyP pontja eballithat6 alkalmas sulyokk#, B ésC

sulypontjaként. AP pont az eballitAsahoz sziikséges sulyok aranyat
egyértelmiien meghatarozza.

Bizonyitas:
C P Az ,@ és azﬁ vektor bazist alkot a sik vektorai
szamara. Ezért alkalmaksés~ egyitthatokkal
AP — Bﬁ + yﬁ. Legyena, b ésc azA, B, illetve C
A B pont helyvektora, ekkor B pont helyvektora:
a+ﬁ =a+pgb—-a)+y(c—a)=(1-p—7y)a+pb+nc,

ami azt jelenti, hogy eldall azA, B, C pontok sulypontjaként
aza = (1—- B —7), B, illetve v sulyokkal.
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Egyértelmiiség:

Tegytuk fol, hogyP-t az«, 3 ésv sulyokkal allitottuk eb.
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Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 6. ebadas 6/36

Sulypont: pontok dlallitasa sulypontként

Egyértelmiség:

Tegyuk fol, hogyP-t az«, 3 ésv sulyokkal allitottuk eb. Ha a sulyok
valamelyike 0, akkor & pont azA, B, C kdzul mar ketbnek a
sulypontjaként is éall.



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 6. ebadas 6/36

Sulypont: pontok dlallitasa sulypontként

Egyértelmiség:

Tegyuk fol, hogyP-t az«, 3 ésv sulyokkal allitottuk eb. Ha a sulyok
valamelyike 0, akkor & pont azA, B, C kdzul mar ketbnek a
sulypontjaként is élall. Ez pontosan akkor fordul@&lhaP az AB,

BC, CA egyenesek valamelyikére esik.

VAN




Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 6. ebadas 6/36

Sulypont: pontok dlallitasa sulypontként

Egyértelmiség:

Tegyuk fol, hogyP-t az«, 3 ésv sulyokkal allitottuk eb. Ha a sulyok
valamelyike 0, akkor & pont azA, B, C kdzul mar ketbnek a
sulypontjaként is élall. Ez pontosan akkor fordul@&lhaP az AB,

BC, CA egyenesek valamelyikére esik. llyenkor a két pont esetére
vonatkozo tétel egyértelmiségi allitasa miatt készen vagyunk,

VAN




Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 6. ebadas 6/36

Sulypont: pontok dlallitasa sulypontként

Egyértelmiség:

Tegyuk fol, hogyP-t az«, 3 ésv sulyokkal allitottuk eb. Ha a sulyok
valamelyike 0, akkor & pont azA, B, C kdzul mar ketbnek a
sulypontjaként is élall. Ez pontosan akkor fordul@&lhaP az AB,

BC, CA egyenesek valamelyikére esik. llyenkor a két pont esetére
vonatkozo tétel egyértelm(iségi allitasa miatt készen vagyunk, igy
feltehetjik, hogyy, 5 ésv egyike sem O.

VAN

A B




Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 6. ebadas 6/36

Sulypont: pontok dlallitasa sulypontként

Egyértelmiség:

Tegyuk fol, hogyP-t az«, 3 ésv sulyokkal allitottuk eb. Ha a sulyok
valamelyike 0, akkor & pont azA, B, C kdzul mar ketbnek a
sulypontjaként is élall. Ez pontosan akkor fordul@&lhaP az AB,

BC, CA egyenesek valamelyikére esik. llyenkor a két pont esetére
vonatkozo tétel egyértelm(iségi allitasa miatt készen vagyunk, igy
feltehetjik, hogyy, 5 ésv egyike sem O.

}\ Tekintsuk példaul & : o aranyt.

A B




Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 6. ebadas 6/36

Sulypont: pontok dlallitasa sulypontként

Egyértelmiség:

Tegyuk fol, hogyP-t az«, 3 ésv sulyokkal allitottuk eb. Ha a sulyok
valamelyike 0, akkor & pont azA, B, C kdzul mar ketbnek a
sulypontjaként is élall. Ez pontosan akkor fordul@&lhaP az AB,

BC, CA egyenesek valamelyikére esik. llyenkor a két pont esetére
vonatkozo tétel egyértelm(iségi allitasa miatt készen vagyunk, igy
feltehetjik, hogyy, 5 ésv egyike sem O.

Tekintsuk példaul & : « aranyt. Ha &C egyenes
}& metsziAB-t egy C; pontban, akkor

A Q\PB




Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 6. ebadas 6/36

Sulypont: pontok dlallitasa sulypontként

Egyértelmiség:
Tegyuk fol, hogyP-t az«, 3 ésv sulyokkal allitottuk eb. Ha a sulyok
valamelyike 0, akkor & pont azA, B, C kdzul mar ketbnek a
sulypontjaként is élall. Ez pontosan akkor fordul@&lhaP az AB,
BC, CA egyenesek valamelyikére esik. llyenkor a két pont esetére
vonatkozo tétel egyértelm(iségi allitasa miatt készen vagyunk, igy
feltehetjik, hogyy, 5 ésv egyike sem O.
Tekintsuk példaul & : « aranyt. Ha &C egyenes
C metsziAB-t egy C; pontban, akkor a csoportosithatdsac
tétel szerinC; eldall A ésB sulypontjakénty ésj3

A Cl\p B~ sulyokkal,




Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 6. ebadas 6/36

Sulypont: pontok dlallitasa sulypontként

Egyértelmiség:
Tegyuk fol, hogyP-t az«, 3 ésv sulyokkal allitottuk eb. Ha a sulyok
valamelyike 0, akkor & pont azA, B, C kdzul mar ketbnek a
sulypontjaként is élall. Ez pontosan akkor fordul@&lhaP az AB,
BC, CA egyenesek valamelyikére esik. llyenkor a két pont esetére
vonatkozo tétel egyértelm(iségi allitasa miatt készen vagyunk, igy
feltehetjik, hogyy, 5 ésv egyike sem O.
Tekintsuk példaul & : « aranyt. Ha &C egyenes
C metsziAB-t egy C; pontban, akkor a csoportosithatdsac
tétel szerinC; eldall A ésB sulypontjakénty ésj3
A Q\ B~ sulyokkal, ésezér/a = (ABCy).
P




Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 6. ebadas 6/36

Sulypont: pontok dlallitasa sulypontként

Egyértelmiség:
Tegyuk fol, hogyP-t az«, 3 ésv sulyokkal allitottuk eb. Ha a sulyok
valamelyike 0, akkor & pont azA, B, C kdzul mar ketbnek a
sulypontjaként is élall. Ez pontosan akkor fordul@&lhaP az AB,
BC, CA egyenesek valamelyikére esik. llyenkor a két pont esetére
vonatkozo tétel egyértelm(iségi allitasa miatt készen vagyunk, igy
feltehetjik, hogyy, 5 ésv egyike sem O.
Tekintsuk példaul & : « aranyt. Ha &C egyenes
C metsziAB-t egy C; pontban, akkor a csoportosithatdsac
tétel szerinC; eldall A ésB sulypontjakénty ésj3
sulyokkal, ésezért/a = (ABC;). Ha pedigPC || AB,
akkor csaks/a = —1 lehetséges (kilonben létez@g).

A Q\PB



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 6. ebadas 6/36

Sulypont: pontok dlallitasa sulypontként

Egyértelmiség:
Tegyuk fol, hogyP-t az«, 3 ésv sulyokkal allitottuk eb. Ha a sulyok
valamelyike 0, akkor & pont azA, B, C kdzul mar ketbnek a
sulypontjaként is élall. Ez pontosan akkor fordul@&lhaP az AB,
BC, CA egyenesek valamelyikére esik. llyenkor a két pont esetére
vonatkozo tétel egyértelm(iségi allitasa miatt készen vagyunk, igy
feltehetjik, hogyy, 5 ésv egyike sem O.
Tekintsuk példaul & : « aranyt. Ha &C egyenes
C metsziAB-t egy C; pontban, akkor a csoportosithatdsac
tétel szerinC; eldall A ésB sulypontjakénty ésj3
sulyokkal, ésezért/a = (ABC;). Ha pedigPC || AB,
akkor csaks/a = —1 lehetséges (kilonben létez@g).
(Megjegyzés: Hasonlo tétel érvényes a térben négy nem egy sikban
fekvd pontra.)

A Q\PB
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Az el6z6 bizonyitas kovetkezménye:

«Or «F»r « =

Er» «E>»

DA



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint

Sulypont: Ceva tétele

Az elbz6 bizonyitas kovetkezménye:

C
B, A
P

A C B

6. ebadas 7136

Vegyuk fol azABC haromszOd\B, BC, CA oldalegyenesein rendre
csucsoktol kiilénbd&zC,, A; ésB; pontokat. Ha a&A;, BB; ésCC,

egyeneseknek van kdzos pontja, akkor
(ABC;) - (BCAy) - (CAB;) = 1.



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint

Sulypont: Ceva tétele

Az elbz6 bizonyitas kovetkezménye:

C
B, A
P

A C B

6. ebadas 7136

Vegyuk fol azABC haromszOd\B, BC, CA oldalegyenesein rendre
csucsoktol kiilénbd&zC,, A; ésB; pontokat. Ha a&A;, BB; ésCC,

egyeneseknek van kdzos pontja, akkor
(ABC;) - (BCAy) - (CAB;) = 1.

Valoban, ha & koz0s pontot a2, B, C pontrendszeii

aza, 3, v sulyokkal lehet sulypontként @hllitani,



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 6. ebadas 7136

Sulypont: Ceva tétele

Az elbz6 bizonyitas kovetkezménye:
C
B, A
P
A C B

Vegyuk fol azABC haromszOd\B, BC, CA oldalegyenesein rendre
csucsoktol kiilénbd&zC,, A; ésB; pontokat. Ha a&A;, BB; ésCC,
egyeneseknek van kdzos pontja, akkor

(ABC,) - (BCA;) - (CABy) = 1.

Valoban, ha & koz0s pontot a2, B, C pontrendszeii
aza, 3, v sulyokkal lehet sulypontként&hllitani, akkor az €lz6ek
szerint

s

(ABC1) = —, (BCA) = és (CABy)= %

(=
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Sulypont: Ceva tétele

Az elbz6 bizonyitas kovetkezménye:
C
B, A
P
A C B

Vegyuk fol azABC haromszOd\B, BC, CA oldalegyenesein rendre
csucsoktol kiilénbd&zC,, A; ésB; pontokat. Ha a&A;, BB; ésCC,
egyeneseknek van kdzos pontja, akkor

(ABC,) - (BCA;) - (CABy) = 1.

Valoban, ha & koz0s pontot a2, B, C pontrendszeii

aza, 3, v sulyokkal lehet sulypontként&hllitani, akkor az €lz6ek
szerint
s

(ABCy) = o (BCA1) =

(=

és (CABy) = 2,
~y
ahonnan az allitas régton adodik.



Az allitas (részlegesen) meg is fordithato:
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Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 6. ebadas 8/36

Sulypont: Ceva tétele

Az dllitas (részlegesen) meg is fordithato:
C
B, A
P

A C B

Ceva tétele

Vegyik fol azABC haromszdg\B, BC, CA oldalegyenesein rendre a

csucsoktol kilonb&zCq, A1 ésB; pontokat. Ezekre
(ABC;) - (BCA7) - (CAB;) =1

akkor és csak akkor teljesul, haAa;, BB; ésCC; egyenesek egy
ponton haladnak at, vagy parhuzamosak.
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Sulypont: Ceva tétele

Az dllitas (részlegesen) meg is fordithato:
C
B, A
P

A C B

Ceva tétele

Vegyik fol azABC haromszdg\B, BC, CA oldalegyenesein rendre a

csucsoktol kilonb&zCq, A1 ésB; pontokat. Ezekre
(ABC;) - (BCA7) - (CAB;) =1

akkor és csak akkor teljesul, haAa;, BB; ésCC; egyenesek egy
ponton haladnak at, vagy parhuzamosak.

A tétel érdekes iranyat azdb belattuk; a megforditas is kdnnyen
meggondolhaté.



Példak a sulyok meghatarozasara:
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Példak a sulyok meghatarozasara:

LegyenA, B ésC harom nem kollinearis pont, éstetsdleges
tovabbi pont a sikon.

«O» «Fr «=)»r 4
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Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 6. ebadas 9/36

Sulypont: példak

Példak a sulyok meghatarozasara:
LegyenA, B ésC harom nem kollinearis pont, éstetsdleges
tovabbi pont a sikon. Bbkzor tegyik fel, hog¥ azABC haromszég

bels pontja.
C
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Sulypont: példak

Példak a sulyok meghatarozasara:
LegyenA, B ésC harom nem kollinearis pont, éstetsdleges
tovabbi pont a sikon. Bbkzor tegyik fel, hog¥ azABC haromszég

bels pontja.
C

t.P
C

A B
A PA, PB, PC szakaszok a haromsztgePBC, PCA ésPAB
részharomszogekre bontjak, amelyek teriilete rendre legyen
ta, tg, illetve tc.
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Sulypont: példak

Példak a sulyok meghatarozasara:
LegyenA, B ésC harom nem kollinearis pont, éstetsdleges
tovabbi pont a sikon. Bbkzor tegyik fel, hog¥ azABC haromszég

bels pontja.
C

t.P
C

A B
A PA, PB, PC szakaszok a haromsztgePBC, PCA ésPAB
részharomszogekre bontjak, amelyek teriilete rendre legyen
ta, tg, illetve tc.

Azt allitjuk hogy ekkor &P pontta, tg, tc sulyokkal all eb az
A, B, C pontok sulypontjaként. J



Tudjuk, hogyP eléall valamilyena, 3, v sulyokkal sulypontként,
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Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 6. ebadas 10/36

Sulypont: példak

Tudjuk, hogyP eléall valamilyena, 3, v sulyokkal stlypontként,
tovabbaP ezeknek a sulyoknak az aranyat egyértelmiien
meghatarozza, pl/5 = (BCA1).

C

A
5 i
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Sulypont: példak

Tudjuk, hogyP eléall valamilyena, 3, v sulyokkal stlypontként,
tovabbaP ezeknek a sulyoknak az aranyat egyértelmiien
meghatarozza, pl/5 = (BCA1).
C
5
A B

Elegend tehat azt elledrizni, hogy ata, tg, tc Szamok egymas kozti
aranyai egyefilk aza, 3, v szamokéval.
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Sulypont: példak

Tudjuk, hogyP eléall valamilyena, 3, v sulyokkal stlypontként,
tovabbaP ezeknek a sulyoknak az aranyat egyértelmiien
meghatarozza, pl/5 = (BCA1).

C

AN

A B

Elegend tehat azt elledrizni, hogy ata, tg, tc Szamok egymas kozti
aranyai egyerdk aza, 3, v szdmokéval. Tekintsuk példautg/ts
aranyt:
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Sulypont: példak

Tudjuk, hogyP eléall valamilyena, 3, v sulyokkal stlypontként,
tovabbaP ezeknek a sulyoknak az aranyat egyértelmiien
meghatarozza, pl/5 = (BCA1).

iy

Elegend tehat azt elledrizni, hogy ata, tg, tc Szamok egymas kozti
aranyai egyerdk aza, 3, v szdmokéval. Tekintsuk példautg/ts

aranyt:

Kdz0s @AP) alapi haromszogek teriiletaranya a magassagok aranyavea
egyenb: tc/ts = BS/CT,
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Sulypont: példak

Tudjuk, hogyP eléall valamilyena, 3, v sulyokkal stlypontként,
tovabbaP ezeknek a sulyoknak az aranyat egyértelmiien
meghatarozza, pl/5 = (BCA1).

iy

Elegend tehat azt elledrizni, hogy ata, tg, tc Szamok egymas kozti
aranyai egyerdk aza, 3, v szdmokéval. Tekintsuk példautg/ts

aranyt:

Kdz0s @AP) alapi haromszogek teriiletaranya a magassagok aranyavea
egyenb: tc/tg = BS/CT, aCTA; ésBSA; haromszogek hasonlésaga
folytan pedigBS/CT = BA; /A:C.
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Sulypont: példak

Tudjuk, hogyP eléall valamilyena, 3, v sulyokkal stlypontként,
tovabbaP ezeknek a sulyoknak az aranyat egyértelmiien
meghatarozza, pl/5 = (BCA1).

iy

Elegend tehat azt elledrizni, hogy ata, tg, tc Szamok egymas kozti
aranyai egyerdk aza, 3, v szdmokéval. Tekintsuk példautg/ts

aranyt:

Kdz0s @AP) alapi haromszogek teriiletaranya a magassagok aranyavea
egyenb: tc/tg = BS/CT, aCTA; ésBSA; haromszogek hasonlésaga
folytan pedigBS/CT = BA; /A:C.

Ezért Va|(5baﬂc/t5 = (BCA]_) = 7/5




Ha P nem azABC haromszog belsejében van:

«Or «F»r « =
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Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 6. ebadas 11/36

Sulypont: példak
HaP nem azABC haromszog belsejében van: p

p'C

A B A B
ata, tg, tc tertileteket tovabbra is gy értelmezzik, miB@ CA, AB
szakaszokra tamaszkod®dcsucsu haromszogek terileteit,
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Sulypont: példak
HaP nem azABC haromszog belsejében van: p

p'C

A B A B
ata, tg, tc tertileteket tovabbra is gy értelmezzik, miB@ CA, AB
szakaszokra tamaszkod®dcsucsu haromszogek tertleteit, de ezeket
mostel6jeleserkell tekinteni, mégpedig a kovetkéképpen:
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Sulypont: példak
HaP nem azABC haromszog belsejében van: p

p'C

A B A B
ata, tg, tc tertileteket tovabbra is gy értelmezzik, miB@ CA, AB
szakaszokra tamaszkod®dcsucsu haromszogek tertleteit, de ezeket
mostel6jeleserkell tekinteni, mégpedig a kovetkéképpen:

Megallapodunk abban, hogy IRaa hdromszdg valamelyik

oldalegyenesének a haromszéget nem tartalmazé oldalara esik, akkol
az arra az oldalra tAmaszkodo terlletet negatijelél latjuk el.
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Sulypont: példak
HaP nem azABC haromszog belsejében van: p

p'C

A B A B
ata, tg, tc tertileteket tovabbra is gy értelmezzik, miB@ CA, AB
szakaszokra tamaszkod®dcsucsu haromszogek tertleteit, de ezeket
mostel6jeleserkell tekinteni, mégpedig a kovetkéképpen:

Megallapodunk abban, hogy IRaa hdromszdg valamelyik
oldalegyenesének a haromszéget nem tartalmazé oldalara esik, akkol
az arra az oldalra tAmaszkodo terlletet negatijelél latjuk el.

Az el bran példauk negativ, a masodikon pedig éstg negativ
eljel.
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Sulypont: példak
HaP nem azABC haromszog belsejében van: p

P 'C

A B A

(Eszrevehetjiik, hogy ezzel adpl-megallapodassal
ata + tg + tc 6sszeg mindig aABC hdromszdg teriletét adja
aP pont elhelyezkedés#itfiggetlentil.)



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 6. ebadas 11/36

Sulypont: példak
HaP nem azABC haromszog belsejében van: p

P 'C

A B A

Az elbjel-megallapodas kovetkeztébetpdta = (ABCy),
tc/ts = (BCA1), ta/tc = (CAB;) egyenbségek az éjjeluket tekintve
is érvényesek.
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Sulypont: példak
HaP nem azABC haromszog belsejében van: p

P 'C

A B A

Az elbjel-megallapodas kovetkeztébetpdta = (ABCy),

tc/ts = (BCA1), ta/tc = (CAB;) egyenbségek az éjjeluket tekintve
is érvényesek.

Tehatilyenkorida :tg :tc=a : 8 : 7.
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Sulypont: példak
HaP nem azABC haromszog belsejében van: p

P 'C

A B A

Az elbjel-megallapodas kovetkeztébetpdta = (ABCy),

tc/ts = (BCA1), ta/tc = (CAB;) egyenbségek az éjjeluket tekintve
is érvényesek.

Tehatilyenkorida :tg :tc=a : 8 : 7.

Az a, 3, v sulyok kdzott a 0 pontosan akkor fordubeha

P valamelyik oldalegyenesre esik. llyenkor a megi@lel
részharomszdg is ,elfajul”, teriilete 0.



Nézzuk meg, hogy a&BC haromszdg néhany nevezetes pontja
milyen sulyokkal all e a csticsok sulypontjaként.
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Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 6. ebadas 12/36

Sulypont: példak

Nézzik meg, hogy a&BC haromszdg néhany nevezetes pontja
milyen sulyokkal all eb a cstcsok sulypontjaként.

Sulypont: természetesen az 1, 1, 1 sulyok megfelelnek.
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Sulypont: példak
Nézzik meg, hogy a&BC haromszdg néhany nevezetes pontja

milyen sulyokkal all eb a cstcsok sulypontjaként.

Sulypont: természetesen az 1, 1, 1 sulyok megfelelnek.
(A ta, tg, tc terliletek ilyenkor val6ban egyéiX.)
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Sulypont: példak
Nézzik meg, hogy a&BC haromszdg néhany nevezetes pontja

milyen sulyokkal all eb a cstcsok sulypontjaként.

Sulypont: természetesen az 1, 1, 1 sulyok megfelelnek.
(A ta, tg, tc terliletek ilyenkor val6ban egyéiX.)

A beirt kor kozéppontja:
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Sulypont: példak
Nézzik meg, hogy a&BC haromszdg néhany nevezetes pontja

milyen sulyokkal all eb a cstcsok sulypontjaként.

Sulypont: természetesen az 1, 1, 1 sulyok megfelelnek.
(A ta, tg, tc terliletek ilyenkor val6ban egyéiX.)

A beirt kor kozéppontja:
]

b ‘ a
2

. c-p o
tA= —, tg = —, tc = ——, aholp a beirt kdr sugara.
A > B 5 e > p g

B
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Sulypont: példak
Nézzik meg, hogy a&BC haromszdg néhany nevezetes pontja

milyen sulyokkal all eb a cstcsok sulypontjaként.

Sulypont: természetesen az 1, 1, 1 sulyok megfelelnek.
(A ta, tg, tc terliletek ilyenkor val6ban egyéiX.)

A beirt kor kozéppontja:

a- b- c- o
ta = Tp tg = 5 tc = Tp aholp a beirt kor sugara.

Emiatt aK k6zéppont aa, b, ¢ stlyokkal all eb A, B ésC
sulypontjaként.



A korulirt kor kézéppontjaQ:
C

N
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A korulirt kor kézéppontjaQ:
C
t

r2sin 2
A:

y B =

r?sin 23
aholr a korilirt kér sugara.

, e
"

_ r2sin2y
N 2
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Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 6. ebadas

Sulypont: példak

A kordlirt kor kdzéppontjaQ:

C r?sin 2o r?sin 23 r?sin2y
A=—F7— lB=—F—, tc:T,

aholr a koérdlirt kor sugara.

(Tompaszogl haromszog esetén dgedét is

beleértve.)

N
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Sulypont: példak

A Kkorulirt kor kozéppontjaQ:
C r?sin 2o r?sin 23 r?sin2y
A= =% = ——%—,
aholr a koérdlirt kor sugara.
(Tompaszogl haromszog esetén dgedét is
beleértve.)

A B Emiatt azO kézéppont a sin&, sin 23, sin 2y
sulyokkal all eb A, B ésC sulypontjaként.
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Sulypont: példak

A Kkorulirt kor kozéppontjaQ:
C r?sin 2o r?sin 23 r?sin2y
A = = ="
aholr a koérdlirt kor sugara.
(Tompaszogl haromszog esetén dgedét is
beleértve.)

A B Emiatt azO kézéppont a sin&, sin 23, sin 2y
sulyokkal all eb A, B ésC sulypontjaként.

Magassagpont:
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Sulypont: példak

A Kkorulirt kor kozéppontjaQ:
C r?sin 2o r?sin 23 r?sin2y
A = = ="
aholr a koérdlirt kor sugara.
(Tompaszogl haromszog esetén dgedét is
beleértve.)

A B Emiatt azO kézéppont a sin&, sin 23, sin 2y
sulyokkal all eb A, B ésC sulypontjaként.

Magassagpont: kdnnyen meggondolhato (hazi feladat), hogy ha a
h&dromszdg nem derékszogi, akkor a magassagpontjatdd, tgy
sulyokkal lehet édallitani.




@ Vektorgeometria

@ Vektorok alkalmazasai
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segitségével vizsgalja.

Az analitikus geometria geometriai alakzatokat egyenleteik
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segitségével vizsgalja.

Az analitikus geometria geometriai alakzatokat egyenleteik
Mit értiink ezen?
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Az analitikus geometria geometriai alakzatokat egyenleteik
segitségével vizsgalja.

Mit értiink ezen?
Egyenlet (térben):

«O>» 4 Fr «=r «=)>»
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Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 6. ebadas 15/36

Alakzatok egyenletei

Az analitikus geometria geometriai alakzatokat egyenleteik
segitségével vizsgalja.

Mit értiink ezen?

Egyenlet (térben): F(x,y,z) = 0, aholF haromvéltozds valos
fuggveny.
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Alakzatok egyenletei

Az analitikus geometria geometriai alakzatokat egyenleteik
segitségével vizsgalja.
Mit értiink ezen?

Egyenlet (térben): F(x,y,z) = 0, aholF haromvéltozds valos
fuggveny.

(Sikban:F(x,y) = 0, aholF kétvaltozds, illetve egyenesen:
F(x) = 0, aholF egyvaltozos.)
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Alakzatok egyenletei

Az analitikus geometria geometriai alakzatokat egyenleteik
segitségével vizsgalja.
Mit értiink ezen?

Egyenlet (térben): F(x,y,z) = 0, aholF haromvéltozds valos
fuggveny.

(Sikban:F(x,y) = 0, aholF kétvaltozds, illetve egyenesen:
F(x) = 0, aholF egyvaltozos.)

Azt mondjuk, hogy ez az egyenlet valameélyC R? térbeli alakzat
(ponthalmaz) egyenlete,
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Alakzatok egyenletei

Az analitikus geometria geometriai alakzatokat egyenleteik
segitségével vizsgalja.

Mit értiink ezen?

Egyenlet (térben): F(x,y,z) = 0, aholF haromvéltozds valos
fuggveny.

(Sikban:F(x,y) = 0, aholF kétvaltozds, illetve egyenesen:
F(x) = 0, aholF egyvaltozos.)

Azt mondjuk, hogy ez az egyenlet valameélyC R? térbeli alakzat
(ponthalmaz) egyenlete, ha

H= {(X,y,Z) € Rs : F(vaaz) = O}’

azazH pontosan azokbdl a térbeli pontokbdl all, amelyel, z
koordinataira a¥ (x, y, z) = 0 egyenbség teljesul.



Példa:

PSR,

i
a

Do



Példa:

X = 6 minek az egyenlete?
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Példa: X =6 minek az egyenlete?
Vélasz:

@ pont(x = 3), ha az egyenesen vagyunk,
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Példa: X =6 minek az egyenlete?
Valasz:
@ pont(x = 3), ha az egyenesen vagyunk, y

e egyenedgazy-tengellyel parhuzamos), ha a
sikban vagyunk,

«O» «Fr «=)»r 4
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Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 6. ebadas 16/36

Egyenletek
Példa: Z =6 minek az egyenlete?
Valasz:
@ pont(x = 3), ha az egyenesen vagyunk, z

e egyenedgazy-tengellyel parhuzamos), ha a
sikban vagyunk,

o sik (azyz-sikkal parhuzamos), ha a térben y
vagyunk.
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Egyenletek

Példa: Z =6 minek az egyenlete?
Valasz:

@ pont(x = 3), ha az egyenesen vagyunk, z

@ egyenegazy-tengellyel parhuzamos), ha a
sikban vagyunk,

o sik (azyz-sikkal parhuzamos), ha a térben y
vagyunk. |

0 1 3 X

Tanulsag: az egyenlettel egyiitt azt is meg kell adni,

hogy hol értelmezzik.
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Egyenletek

Példa: Z =6 minek az egyenlete?
Valasz:

@ pont(x = 3), ha az egyenesen vagyunk, z

@ egyenegazy-tengellyel parhuzamos), ha a
sikban vagyunk,

o sik (azyz-sikkal parhuzamos), ha a térben y
vagyunk. |

0 1 3 X

Tanulsag: az egyenlettel egyiitt azt is meg kell adni,

hogy hol értelmezzik.

Megjegyzés:
Talalkozunk majd egyenletrendszerekkel és un. paraméteres
egyenletrendszerekkel is, ezeket konkrét példakon keresztijisgme

majd meg.



A legalapvebbb geometriai jellegl kérdések egyenletekkel és
egyenletrendszerekkel kapcsolatban:
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Egyenletek

A legalapvebbb geometriai jellegl kérdések egyenletekkel és
egyenletrendszerekkel kapcsolatban:

@ Hogyan irjuk fél valamely adott geometriai alakzat egyenletét?
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Egyenletek

A legalapvebbb geometriai jellegl kérdések egyenletekkel és
egyenletrendszerekkel kapcsolatban:

@ Hogyan irjuk fél valamely adott geometriai alakzat egyenletét?

@ Hogyan ismerjik fol, hogy valamely egyenlet milyen geometriai
alakzat egyenlete?
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Egyenletek

A legalapvebbb geometriai jellegl kérdések egyenletekkel és
egyenletrendszerekkel kapcsolatban:

@ Hogyan irjuk fél valamely adott geometriai alakzat egyenletét?
@ Hogyan ismerjik fol, hogy valamely egyenlet milyen geometriai
alakzat egyenlete?

o Tudunk-e 6sszefliggést talalni az egyenletben sz&repl
flggvények algebrai alakja és az egyenlettel megadott alakzat
geometriai tipusa kdzott?
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Egyenletek

A legalapvebbb geometriai jellegl kérdések egyenletekkel és
egyenletrendszerekkel kapcsolatban:

@ Hogyan irjuk fél valamely adott geometriai alakzat egyenletét?

@ Hogyan ismerjik fol, hogy valamely egyenlet milyen geometriai
alakzat egyenlete?

o Tudunk-e 6sszefliggést talalni az egyenletben sz&repl
flggvények algebrai alakja és az egyenlettel megadott alakzat
geometriai tipusa kdzott?

o Hogyan médosul az egyenlet, ha az alakzaton valamilyen
geometriai transzformaciot hajtunk végre?
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Egyenletek

A legalapvebbb geometriai jellegl kérdések egyenletekkel és
egyenletrendszerekkel kapcsolatban:

@ Hogyan irjuk fél valamely adott geometriai alakzat egyenletét?

@ Hogyan ismerjik fol, hogy valamely egyenlet milyen geometriai
alakzat egyenlete?

o Tudunk-e 6sszefliggést talalni az egyenletben sz&repl
flggvények algebrai alakja és az egyenlettel megadott alakzat
geometriai tipusa kdzott?

o Hogyan médosul az egyenlet, ha az alakzaton valamilyen
geometriai transzformaciot hajtunk végre?

Ezeket a kérdéseket fogjuk vizsgalni a legegyszer(ibb alakzatok
(egyenesek, sikok, korok, stb.) esetében.



régzitésével.

A sikban egy egyenest megadhatunk egy pont és egy iranyvektor
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Egyenletek: egyenes sikban

A sikban egy egyenest megadhatunk egy pont és egy irdnyvektor
régzitésével.

Definicio

Az e egyenesnek (akar sikban, akar térbemyvaktoriranyvekton,
hav # 0ésv | e

Adott ponton at adott iranyvektorral egy és csak egy egyenes
talalhato.
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Egyenletek: egyenes sikban

A sikban egy egyenest megadhatunk egy pont és egy irdnyvektor
régzitésével.

Definicio

Az e egyenesnek (akar sikban, akar térbemyvaktoriranyvekton,
hav # 0ésv | e

Adott ponton at adott iranyvektorral egy és csak egy egyenes
talalhato.

Az egyenes az irdnyvektorat csak nemzérus skalarszorzé erejéig
hatarozza meg.
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Egyenletek: egyenes sikban

A sikban egy egyenest megadhatunk egy pont és egy irdnyvektor
régzitésével.

Definicio

Az e egyenesnek (akar sikban, akar térbemyvaktoriranyvekton,
hav # 0ésv | e

Adott ponton at adott iranyvektorral egy és csak egy egyenes
talalhato.

Az egyenes az irdnyvektorat csak nemzérus skalarszorzé erejéig
hatarozza meg.

Legyen adott ae egyenesP, € e és legyerv aze irdnyvektora.
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LegyenP a sik tetsdleges pontja,
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LegyenP a sik tetsdleges pontja,

keressiink egyenletté alakithatéd
feltételt arra, hogy € e.
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Geometria 1, normalszint 6. ebadas 19/36

Egyenletek: egyenes sikban

LegyenP a sik tetsdleges pontja,
keressiink egyenletté alakithaté
feltételt arra, hogy € e.
Legyenrg = OPg ésr = Cﬁ
ekkor:
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Egyenletek: egyenes sikban

y A
LegyenP a sik tetsdleges pontja,
v f_+p keressiink egyenletté alakithaté
0 feltételt arra, hogy € e.
Legyenrg = OPg ésr = Cﬁ
0 X ekkor:

Pce += PP |e
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Egyenletek: egyenes sikban

y 4
! LegyenP a sik tetsdleges pontja,
v fo 7P keresstink egyenletté alakithatod
0 feltételt arra, hogy € e.
Legyenrg = OPg ésr = Cﬁ
0 X ekkor:

Pce «— Wue
< r—rolv
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Egyenletek: egyenes sikban

y 4
! LegyenP a sik tetsdleges pontja,
v fo 7P keresstink egyenletté alakithatod
0 feltételt arra, hogy € e.
Legyenrg = OPg ésr = Cﬁ
0 X ekkor:

Pce «— Wue
< r—rolv
< dteR, hogyr —rg=ty,
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Egyenletek: egyenes sikban

y 4
! LegyenP a sik tetsdleges pontja,
v fo 7P keresstink egyenletté alakithatod
0 feltételt arra, hogy € e.
Legyenrg = OPg ésr = Cﬁ
0 X ekkor:

Pce += PP |e
< r—rolv
< dteR, hogyr —ro=tv, azazr =rq + tv.
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Egyenletek: egyenes sikban

y 4
! LegyenP a sik tetsdleges pontja,
v fo 7P keresstink egyenletté alakithatod
0 feltételt arra, hogy € e.
Legyenrg = OPg ésr = Cﬁ
0 X ekkor:

Pce += PP |e
< r—rolv
< dteR, hogyr —ro=tv, azazr =rq + tv.

Az r =rg+tv egyenletet
azeegyeneparaméteres vektoregyeréaek nevezzik. J



Koordinatakkal:
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Koordinatakkal:
P
y ¢ e
v

legyenv = (a,b), Po = (X0, Y0), P = (x,Y),
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Vektorok alkalmazasai

Geometria 1, normalszint 6. ebadas 20/36

Egyenletek: egyenes sikban

Koordinatakkal:

legyenv = (a,b), Po = (Xo,Y0), P = (X, y),
ekkor azr = rq + tv egyenletidl az

X = X+at
Yy = Yo+bt

egyenletrendszerhez jutunk;



Vektorok alkalmazasai

Geometria 1, normalszint 6. ebadas

Egyenletek: egyenes sikban

Koordinatakkal:

legyenv = (a,b), Po = (Xo,Y0), P = (X, y),
ekkor azr = rq + tv egyenletidl az

X = X+at
Yy = Yo+bt

egyenletrendszerhez jutunk; ezeaz
paraméteres egyenletrendszere

20/36



Vektorok alkalmazasai

Geometria 1, normalszint 6. ebadas

Egyenletek: egyenes sikban

Megjegyzés:

Koordinatakkal:

legyenv = (a,b), Po = (Xo,Y0), P = (X, y),
ekkor azr = rq + tv egyenletidl az

X = X+at
Yy = Yo+bt

egyenletrendszerhez jutunk; ezeaz
paraméteres egyenletrendszere

20/36



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 6. ebadas

Egyenletek: egyenes sikban

Koordinatakkal:
= legyenv = (a,b), Po = (Xo,¥0), P = (X,y),
r /e ekkor azr = rq + tv egyenletidl az
X = Xp+at
y = Yo+bt

2 egyenletrendszerhez jutunk; ezeaz
0 paraméteres egyenletrendszere

Megjegyzés:
A t paramétert az il mulasat méy valtozonak szokas tekinteni,
ezaltal a paraméteres egyenletrendszer egy pontnalendezajlo

mozgasat irja le.

20/36
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Egyenletek: egyenes sikban

Koordinatakkal:
= legyenv = (a,b), Po = (Xo,¥0), P = (X,y),
r /e ekkor azr = rq + tv egyenletidl az
X = Xp+at
y = Yo+bt

2 egyenletrendszerhez jutunk; ezeaz
0 paraméteres egyenletrendszere

Megjegyzés:

A t paramétert az il mulasat méy valtozonak szokas tekinteni,

ezaltal a paraméteres egyenletrendszer egy pontnalendezajlo
mozgasat irja le.

Az egyenes szamara most megtalalt paraméteres egyenletrendszer a
sikbeli egyenesvonall egyenletes mozgas egyenletrendszere.



A sikban egy egyenest egy pont és egy normalvektor rogzitésével is
megadhatunk.
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megadhatunk.

han #0ésn L e

A sikban egy egyenest egy pont és egy normalvektor rogzitésével is
A sikbelie egyenesnek az sikbeli vektomormalvektoa,

(0]
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Egyenletek: egyenes sikban

A sikban egy egyenest egy pont és egy normalvektor rogzitésével is
megadhatunk.

Definicio
A sikbeli e egyenesnek az sikbeli vektomormalvektoa,
han # 0ésn L e

A sikban adott ponton at adott normalvektorral
egy és csak egy egyenes talalhato.
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Egyenletek: egyenes sikban

A sikban egy egyenest egy pont és egy normalvektor rogzitésével is
megadhatunk.

Definicio
A sikbeli e egyenesnek az sikbeli vektomormalvektoa,
han # 0ésn L e

A sikban adott ponton at adott normalvektorral
egy és csak egy egyenes talalhato.

y = Az egyenes a normalvektorat csak nemzérus
skalarszorz6 erejéig hatdrozza meg.
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Egyenletek: egyenes sikban

A sikban egy egyenest egy pont és egy normalvektor rogzitésével is
megadhatunk.

Definicio
A sikbeli e egyenesnek az sikbeli vektomormalvektoa,
han # 0ésn L e

A sikban adott ponton at adott normalvektorral
egy és csak egy egyenes talalhato.

y = Az egyenes a normalvektorat csak nemzérus
skalarszorz6 erejéig hatdrozza meg.
Iranyvektorbol normalvektort, normalvektorbol
iranyvektort kapunk 980s elforgatassal.
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Egyenletek: egyenes sikban

A sikban egy egyenest egy pont és egy normalvektor rogzitésével is
megadhatunk.

Definicio
A sikbeli e egyenesnek az sikbeli vektomormalvektoa,
han # 0ésn L e

A sikban adott ponton at adott normalvektorral
egy és csak egy egyenes talalhato.

y = Az egyenes a normalvektorat csak nemzérus
skalarszorz6 erejéig hatdrozza meg.

Iranyvektorbol normalvektort, normalvektorbol
iranyvektort kapunk 980s elforgatassal.

Fontosmegjegyzés:
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Egyenletek: egyenes sikban

A sikban egy egyenest egy pont és egy normalvektor rogzitésével is
megadhatunk.

Definicio
A sikbeli e egyenesnek az sikbeli vektomormalvektoa,
han # 0ésn L e

A sikban adott ponton at adott normalvektorral
egy és csak egy egyenes talalhato.

y = Az egyenes a normalvektorat csak nemzérus
skalarszorz6 erejéig hatdrozza meg.

Iranyvektorbol normalvektort, normalvektorbol
iranyvektort kapunk 980s elforgatassal.

Fontosmegjegyzés:
n A fentiek csaksikbeliegyenesekre érvényesek.
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Egyenletek: egyenes sikban

A sikban egy egyenest egy pont és egy normalvektor rogzitésével is
megadhatunk.

Definicio

A sikbeli e egyenesnek az sikbeli vektomormalvektoa,

han # 0ésn L e

A sikban adott ponton at adott normalvektorral
egy és csak egy egyenes talalhato.

Az egyenes a normalvektorat csak nemzérus
skalarszorz6 erejéig hatdrozza meg.

Iranyvektorbol normalvektort, normalvektorbol
iranyvektort kapunk 980s elforgatassal.

Fontosmegjegyzés:
U X Afentiek csaksikbeliegyenesekre érvényesek.
Térben az egyeneseknekicsnormalvektora.




y e

Legyen adott a sikban &egyenesPy € e,
és legyem aze normalvektora.
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Egyenletek: egyenes sikban

Legyen adott a sikban &egyenesPy € e,

és legyem aze normalvektora.

Keressiink egyenletté alakithato feltételt arra,
hogy a sik valamely pontjaraP € e.
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Egyenletek: egyenes sikban

Legyen adott a sikban &egyenesPy € e,

és legyem aze normalvektora.

Keressiink egyenletté alakithato feltételt arra,
hogy a sik valamely pontjaraP € e.

Legyenrg = OPy ésr = (ﬁ ekkor:
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Egyenletek: egyenes sikban

P
y
e .
' Legyen adott a sikban &egyenesPy € e,
fo_#p és legyem aze normalvektora.
0 Keressiink egyenletté alakithato feltételt arra,

hogy a sik valamely pontjaraP € e.

o < Legyenro = OPg ésr = OF, ekkor:

Pce <« PP |e
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Egyenletek: egyenes sikban

P
y
e .
' Legyen adott a sikban &egyenesPy € e,
fo_#p és legyem aze normalvektora.
0 Keressiink egyenletté alakithato feltételt arra,

hogy a sik valamely pontjaraP € e.

o < Legyenro = OPg ésr = OF, ekkor:

Pce <« PP |e
— r—roln
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Egyenletek: egyenes sikban

P
y
e .
' Legyen adott a sikban &egyenesPy € e,
fo_#p és legyem aze normalvektora.
0 Keressiink egyenletté alakithato feltételt arra,

hogy a sik valamely pontjaraP € e.

o < Legyenro = OPg ésr = OF, ekkor:

Pce <« PP |e
& r—roln
< (r—ron=0
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Egyenletek: egyenes sikban

P
y
e .
' Legyen adott a sikban &egyenesPy € e,
fo_#p és legyem aze normalvektora.
0 Keressiink egyenletté alakithato feltételt arra,

hogy a sik valamely pontjaraP € e.

o < Legyenro = OPg ésr = OF, ekkor:

Pce <« PP |e
& r—roln
< (r—ron=0

Az (r —rp)n = 0 egyenlet az egyenesektoregyenlete



Az (r — ro)n = 0 vektoregyenlet koordinatékkal felirva:
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Az (r — ro)n = 0 vektoregyenlet koordinatékkal felirva:

Iegyenn = (a7 b)1 PO = (XO,YO)1 P= (X7 y)’

DA



Az (r — ro)n = 0 vektoregyenlet koordinatékkal felirva:

legyenn = (a,b), Po = (X0, Y0), P = (X,y), ekkor az
a(x — o) + b(y — yo)

=0

DA
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Egyenletek: egyenes sikban

Az (r —ro)n = 0 vektoregyenlet koordinatakkal felirva:

legyenn = (a,b), Po = (X0, Yo), P = (x,y), ekkor az

a(x—xp) +b(y—yo) = 0
ax+by+c = 0 (aholc = —axg — byp)

egyenlethez jutunk;
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Egyenletek: egyenes sikban

Az (r —ro)n = 0 vektoregyenlet koordinatakkal felirva:

legyenn = (a,b), Po = (X0, Yo), P = (x,y), ekkor az

a(x—xp) +b(y—yo) = 0
ax+by+c = 0 (aholc = —axg — byp)

egyenlethez jutunk; ez azegyenesgyenlee.

Eszrevételek:



Vektorok alkalmazasai

Egyenletek: egyenes sikban

Geometria 1, normalszint 6. ebadas 23/36

Az (r —ro)n = 0 vektoregyenlet koordinatakkal felirva:

legyenn = (a,b), Po = (X0, Yo), P = (x,y), ekkor az

a(x—xp) +b(y—yo) = 0
ax+by+c = 0 (aholc = —axg — byp)

egyenlethez jutunk; ez azegyenesgyenlee.

Eszrevételek:

1. Az ax+ by + ¢ = 0 egyenletbl kozvetlenil leolvashat6
az egyenes egy normalvektora:



Vektorok alkalmazasai

Egyenletek: egyenes sikban

Geometria 1, normalszint 6. ebadas 23/36

Az (r —ro)n = 0 vektoregyenlet koordinatakkal felirva:

legyenn = (a,b), Po = (X0, Yo), P = (x,y), ekkor az

a(x—xp) +b(y—yo) = 0
0

ax+by+c = (aholc = —axg — byp)

egyenlethez jutunk; ez azegyenesgyenlee.

Eszrevételek:

1. Az ax+ by + ¢ = 0 egyenletbl kozvetlenil leolvashat6
az egyenes egy normalvektosaésy egyltthatoi éppen a
normalvektor koordinatai.
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Egyenletek: egyenes sikban

Az (r —ro)n = 0 vektoregyenlet koordinatakkal felirva:

legyenn = (a,b), Po = (X0, Yo), P = (x,y), ekkor az

a(x—xp) +b(y—yo) = 0
0

ax+by+c = (aholc = —axg — byp)

egyenlethez jutunk; ez azegyenesgyenlee.

Eszrevételek:

1. Az ax+ by + ¢ = 0 egyenletbl kozvetlenil leolvashat6
az egyenes egy normalvektosaésy egyltthatoi éppen a
normalvektor koordinatai.

2. Az ax+ by + ¢ = 0 képlet az egyenesek egyenletének
»altalanos alakja” a sikban (inhomogén linearis egyenlet).



Ezt az észrevételt teszi pontossa az alabbi tétel.
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Ezt az észrevételt teszi pontossa az alabbi tétel.

A sikon barmely egyenesnek vaax + by + ¢ = 0 alaku egyenlete.

«O» «Fr « =)

«=>»

DA



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 6. ebadas 2436

Egyenletek: egyenes sikban

Ezt az észrevételt teszi pontossa az alabbi tétel.

Tétel

A sikon barmely egyenesnek vaax + by + ¢ = 0 alaku egyenlete.
Megforditva, sikon a barmehax + by + ¢ = 0 alakd egyenlet, ahol
a ésb nem mindketh zérus, valamilyen egyenes egyenlete.
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Egyenletek: egyenes sikban
Ezt az észrevételt teszi pontossa az alabbi tétel.
Tétel
A sikon barmely egyenesnek vaax + by + ¢ = 0 alaku egyenlete.

Megforditva, sikon a barmehax + by + ¢ = 0 alakd egyenlet, ahol
a ésb nem mindketh zérus, valamilyen egyenes egyenlete.

Valéban, az el§ allitast belattuk azzal, ahogyan az egyenletet felirtuk;
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Egyenletek: egyenes sikban

Ezt az észrevételt teszi pontossa az alabbi tétel.

Tétel

A sikon barmely egyenesnek vaax + by + ¢ = 0 alaku egyenlete.
Megforditva, sikon a barmehax + by + ¢ = 0 alakd egyenlet, ahol
a ésb nem mindketh zérus, valamilyen egyenes egyenlete.

Valéban, az el§ allitast belattuk azzal, ahogyan az egyenletet felirtuk;
a masodikhoz pedig
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Egyenletek: egyenes sikban
Ezt az észrevételt teszi pontossa az alabbi tétel.

Tétel

A sikon barmely egyenesnek vaax + by + ¢ = 0 alaku egyenlete.
Megforditva, sikon a barmehax + by + ¢ = 0 alakd egyenlet, ahol
a ésb nem mindketh zérus, valamilyen egyenes egyenlete.

Valéban, az el§ allitast belattuk azzal, ahogyan az egyenletet felirtuk;
a masodikhoz pedig tekinthetjuk & b) normalvektorral
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Egyenletek: egyenes sikban

Ezt az észrevételt teszi pontossa az alabbi tétel.

Tétel

A sikon barmely egyenesnek vaax + by + ¢ = 0 alaku egyenlete.
Megforditva, sikon a barmehax + by + ¢ = 0 alakd egyenlet, ahol
a ésb nem mindketh zérus, valamilyen egyenes egyenlete.

Valéban, az el§ allitast belattuk azzal, ahogyan az egyenletet felirtuk;

a masodikhoz pedig tekinthetjuk & b) normalvektorral és az
egyenlet egy tet€teges(xo, yo) megoldasaval mint ponttal megadott
egyenest.



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 6. ebadas 24136

Egyenletek: egyenes sikban
Ezt az észrevételt teszi pontossa az alabbi tétel.

Tétel

A sikon barmely egyenesnek vaax + by + ¢ = 0 alaku egyenlete.
Megforditva, sikon a barmehax + by + ¢ = 0 alakd egyenlet, ahol
a ésb nem mindketh zérus, valamilyen egyenes egyenlete.

Valéban, az el§ allitast belattuk azzal, ahogyan az egyenletet felirtuk;

a masodikhoz pedig tekinthetjuk & b) normalvektorral és az
egyenlet egy tet€teges(xo, yo) megoldasaval mint ponttal megadott
egyenest.

Tdémoren ugy fogalmazhatunk, hogy
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Egyenletek: egyenes sikban

Ezt az észrevételt teszi pontossa az alabbi tétel.

Tétel

A sikon barmely egyenesnek vaax + by + ¢ = 0 alaku egyenlete.
Megforditva, sikon a barmehax + by + ¢ = 0 alakd egyenlet, ahol
a ésb nem mindketh zérus, valamilyen egyenes egyenlete.

Valéban, az el§ allitast belattuk azzal, ahogyan az egyenletet felirtuk;

a masodikhoz pedig tekinthetjuk & b) normalvektorral és az
egyenlet egy tet€teges(xo, yo) megoldasaval mint ponttal megadott
egyenest.

Témoren ugy fogalmazhatunk, hogy a sikon az egyenesek pontosan
az inhomogén effoku egyenletekkel leirhatd alakzatok.
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Legyen adott ae egyenes a térbeRy € €, és legyen
v azeiranyvektora.
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Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 6. ebadas 25/36

Egyenletek: egyenes térben

Legyen adott ae egyenes a térbeRy € g, és legyen

v azeiranyvektora.

LegyenP a tér tetsbleges pontja, keresstink egyenletté alakithato
feltételt arra, hogy € e.
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Egyenletek: egyenes térben

Legyen adott ae egyenes a térbeRy € g, és legyen

v azeiranyvektora.

LegyenP a tér tetsbleges pontja, keresstink egyenletté alakithato
feltételt arra, hog)P ce

Legyenrg — OPg ésr — OF, ekkor:
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Egyenletek: egyenes térben

Legyen adott ae egyenes a térbeRy € g, és legyen

v azeiranyvektora.

LegyenP a tér tetsbleges pontja, keresstink egyenletté alakithato
feltételt arra, hog)P ce

Legyenrg — OPg ésr — OF, ekkor:

Pce «= PP |e
< r—rolv
<~ dteR, hogyr —ro=tv, azazr =rq + tv.



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 6. ebadas 25/36

Egyenletek: egyenes térben

Legyen adott ae egyenes a térbeRy € g, és legyen

v azeiranyvektora.

LegyenP a tér tetsbleges pontja, keresstink egyenletté alakithato
feltételt arra, hogy < e.

Legyenro — OP; ésr — OB, ekkor:

Pce «= PP |e
< r—rolv
<~ dteR, hogyr —ro=tv, azazr =rq + tv.

Azr =rg+ tv egyenletet ae egyenes
parameéteres vektoregyenleek nevezziik.
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Egyenletek: egyenes térben

Legyen adott ae egyenes a térbeRy € g, és legyen

v azeiranyvektora.

LegyenP a tér tetsbleges pontja, keresstink egyenletté alakithato
feltételt arra, hog)P ce

Legyenro — OP; ésr — OB, ekkor:

Pce «= PP |e
< r—rolv
<~ dteR, hogyr —ro=tv, azazr =rq + tv.

Az r =rg + tv egyenletet ae egyenes
parameéteres vektoregyenleek nevezziik.
(Eszrevétel:
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Egyenletek: egyenes térben

Legyen adott ae egyenes a térbeRy € g, és legyen

v azeiranyvektora.

LegyenP a tér tetsbleges pontja, keresstink egyenletté alakithato
feltételt arra, hog)P ce

Legyenrg — OPg ésr — OF, ekkor:

Pce «= PP |e
< r—rolv
<~ dteR, hogyr —ro=tv, azazr =rq + tv.

Az r =rg + tv egyenletet ae egyenes

parameéteres vektoregyenleek nevezziik.

(Eszrevétel: az egyenes térbeli paraméteres vektoregyenletének a
szarmaztatasa semmiben sem kiilonbozik a sikbeliésett



Koordinatakkal:
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Koordinatakkal:
legyenv = (&, b, c), Po = (X0, Y0, %), P = (X,Y,2),
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Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 6. ebadas 26/36

Egyenletek: egyenes térben

Koordinatakkal:
Iegyenv = (a'7 b7 C)’ PO = (X07 yo? ZO)’ P = (X7 y7 Z)’
ekkor azr = rg + tv paraméteres vektoregyenlétiaz

= Xxo+at
= Yo+ bt
Z = zp+ct

egyenletrendszerhez jutunk;
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Egyenletek: egyenes térben

Koordinatakkal:

Iegyenv = (a'7 b7 C)’ PO = (X07 yo? ZO)’ P = (X7 y7 Z)’
ekkor azr = rg + tv paraméteres vektoregyenlétiaz

= Xxo+at
= Yo+ bt
Z = Ip+ct

egyenletrendszerhez jutunk; ezesggyeneparaméteres
egyenletrendszere
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Egyenletek: egyenes térben

Koordinatakkal:
Iegyenv = (a'7 b7 C)’ PO = (X07 yo? ZO)’ P = (X7 y7 Z)’

ekkor azr = rg + tv paraméteres vektoregyenlétiaz
= Xo+ at
= Yo+ bt
z = zp+tct

egyenletrendszerhez jutunk; ezesggyeneparaméteres
egyenletrendszere

Megjegyzések:
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Egyenletek: egyenes térben

Koordinatakkal:

Iegyenv = (a'? b7 C)’ PO = (X07 yo? ZO)’ P = (X7 y7 Z)’
ekkor azr = rg + tv paraméteres vektoregyenlétiaz

= X+ at
= Yo+ bt
Z = zp+ct

egyenletrendszerhez jutunk; ezesggyeneparaméteres
egyenletrendszere

Megjegyzések:
1. A paraméteres egyenletrendsZgmndgton leolvashaté a széban
forgd egyenes egy pontja és egy iranyvektora.
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Egyenletek: egyenes térben

Koordinatakkal:

Iegyenv = (a'7 b7 C)’ PO = (X07 yo? ZO)’ P = (X7 y7 Z)’
ekkor azr = rg + tv paraméteres vektoregyenlétiaz

= X+ at
= Yo+ bt
Z = zp+ct

egyenletrendszerhez jutunk; ezesggyeneparaméteres
egyenletrendszere

Megjegyzések:

1. A paraméteres egyenletrendsZgmndgton leolvashaté a széban
forgd egyenes egy pontja és egy iranyvektora.

2. At paramétert idvaltozonak tekintve a térbeli egyenesvonalu
egyenletes mozgas egyenletrendszerét kaptuk.



Az X = X+at

y_

Yo + bt
z

Zp+ct
egyenletrendszedbat paramétert kikliszobolve
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Az X = X+at

y_

Yo + bt
z

Zp+ct
egyenletrendszedbat paramétert kikiiszébolve az

X=X _Y—-Y_2—-20
a b
egyenletrendszerhez jutunk;

c
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Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 6. ebadas 27136

Egyenletek: egyenes térben

Az X = Xo+at
= Yo+bt
z = zy+ct

egyenletrendszedbat paramétert kikiiszébolve az
X — Xo _ Y—Yo _ Z— 17
a b c
egyenletrendszerhez jutunk; ezesggyeneszimmetrikus
egyenletrendszere




Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 6. ebadas 27136

Egyenletek: egyenes térben

Az X = Xo+at
= Yo+bt
z = zy+ct

egyenletrendszedbat paramétert kikiiszébolve az
X=X _Y=Yo_2=2
a b ¢
egyenletrendszerhez jutunk; ezesggyeneszimmetrikus
egyenletrendszere
Megjegyzések:
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Egyenletek: egyenes térben

Az X = Xo+at
= Yo+bt
z = zy+ct

egyenletrendszedbat paramétert kikiiszébolve az
X=X _Y=Yo_2=2
a b ¢
egyenletrendszerhez jutunk; ezesggyeneszimmetrikus
egyenletrendszere
Megjegyzések: 1a, b, c, xg, Yo, 2 itt is rogton leolvashatok.




Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 6. ebadas 27136

Egyenletek: egyenes térben

Az X = Xo+at
= Yo+bt
z = zy+ct

egyenletrendszedbat paramétert kikiiszébolve az

X=X _Y=Yo_2=2

a b c

egyenletrendszerhez jutunk; ezesggyeneszimmetrikus
egyenletrendszere
Megjegyzések: 1a, b, c, xg, Yo, 2 itt is rogton leolvashatok.
2. A kikiszdbdlési eljards nem hajthato végre, ha egy vagy két
egyenletben egyitthatoja 0,
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Egyenletek: egyenes térben

Az X = Xo+at
= Yo+bt
z = zy+ct

egyenletrendszedbat paramétert kikiiszébolve az

X=X _Y=Yo_2=2

a b c

egyenletrendszerhez jutunk; ezesggyeneszimmetrikus
egyenletrendszere
Megjegyzések: 1a, b, c, xg, Yo, 2 itt is rogton leolvashatok.
2. A kikiszdbdlési eljards nem hajthato végre, ha egy vagy két
egyenletben egyultthatdja 0, azaz ha az iranyvektornak egy vagy két
koordinataja 0.
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Egyenletek: egyenes térben

Az X = Xo+at
= Yo+bt
z = zy+ct

egyenletrendszedbat paramétert kikiiszébolve az

X=X _Y=Yo_2=2

a b c

egyenletrendszerhez jutunk; ezesggyeneszimmetrikus
egyenletrendszere
Megjegyzések: 1a, b, c, xg, Yo, 2 itt is rogton leolvashatok.
2. A kikiszdbdlési eljards nem hajthato végre, ha egy vagy két
egyenletben egyultthatdja 0, azaz ha az iranyvektornak egy vagy két
koordinat4ja 0. Ha példaal= 0 (ésb, ¢ # 0), akkor
a szimmetrikus egyenletrendszer az aldbbi alakot 6lti:
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Egyenletek: egyenes térben

Az X = Xo+at
= Yo+bt
z = zy+ct

egyenletrendszedbat paramétert kikiiszébolve az
X=X _Y=Yo_2=2
a b c

egyenletrendszerhez jutunk; ezesggyeneszimmetrikus
egyenletrendszere
Megjegyzések: 1a, b, c, xg, Yo, 2 itt is rogton leolvashatok.
2. A kikiszdbdlési eljards nem hajthato végre, ha egy vagy két
egyenletben egyultthatdja 0, azaz ha az iranyvektornak egy vagy két
koordinat4ja 0. Ha példaal= 0 (ésb, ¢ # 0), akkor
a szimmetrikus egyenletrendszer az aldbbi alakot 6lti:
Y=Y Z—2

b ¢

X=X,
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régzitésével.

A térben egy sikot megadhatunk egy pont és egy normalvektor
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régzitésével.

A térben egy sikot megadhatunk egy pont és egy normalvektor

Az Ssiknak am vektornormalvektoa, han #0ésn | S '
z
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Vektorok alkalmazasai

Egyenletek: sik a térben

Geometria 1, normalszint 6. ebadas 28/36

A térben egy sikot megadhatunk egy pont és egy normalvektor
régzitésével.

Definicio
Az Ssiknak am vektornormalvektoa, han # 0ésn | S J
A térben adott ponton at adott normalvektorral
z egy és csak egy sik talalhaté.
ﬁ




Vektorok alkalmazasai

Egyenletek: sik a térben

Geometria 1, normalszint 6. ebadas 28/36

A térben egy sikot megadhatunk egy pont és egy normalvektor
régzitésével.

Definicio
Az Ssiknak am vektornormalvektoa, han # 0ésn | S J
A térben adott ponton at adott normalvektorral
z egy és csak egy sik talalhaté.
A sik a normélvektorat csak nemzérus skalarszol
erejéig hatarozza meg.
ﬁ
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Egyenletek: sik a térben

A térben egy sikot megadhatunk egy pont és egy normalvektor
régzitésével.

Definicio

Az Ssiknak am vektornormalvektoa, han # 0ésn | S J

A térben adott ponton at adott normalvektorral
egy és csak egy sik talalhato.

A sik a normalvektorat csak nemzérus skalarszol
erejéig hatarozza meg.

Legyen adott assik,Pg € S, és legyem
az Snormalvektora.
0 —
/ y




z

Keressiink egyenletté alakithato feltételt arra,
hogy a tér valamely? pontjaraP € S.
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Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 6. ebadas 29/36
Egyenletek: sik a térben

Keressiink egyenletté alakithato feltételt arra,
7 hogy a tér vaIa_m)eIP pontjaraP € S.
Legyenro — OPg ésr — OP, ekkor:




Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 6. ebadas 29/36
Egyenletek: sik a térben

Keressiink egyenletté alakithato feltételt arra,
7 hogy a tér vaIa_m)eIP pontjaraP € S.
Legyenrg = OPg ésr = (73 ekkor:
P PcS = PP S
r < Tr—rgln

n < (r—ron=0



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 6. ebadas 29/36
Egyenletek: sik a térben

Keressiink egyenletté alakithato feltételt arra,
7 hogy a tér vaIa_m)eIP pontjaraP € S.
Legyenrg = OPg ésr = (73 ekkor:
P PcS = PP S
r < Tr—rgln

n < (r—ron=0

,X/O Yy

Az (r —ro)n = 0 egyenlet aSsik vektoregyenlete



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 6. ebadas 29/36
Egyenletek: sik a térben

Keressiink egyenletté alakithato feltételt arra,
7 hogy a tér vaIa_m)eIP pontjaraP € S.
Legyenrg = OPg ésr = (73 ekkor:
P PcS = PP S
r < Tr—rgln

n < (r—ron=0
0 ——
/ y

Koordinatakkal:

Az (r —ro)n = 0 egyenlet aSsik vektoregyenlete



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 6. ebadas 29/36
Egyenletek: sik a térben

Keressiink egyenletté alakithato feltételt arra,
7 hogy a tér vaIa_m)eIP pontjaraP € S.
Legyenrg = OPg ésr = (73 ekkor:
P PcS = PP S
r < Tr—rgln

n < (r—ron=0

/0 y
Koordinatakkal:
legyenn = (a, b, ¢), Po = (X0, Y0, 20), P = (XY, 2),

Az (r —ro)n = 0 egyenlet aSsik vektoregyenlete
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Egyenletek: sik a térben

Keressiink egyenletté alakithato feltételt arra,
7 hogy a tér vaIa_m)eIP pontjaraP € S.
Legyenrg = OPg ésr = (73 ekkor:
P PcS = PP S
r < Tr—rgln

n < (r—ron=0
/0 y
Koordinatakkal:
legyenn = (a, b, c), Po = (Xo,Yo, 20), P = (X, Y, 2), ekkor az
a(Xx —xo) +b(y —yo) +¢(z—2) = 0
ax+by+cz+d = 0
(ahold = —axg— byp — cz)

Az (r —ro)n = 0 egyenlet aSsik vektoregyenlete

egyenlethez jutunk;



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 6. ebadas 29/36
Egyenletek: sik a térben

Keressiink egyenletté alakithato feltételt arra,
7 hogy a tér vaIa_m)eIP pontjaraP € S.
Legyenrg = OPg ésr = (73 ekkor:
P PcS = PP S
r < Tr—rgln

n < (r—ron=0
/0 y
Koordinatakkal:
legyenn = (a, b, c), Po = (Xo,Yo, 20), P = (X, Y, 2), ekkor az
a(Xx —xo) +b(y —yo) +¢(z—2) = 0
ax+by+cz+d = 0
(ahold = —axg— byp — cz)

Az (r —ro)n = 0 egyenlet aSsik vektoregyenlete

egyenlethez jutunk; ez &sik egyenlee.



Eszrevételek:
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Eszrevételek:
sik egy normalvektora:

1. Az ax+ by + cz+d = 0 egyenletBl kozvetlenil leolvashato a
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Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 6. ebadas 30/36

Egyenletek: sik a térben

Eszrevételek:

1. Az ax+ by + cz+d = 0 egyenletbl kdzvetlenil leolvashat6 a
sik egy normalvektorax, y ész egylitthatéi éppen a normalvektor
koordinatai.
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Egyenletek: sik a térben

Eszrevételek:

1. Az ax+ by + cz+d = 0 egyenletbl kdzvetlenil leolvashat6 a
sik egy normalvektorax, y ész egylitthatéi éppen a normalvektor
koordinatai.

2. Az ax+ by +cz+d =0 képlet a sikok egyenletének ,altalanos
alakja” (inhomogeén lineéris egyenlet).
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Egyenletek: sik a térben

Eszrevételek:

1. Az ax+ by + cz+d = 0 egyenletbl kdzvetlenil leolvashat6 a
sik egy normalvektorax, y ész egylitthatéi éppen a normalvektor
koordinatai.

2. Az ax+ by +cz+d =0 képlet a sikok egyenletének ,altalanos
alakja” (inhomogeén lineéris egyenlet).

Ezt az észrevételt teszi pontossa az alabbi tétel.
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Egyenletek: sik a térben

Eszrevételek:

1. Az ax+ by + cz+d = 0 egyenletbl kdzvetlenil leolvashat6 a
sik egy normalvektorax, y ész egylitthatéi éppen a normalvektor
koordinatai.

2. Az ax+ by +cz+d =0 képlet a sikok egyenletének ,altalanos
alakja” (inhomogeén lineéris egyenlet).

Ezt az észrevételt teszi pontossa az alabbi tétel.

Tétel
A térben barmely siknak vaax + by + cz+ d = 0 alaku egyenlete



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 6. ebadas 30/36

Egyenletek: sik a térben

Eszrevételek:

1. Az ax+ by + cz+d = 0 egyenletbl kdzvetlenil leolvashat6 a
sik egy normalvektorax, y ész egylitthatéi éppen a normalvektor
koordinatai.

2. Az ax+ by +cz+d =0 képlet a sikok egyenletének ,altalanos
alakja” (inhomogeén lineéris egyenlet).

Ezt az észrevételt teszi pontossa az alabbi tétel.

Tétel

A térben barmely siknak vaax + by + cz+ d = 0 alaku egyenlete
Megforditva, barmelyax + by + cz+ d = 0 alaku egyenlet, ahal, b
ésc nem mind zérus, valamilyen sik egyenlete.
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Egyenletek: sik a térben

Eszrevételek:

1. Az ax+ by + cz+d = 0 egyenletbl kdzvetlenil leolvashat6 a
sik egy normalvektorax, y ész egylitthatéi éppen a normalvektor
koordinatai.

2. Az ax+ by +cz+d =0 képlet a sikok egyenletének ,altalanos
alakja” (inhomogeén lineéris egyenlet).

Ezt az észrevételt teszi pontossa az alabbi tétel.

Tétel

A térben barmely siknak vaax + by + cz+ d = 0 alaku egyenlete
Megforditva, barmelyax + by + cz+ d = 0 alaku egyenlet, ahal, b
ésc nem mind zérus, valamilyen sik egyenlete.

Valbéban, az el§ allitast belattuk az egyenlet felirasaval;
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Egyenletek: sik a térben

Eszrevételek:

1. Az ax+ by + cz+d = 0 egyenletbl kdzvetlenil leolvashat6 a
sik egy normalvektorax, y ész egylitthatéi éppen a normalvektor
koordinatai.

2. Az ax+ by +cz+d =0 képlet a sikok egyenletének ,altalanos
alakja” (inhomogeén lineéris egyenlet).

Ezt az észrevételt teszi pontossa az alabbi tétel.

Tétel

A térben barmely siknak vaax + by + cz+ d = 0 alaku egyenlete
Megforditva, barmelyax + by + cz+ d = 0 alaku egyenlet, ahal, b
ésc nem mind zérus, valamilyen sik egyenlete.

Valbéban, az el§ allitast belattuk az egyenlet felirasaval; a masodikhoz
pedig az(a, b, c) normalvektorral és az egyenlet egy tétisges
(X0, Yo, Z0) megoldasaval mint ponttal megadott sikot kell tekinteni.
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Asik ax+ by+cz+d =0 egyenletéhormalegyenlatek nevezzi
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haa®+b?>+c2 =1,

Asik ax+ by+cz+d =0 egyenletéhormalegyenlatek nevezzi
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Asik ax+ by+cz+d =0 egyenletéhormalegyenlatek nevezzi

ha a? + b? 4 ¢? = 1, azaz ha a normalvektor egységvektor.
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Asik ax+ by+cz+d =0 egyenletéhormalegyenlatek nevezzi
ha a? + b? 4 ¢? = 1, azaz ha a normalvektor egységvektor.
Barmely siknak pontosan két normalegyenlete van,

«O» «Fr « =
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Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 6. ebadas 31/36

Egyenletek: sik norméalegyenlete

Definicio
A sik ax+ by + cz+d = 0 egyenletéhormalegyenlatek nevezziikj
ha a + b? + ¢? = 1, azaz ha a normalvektor egységvektor.

Barmely siknak pontosan két normalegyenlete van, ezek egymas
(—1)-szeresei.
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Egyenletek: sik norméalegyenlete

Definicio
A sik ax+ by + cz+d = 0 egyenletéhormalegyenlatek nevezziikj
ha a + b? + ¢? = 1, azaz ha a normalvektor egységvektor.

Barmely siknak pontosan két normalegyenlete van, ezek egymas
(—1)-szeresei. Tetétegesax + by + cz+d = 0 sikegyenlet6l
normalegyenlethez jutunk
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Egyenletek: sik norméalegyenlete

Definicio
A sik ax+ by + cz+d = 0 egyenletéhormalegyenlatek nevezziikj
ha a + b? + ¢? = 1, azaz ha a normalvektor egységvektor.

Barmely siknak pontosan két normalegyenlete van, ezek egymas
(—1)-szeresei. Tetétegesax + by + cz+d = 0 sikegyenlet6l
normalegyenlethez jutunk, hda? + b2 + c2-tel, azaz a normalvektor
hosszaval osztjuk.
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Egyenletek: sik norméalegyenlete

Definicio
A sik ax+ by + cz+d = 0 egyenletéhormalegyenlatek nevezziikj
ha a + b? + ¢? = 1, azaz ha a normalvektor egységvektor.

Barmely siknak pontosan két normalegyenlete van, ezek egymas
(—1)-szeresei. Tetétegesax + by + cz+d = 0 sikegyenlet6l
normalegyenlethez jutunk, hda? + b2 + c2-tel, azaz a normalvektor
hosszaval osztjuk.

A normalegyenlet felhasznalasa:
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Egyenletek: sik norméalegyenlete

Definicio
A sik ax + by +cz+ d = 0 egyenletéhormalegyenlatek nevezziik
ha a + b? + ¢? = 1, azaz ha a normalvektor egységvektor.

Barmely siknak pontosan két normalegyenlete van, ezek egymas
(—1)-szeresei. Tetétegesax + by + cz+d = 0 sikegyenlet6l
normalegyenlethez jutunk, hda? + b2 + c2-tel, azaz a normalvektor
hosszaval osztjuk.

A normalegyenlet felhasznalasa:

Legyen ax + by + cz+ d = 0 azSsik normélegyenlete. A tér
tetsdlegesP;(x1, y1,z1) pontjanak a5 siktél mért ebjeles tavolsagat
kapjuk, haP; koordinatait behelyettesitjiik a normalegyenlet bal
oldalaba.
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Egyenletek: sik norméalegyenlete

Definicio
A sik ax + by +cz+ d = 0 egyenletéhormalegyenlatek nevezziik
ha a + b? + ¢? = 1, azaz ha a normalvektor egységvektor.

Barmely siknak pontosan két normalegyenlete van, ezek egymas
(—1)-szeresei. Tetétegesax + by + cz+d = 0 sikegyenlet6l
normalegyenlethez jutunk, hda? + b2 + c2-tel, azaz a normalvektor
hosszaval osztjuk.

A normalegyenlet felhasznalasa:

Legyen ax + by + cz+ d = 0 azSsik normélegyenlete. A tér
tetsdlegesP;(x1, y1,z1) pontjanak a5 siktél mért ebjeles tavolsagat
kapjuk, haP; koordinatait behelyettesitjiik a normalegyenlet bal
oldalaba. Képlettel: d(P1,S) = |ax; + by; + ¢z + d|



d(P1,S) = |ax, + bys + cz1 + d

(cO> < Fr <=

<
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d(P1,S) = |ax; + by1 + ¢z + d|

Valéban, Iegyern1 = (X]_,y]_, Zl)
a P, pont helyvektora, és legyen a
normalegyenlet vektoros alakja

(r—=ro)n=0.

«O» «Fr « =)
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Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 6. ebadas 32/36

Egyenletek: sik norméalegyenlete

Tétel
d(P1,S) = \ax1+by1+czl+d\ J

Valoban, legyemy = (X1,Y1,21)

aP; pont helyvektora, és legyen a

normalegyenlet vektoros alakja

(r —ro)n = 0. A behelyettesités

eredménye afr; — ro)n skalaris

szorzat.
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Egyenletek: sik norméalegyenlete

Tétel
d(P1,S) = \ax1+by1+czl+d\ J

Valoban, legyemy = (X1,Y1,21)
aP; pont helyvektora, és legyen a
normalegyenlet vektoros alakja

(r —ro)n = 0. A behelyettesités
eredménye afr; — ro)n skalaris
szorzat.

Itt n egységvektor, ezért ez a skalaris szorzataz rg vektorn-nel
parhuzamos 6sszefének az djeles hossza.
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Egyenletek: sik norméalegyenlete

Tétel
d(P1,S) = \ax1+by1+czl+d\ J

Valoban, legyemy = (X1,Y1,21)

aP; pont helyvektora, és legyen a
normalegyenlet vektoros alakja

(r —ro)n = 0. A behelyettesités
eredménye afr; — ro)n skalaris
szorzat.

Itt n egységvektor, ezért ez a skalaris szorzataz rg vektorn-nel

parhuzamos 6sszeftigének az djeles hossza. Ez pedig éppen
eldjeles tavolsag&-tol.
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Egyenletek: sik norméalegyenlete

Tétel
d(P1,S) = \ax1+by1+czl+d\ J

Valoban, legyemy = (X1,Y1,21)
aP; pont helyvektora, és legyen a
normalegyenlet vektoros alakja

(r —ro)n = 0. A behelyettesités
eredménye afr; — ro)n skalaris
szorzat.

Itt n egységvektor, ezért ez a skalaris szorzataz rg vektorn-nel
parhuzamos 6sszeftigének az djeles hossza. Ez pedig éppen
eléjeles tavolsag&tol. (Az eldjel abban a féltérben pozitiv, amelybe
azn normalvektor mutat, a masik féltérben negativ.)
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Kort a sikban, illetve gémbot a térberkakézéppont és az
a sugar rogzitésével adhatunk meg.
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Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 6. ebadas 33/36

Egyenletek: kor és gdmb

Kort a sikban, illetve gémbot a térberkKakézéppont és az
a sugar rogzitésével adhatunk meg.
Mindkét esetben a sik (tér) valamd®pontja akkor és csak akkor

tartozik a korh6z (gémbhoz),
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Egyenletek: kor és gdmb

Kort a sikban, illetve gémbot a térberkKakézéppont és az

a sugar rogzitésével adhatunk meg.

Mindkét esetben a sik (tér) valamd®pontja akkor és csak akkor
tartozik a kérh6z (gémbhoz), P, K) = a.
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Egyenletek: kor és gdmb

Kort a sikban, illetve gémbot a térberkKakézéppont és az

a sugar rogzitésével adhatunk meg.

Mindkét esetben a sik (tér) valamd®pontja akkor és csak akkor
tartozik a korh6z (gémbhoz), P, K) = a.

Legyenk = (Y ésr = (ﬁ ezzel a kor (gomb) vektoregyenlete:
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Egyenletek: kor és gdmb

Kort a sikban, illetve gémbot a térberkKakézéppont és az

a sugar rogzitésével adhatunk meg.
Mindkét esetben a sik (tér) valamd®pontja akkor és csak akkor

tartozik a korh6z (gémbhoz), P, K) = a.
Legyenk = (Y ésr = (ﬁ ezzel a kor (gomb) vektoregyenlete:

(r—k)?=a



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 6. ebadas 33/36

Egyenletek: kor és gdmb

Kort a sikban, illetve gémbot a térberkKakézéppont és az

a sugar rogzitésével adhatunk meg.

Mindkét esetben a sik (tér) valamd®pontja akkor és csak akkor
tartozik a korh6z (gémbhoz), P, K) = a.

Legyenk = (Y ésr = (ﬁ ezzel a kor (gomb) vektoregyenlete:

(r—k)?=a

Koordinatakkal:
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Egyenletek: kor és gdmb

Kort a sikban, illetve gémbot a térberkKakézéppont és az

a sugar rogzitésével adhatunk meg.

Mindkét esetben a sik (tér) valamd®pontja akkor és csak akkor
tartozik a korh6z (gémbhoz), P, K) = a.

Legyenk = (Y ésr = (ﬁ ezzel a kor (gomb) vektoregyenlete:

(r—k)?=a

Koordinatakkal:
legyen a sikbai = (p, q) ésP = (x,y),
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Egyenletek: kor és gdmb

Kort a sikban, illetve gémbot a térberkKakézéppont és az

a sugar rogzitésével adhatunk meg.

Mindkét esetben a sik (tér) valamd®pontja akkor és csak akkor
tartozik a korh6z (gémbhoz), P, K) = a.

Legyenk = (Y ésr = (ﬁ ezzel a kor (gomb) vektoregyenlete:

(r—k)?=a

Koordinatakkal:
legyen a sikbaK = (p,q) ésP = (x,y), atérberk = (p,q,r) és
P=(xYy,2),
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Egyenletek: kor és gdmb

Kort a sikban, illetve gémbot a térberkKakézéppont és az

a sugar rogzitésével adhatunk meg.

Mindkét esetben a sik (tér) valamd®pontja akkor és csak akkor
tartozik a korh6z (gémbhoz), P, K) = a.

Legyenk = (Y ésr = (ﬁ ezzel a kor (gomb) vektoregyenlete:

(r—k)?=a

Koordinatakkal:
legyen a sikbaK = (p,q) ésP = (x,y), atérberk = (p,q,r) és
P = (x,Y,2), ezekkel felirva

(x—p)?+(y—0q? =2

a kor egyenlete a sikban,
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Egyenletek: kor és gdmb

Kort a sikban, illetve gémbot a térberkKakézéppont és az

a sugar rogzitésével adhatunk meg.

Mindkét esetben a sik (tér) valamd®pontja akkor és csak akkor
tartozik a korh6z (gémbhoz), P, K) = a.

Legyenk = (Y ésr = (ﬁ ezzel a kor (gomb) vektoregyenlete:

(r—k)?=a

Koordinatakkal:
legyen a sikbaK = (p,q) ésP = (x,y), atérberk = (p,q,r) és
P = (x,Y,2), ezekkel felirva
(x—p?+(y-a? =2
a kor egyenlete a sikban, illetve

(X=p2+(y—q?+(@z—r? =4

a gémb egyenlete a térben.



Kor:  (x—p)?+(y—q)? =a?
Gomb:  (x—p?+(y—a)P+(z—r)2=2a?

Ezekmasodfokiegyenletek.
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Kor: (x—p)?+ (y—q)? = a?
Gomb:  (x—p)2+(y—q)?+(z

r)2 — a2
Ezekmasodfoklegyenletek. Jellegzetességeik:

e a masodfoku tagok egyutthatéja egy@nl

DA
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Egyenletek: kor és gdmb

Kor:  (x—p?+(y—0g?=2a
Gomb:  (x—p)?+ (y— g2+ (z—r)? = a?
Ezekmasodfokiegyenletek. Jellegzetességeik:

@ a masodfokl tagok egyititthatéja egyinl
@ a vegyes masodfoku tagok (azgz xz, yz) egyitthatéja zérus.
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Egyenletek: kor és gdmb

Kor:  (x—p?+(y—0g?=2a
Gomb:  (x—p)2+(y—q)?+(z—r)?=a? J
Ezekmasodfokiegyenletek. Jellegzetességeik:

@ a masodfokl tagok egyititthatéja egyinl

@ a vegyes masodfoku tagok (azgz xz, yz) egyitthatéja zérus.
Az ilyen tipust méasodfoku egyenlétha kor, illetve gémb geometriai
adatait deljes négyzetté kiegészitédmdszerével hatarozhatjuk meg.
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Egyenletek: kor és gdmb

Kor:  (x—p?+(y—0g?=2a
Gomb:  (x—p)2+(y—q)?+(z—r)?=a? J
Ezekmasodfokiegyenletek. Jellegzetességeik:

@ a masodfokl tagok egyititthatéja egyinl

@ a vegyes masodfoku tagok (azgz xz, yz) egyitthatéja zérus.
Az ilyen tipust méasodfoku egyenlétha kor, illetve gémb geometriai
adatait deljes négyzetté kiegészitédmdszerével hatarozhatjuk meg.
Példa:
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Egyenletek: kor és gdmb

Kor:  (x—p?+(y—0g?=2a
Gomb:  (x—p)2+(y—q)?+(z—r)?=a? J
Ezekmasodfokiegyenletek. Jellegzetességeik:

@ a masodfokl tagok egyititthatéja egyinl

@ a vegyes masodfoku tagok (azgz xz, yz) egyitthatéja zérus.
Az ilyen tipust méasodfoku egyenlétha kor, illetve gémb geometriai
adatait deljes négyzetté kiegészitédmdszerével hatarozhatjuk meg.
Példa: megkeressiik a sikon &®3- 3y?> — 18x+ 24y + 63 =0
egyenletl kor kdzéppontjat és sugarat.
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Egyenletek: kor és gdmb

Kor:  (x—p?+(y—0g?=2a
Gomb:  (x—p)2+(y—q)?+(z—r)?=a? J
Ezekmasodfokiegyenletek. Jellegzetességeik:

@ a masodfokl tagok egyititthatéja egyinl

@ a vegyes masodfoku tagok (azgz xz, yz) egyitthatéja zérus.
Az ilyen tipust méasodfoku egyenlétha kor, illetve gémb geometriai
adatait deljes négyzetté kiegészitédmdszerével hatarozhatjuk meg.
Példa: megkeressiik a sikon &®3- 3y?> — 18x+ 24y + 63 =0
egyenletl kor kdzéppontjat és sugarat.

x> +y*—6x+8y+21=0
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Egyenletek: kor és gdmb

Kor:  (x—p?+(y—0g?=2a
Gomb:  (x—p)2+(y—q)?+(z—r)?=a? J
Ezekmasodfokiegyenletek. Jellegzetességeik:

@ a masodfokl tagok egyititthatéja egyinl

@ a vegyes masodfoku tagok (azgz xz, yz) egyitthatéja zérus.
Az ilyen tipust méasodfoku egyenlétha kor, illetve gémb geometriai
adatait deljes négyzetté kiegészitédmdszerével hatarozhatjuk meg.
Példa: megkeressiik a sikon &®3- 3y?> — 18x+ 24y + 63 =0
egyenletl kor kdzéppontjat és sugarat.

X +y?—6x+8y+21=0

(x—3%2-9+(y+4)?—-16+21=0
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Egyenletek: kor és gdmb

Kor:  (x—p?+(y—-q?=2a
Gomb:  (x—p)?+(y— )2+ (z—r)?=2a?
Ezekmasodfokiegyenletek. Jellegzetességeik:
@ a masodfokl tagok egyititthatéja egyinl
@ a vegyes masodfoku tagok (azgz xz, yz) egyitthatéja zérus.
Az ilyen tipust méasodfoku egyenlétha kor, illetve gémb geometriai
adatait deljes négyzetté kiegészitédmdszerével hatarozhatjuk meg.
Példa: megkeressiik a sikon &®3- 3y?> — 18x+ 24y + 63 =0
egyenletl kor kdzéppontjat és sugarat.
X +y?—6x+8/+21=0
(x—3%2-9+(y+4)?—-16+21=0
(x=3)2+(y—(-4)* =2
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Egyenletek: kor és gdmb

Kor:  (x—p?+(y—-q?=2a
Gomb:  (x—p)?+(y— )2+ (z—r)?=2a?
Ezekmasodfokiegyenletek. Jellegzetességeik:
@ a masodfokl tagok egyititthatéja egyinl
@ a vegyes masodfoku tagok (azgz xz, yz) egyitthatéja zérus.
Az ilyen tipust méasodfoku egyenlétha kor, illetve gémb geometriai
adatait deljes négyzetté kiegészitédmdszerével hatarozhatjuk meg.
Példa: megkeressiik a sikon &®3- 3y?> — 18x+ 24y + 63 =0
egyenletl kor kdzéppontjat és sugarat.
X +y?—6x+8/+21=0
(x—3%2-9+(y+4)?—-16+21=0
(x=32+(y—(-4)*=2" = K(E -4 a=2



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 6. ebadas 34/36

Egyenletek: kor és gdmb

Kor:  (x—p)?+(y—q? =2
Gomb:  (x—p)?+(y— )2+ (z—r)?=2a?
Ezekmasodfokiegyenletek. Jellegzetességeik:
@ a masodfokl tagok egyititthatéja egyinl
@ a vegyes masodfoku tagok (azgz xz, yz) egyitthatéja zérus.
Az ilyen tipust méasodfoku egyenlétha kor, illetve gémb geometriai
adatait deljes négyzetté kiegészitédmdszerével hatarozhatjuk meg.
Példa: megkeressiik a sikon &®3- 3y?> — 18x+ 24y + 63 =0
egyenletl kor kdzéppontjat és sugarat.
X +y?—6x+8/+21=0
(x—3%2-9+(y+4)?—-16+21=0
(x=32+(y—(-4)*=2" = K(E -4 a=2
Megjegyzés:
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Egyenletek: kor és gdmb

Kor:  (x—p?+(y—0g?=2a
Gomb:  (x—p)?+ (y— g2+ (z—r)? = a?
Ezekmasodfokiegyenletek. Jellegzetességeik:
@ a masodfokl tagok egyititthatéja egyinl
@ a vegyes masodfoku tagok (azgz xz, yz) egyitthatéja zérus.
Az ilyen tipust méasodfoku egyenlétha kor, illetve gémb geometriai
adatait deljes négyzetté kiegészitédmdszerével hatarozhatjuk meg.
Példa: megkeressiik a sikon &®3- 3y?> — 18x+ 24y + 63 =0
egyenletl kor kdzéppontjat és sugarat.
X2 +y? —6x+8y+21=0
(x—3%2-9+(y+4)?—-16+21=0
x=32+(y-(-4)* =22 = K3 -4),a=2
Megjegyzés: Ha ilyen atrendezés utan a jobb oldalon nem pozitiv
szam adodik
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Egyenletek: kor és gdmb

Kér:  (x—p)>+ (y—q)?> =&
Gomb:  (x—p)?+(y— )2+ (z—r)?=2a?
Ezekmasodfokiegyenletek. Jellegzetességeik:
@ a masodfokl tagok egyititthatéja egyinl
@ a vegyes masodfoku tagok (azgz xz, yz) egyitthatéja zérus.
Az ilyen tipust méasodfoku egyenlétha kor, illetve gémb geometriai
adatait deljes négyzetté kiegészitédmdszerével hatarozhatjuk meg.
Példa: megkeressiik a sikon &®3- 3y?> — 18x+ 24y + 63 =0
egyenletl kor kdzéppontjat és sugarat.
X2 +y? —6x+8y+21=0
(x—3%2-9+(y+4)?—-16+21=0
x=32+(y-(-4)* =22 = K3 -4),a=2
Megjegyzés: Ha ilyen atrendezés utan a jobb oldalon nem pozitiv
szam adodik, akkor az egyenlet nem kort ir le.
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Egyenletek: kor és gdmb

Kér:  (x—p)>+ (y—q)?> =&
Gomb:  (x—p)?+(y— )2+ (z—r)?=2a?
Ezekmasodfokiegyenletek. Jellegzetességeik:
@ a masodfokl tagok egyititthatéja egyinl
@ a vegyes masodfoku tagok (azgz xz, yz) egyitthatéja zérus.
Az ilyen tipust méasodfoku egyenlétha kor, illetve gémb geometriai
adatait deljes négyzetté kiegészitédmdszerével hatarozhatjuk meg.
Példa: megkeressiik a sikon &®3- 3y?> — 18x+ 24y + 63 =0
egyenletl kor kdzéppontjat és sugarat.
X2 +y? —6x+8y+21=0
(x—3%2-9+(y+4)?—-16+21=0
x=32+(y-(-4)* =22 = K3 -4),a=2
Megjegyzés: Ha ilyen atrendezés utan a jobb oldalon nem pozitiv
szam adaddik, akkor az egyenlet nem kort ir le. (Ures halmazt, ha
negativ, egyetlen pontot, ha 0.)
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Tekintsiik ebszor az? + y? = 1 egyenletii
orig6 kdézéppontl egységkort.

1
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Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 6. ebadas 35/36

Egyenletek: kor paraméteredallitasa

Tekintsuk ebszor az + y? = 1 egyenlet,
orig6 kozéppontl egységkort. Ennek pontje
y azx-tengely pozitiv félegyeneg@itmeért
forgasszoggel jellemezhetjik.
o




Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 6. ebadas 35/36

Egyenletek: kor paraméteredallitasa

Tekintsuk ebszor az + y? = 1 egyenlet,
orig6 kozéppontl egységkort. Ennek pontje
azx-tengely pozitiv félegyeneg@itmeért
forgasszoggel jellemezhetjik. A kor

t szogelfordulashoz tartoz6 pontjanak

“ koordinatai(cost, sint).

(cost ,sint )




Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 6. ebadas 35/36

Egyenletek: kor paraméteredallitasa

Tekintsuk ebszor az + y? = 1 egyenlet,
orig6 kozéppontl egységkort. Ennek pontje
azx-tengely pozitiv félegyeneg@itmeért
forgasszoggel jellemezhetjik. A kor
t szogelfordulashoz tartoz6 pontjanak

“ koordinatai(cost, sint). Ezért az

(cost ,sint )

X = cost
y = sint

képletek az egységkor paraméteres
eléallitasat adjak.



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 6. ebadas 35/36

Egyenletek: kor paraméteredallitasa

Tekintsuk ebszor az + y? = 1 egyenlet,
orig6 kozéppontl egységkort. Ennek pontje
azx-tengely pozitiv félegyeneg@itmeért
forgasszoggel jellemezhetjik. A kor

t szogelfordulashoz tartoz6 pontjanak

\ koordinatai(cost, sint). Ezért az

(cost ,sint )

X = cost
y = sint

képletek az egységkor paraméteres
eléallitasat adjak.
Ha 1 helyetia sugaru kort szerepeltetiink, akkor mindkét koordinatat
a-val kell szorozni.
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Egyenletek: kor paraméteredallitasa

Tekintsuk ebszor az + y? = 1 egyenlet,
orig6 kozéppontl egységkort. Ennek pontje
azx-tengely pozitiv félegyeneg@itmeért
forgasszoggel jellemezhetjik. A kor

t szbgelforduldshoz tartozé pontjanak

\ koordinatai(cost, sint). Ezért az

(cost ,sint )

X = cost
y = sint

képletek az egységkor paraméteres
eléallitasat adjak.
Ha 1 helyetia sugaru kort szerepeltetiink, akkor mindkét koordinatat
a-val kell szorozni. Ha az origé helyetp, q) a kdzéppont, akkor az
koordinatahop-t, y-hozg-t kell hozzaadnunk.



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 6. ebadas 36/36

Egyenletek: kor paraméteredallitasa

y Az (x — p)? + (y — )% = a2 egyenleti kor
paraméterezését tehat az alabbi képletek adjé
= p+acost
g+ asint




Vektorok alkalmazasai

Geometria 1, normalszint 6. ebadas 36/36

Egyenletek: kor paraméteredallitasa

y

Megjegyzések:

Az (x — p)? + (y — )% = a2 egyenleti kor
paraméterezését tehat az alabbi képletek adjé

= p+acost
g+ asint



Vektorok alkalmazasai

Geometria 1, normalszint 6. ebadas 36/36

Egyenletek: kor paraméteredallitasa

y

Megjegyzések:

Az (x — p)? + (y — )% = a2 egyenleti kor
paraméterezését tehat az alabbi képletek adjé

= p+acost
g+ asint

1. Kénnyen ellefirizhetjik, hogy az igy megadot€sy valoban
kielégiti az(x — p)2 + (y — q)° = a® koregyenletet.



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 6. ebadas 36/36

Egyenletek: kor paraméteredallitasa

Az (x — p)? + (y — )% = a2 egyenleti kor

y
paraméterezését tehat az alabbi képletek adjé
= p+acost
g+ asint
O X

Megjegyzések:

1. Kénnyen ellefirizhetjik, hogy az igy megadot€sy valoban
kielégiti az(x — p)2 + (y — q)° = a® koregyenletet.

2. Hat befutja a szadmegyenest, akkaraek megfeleltetett pont
végtelen sokszor koruljarja a kort.
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Egyenletek: kor paraméteredallitasa

Az (x — p)? + (y — )% = a2 egyenleti kor

y
paraméterezését tehat az alabbi képletek adjé
= p+acost
g+ asint
O X

Megjegyzések:

1. Kénnyen ellefirizhetjik, hogy az igy megadot€sy valoban
kielégiti az(x — p)2 + (y — q)° = a® koregyenletet.

2. Hat befutja a szadmegyenest, akkaraek megfeleltetett pont
végtelen sokszor koriljarja a kort. A kor egyszeres bejarasat kapjuk
ha a fliggvényeket megszoritjuk egy Bosszlsagu intervallumra,
példaul[0, 2r]-re.
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Egyenletek: kor paraméteredallitasa

Az (x — p)? + (y — )% = a2 egyenleti kor

y
paraméterezését tehat az alabbi képletek adjé
= p+acost
g+ asint
O X

Megjegyzések:

1. Kénnyen ellefirizhetjik, hogy az igy megadot€sy valoban
kielégiti az(x — p)2 + (y — q)° = a® koregyenletet.

2. Hat befutja a szadmegyenest, akkaraek megfeleltetett pont
végtelen sokszor koriljarja a kort. A kor egyszeres bejarasat kapjuk
ha a fliggvényeket megszoritjuk egy Bosszlsagu intervallumra,
példaul[0, 2r]-re.

3. At paramétert idvaltozonak tekintve a kor igy nyert paraméteres
eléallitasa azgyenletes kormozg&eplete.
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