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o Alapfogalmak (térelemek és viszonyaik)
e Transzformaciok

o Fontosabb geometriai alakzatok
@ Vektorgeometria

o Koordinatak és vektorok

e \ektorok szorzasa

o Vektorok alkalmazasai

o Sokszogek és konvex sokszdgek

o Konvex poliéderek, szabalyos poliéderek
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Az a, b ésc vektorokvegyes szorzah az

szanot értjuk.

abc=(axb)-c
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Az a, b ésc vektorokvegyes szorzah az

abc=(axb)-c
szanot értjuk.
Megjegyzések:
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Az a, b ésc vektorokvegyes szorzah az

szanot értjuk.

abc=(axb)-c
Megjegyzések:

vektorra értelmezzik.

o A vegyes szorzataromvaltozosnivelet. Csak harom, térbeli
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Vektorok szorzasa Geometria 1, normalszint 5. ebadas

Vegyes szorzat

Definicio
Az a, b ésc vektorokvegyes szorzan az

abc=(axb)-c

szanot értjuk.

Megjegyzések:
@ A vegyes szorzataromvaltozésivelet. Csak harom, térbeli
vektorra értelmezzik.

o Az abc jeldlés nem félreérthét ha rogzitjik, hogy hol a zarojel
és hol milyen miveletek allnak.
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Vektorok szorzasa Geometria 1, normalszint 5. ebadas 31/:31

Vegyes szorzat

Definicio
Az a, b ésc vektorokvegyes szorzan az

abc=(axb)-c

szanot értjuk.

Megjegyzések:
@ A vegyes szorzataromvaltozésivelet. Csak harom, térbeli
vektorra értelmezzik.

o Az abc jeldlés nem félreérthét ha rogzitjik, hogy hol a zarojel
és hol milyen miveletek allnak.

@ (Az (a-b) x ckifejezésnek nincs értelme!)



Rdgzitsunk egy Descartes-féle koordinatarendszert.
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Rdgzitsunk egy Descartes-féle koordinatarendszert.

Legyena = (ay, a2, a3), b = (b1, bz, bz) ésc = (cy, ¢, C3).
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Rdgzitsunk egy Descartes-féle koordinatarendszert.

Legyena = (ai, &, a3), b = (by, by, bg) ésc = (cy, ¢z, €3). EKkor
abc = (ax b)c
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Rdgzitsunk egy Descartes-féle koordinatarendszert.

Legyena = (ai, &, a3), b = (by, by, bg) ésc = (cy, ¢z, €3). EKkor
i j k
abc=(axb)jc = | a a3
b1

- (€1,C2,C3)
b, bs
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Vektorok szorzasa Geometria 1, normalszint 5. ebadas 4/31

Vegyes szorzat

RoOgzitsiink egy Descartes-féle koordinatarendszert.

Legyena = (a1, ap,a3), b = (b1, by, b3) ésc = (¢, Cp, C3). Ekkor
i ]k
abc=(axb)c = |a a az|-(c,Cp0C3) =
b1 by bs
Ci C C3

= a ay ag
by by bz




Vektorok szorzasa

Vegyes szorzat

Geometria 1, normalszint 5. ebadas

RoOgzitsiink egy Descartes-féle koordinatarendszert.

Legyena = (a1, ap,a3), b = (b1, by, b3) ésc = (¢, Cp, C3). Ekkor

i
abc=(axb)jc = | a
by
C1
by

a1
abc = bl
C1

j

a
b
C2

a
b

ap
07}
C2

k
as
bz
C3

ag
bz

az
b3
C3

- (€1,C,C3) =
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Muveleti tulajdonsagok
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Muveleti tulajdonsagok
(a determinans tulajdonséagaibdl
kovetkeznek):

a a a3
abc=| by by bs

Ci C C3
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Muveleti tulajdonsagok
(a determinans tulajdonséagaibdl
kovetkeznek):

a a a3
abc=| by by bs

Ci C C3
= abc+ a'bc

(a+a)bc
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Muveleti tulajdonsagok
(a determinans tulajdonséagaibdl
kovetkeznek):

ap a ag
abc=| by by bz
Ci C C3
(a+a)bc = abc+abc
a(bb+b')c = abc+abc

«O» «Fr « =



Muveleti tulajdonsagok
(a determinans tulajdonséagaibdl
kovetkeznek):

a a as
abc=| by by bz
Ci C C3
(a+a)bc = abc+abc
a(bb+b')c = abc+abc
ab(c+c) = abc+ abc

DA



Vektorok szorzasa

Vegyes szorzat

Geometria 1, normalszint

Mveleti tulajdonsagok -
., . L, s 1
(a determinans tulajdonsagaibdl abc = | by
kovetkeznek): -
L

(a+a)bc = abc+abc

alb+b’)c = abc+ab'c

ab(c+c) = abc+ abc

A(abc)

(Aa)bc = a(A\b)c = ab(Ac)

a
b
C2

5. ebadas

b3
C3
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Vektorok szorzasa Geometria 1, normalszint

Vegyes szorzat

Mveleti tulajdonsagok ay
(a determinans tulajdonsagaibdl abc = | by
kovetkeznek): c

(a+a)bc = abc+abc
alb+b’)c = abc+ab'c
ab(c+c) = abc+ abc
A(abc) = (Aa)bc = a(Ab)c = ab(Ac)
Felcserélési tulajdonsagok:
abc = bca = cab

a
b
C2

5. ebadas 5/31

b3
C3




Vektorok szorzasa Geometria 1, normalszint 5. ebadas 5/31

Vegyes szorzat

Mveleti tulajdonsagok a a as
(g' determinéns tulajdonsagaibdl abc=| b, b, bs
kovetkeznek): -

1 C C3

(a+a)bc = abc+abc
alb+b’)c = abc+ab'c
ab(c+c) = abc+ abc
A(abc) = (Aa)bc = a(Ab)c = ab(Ac)
Felcserélési tulajdonsagok:
abc = bca = cab = —bac = —cba = —acb



Vektorok szorzasa Geometria 1, normalszint 5. ebadas 5/31

Vegyes szorzat

Mveleti tulajdonsagok

o . L a a ag

(g' determinéns tulajdonsagaibdl abc=| b, b, bs
kovetkeznek): -

1 C C3

(a+a)bc = abc+abc
alb+b’)c = abc+ab'c
ab(c+c) = abc+ abc
A(abc) = (Aa)bc = a(Ab)c = ab(Ac)
Felcserélési tulajdonsagok:
abc = bca = cab = —bac = —cha = —acb
Specidlis eset (,felcserélési tétel”):



Vektorok szorzasa Geometria 1, normalszint 5. ebadas 5/31

Vegyes szorzat

Mveleti tulajdonsagok a a as
(g' determinéns tulajdonsagaibdl abc=| b, b, bs
kovetkeznek): -

1 C C3

(a+a)bc = abc+abc

alb+b’)c = abc+ab'c

ab(c+c) = abc+ abc

A(abc) = (Aa)bc = a(Ab)c = ab(Ac)
Felcserélési tulajdonsagok:
abc = bca = cab = —bac = —cha = —acb
Specidlis eset (,felcserélési tétel”):
(axb)-c=a-(bxc)



A vegyes szorzat geometriai jelentése:
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A vegyes szorzat geometriai jelentése:

abc = 0 < a, b, clineérisan dsszefudyegysiku) vektorok
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A vegyes szorzat geometriai jelentése:

abc = 0 < a, b, clineérisan dsszefudyegysiku) vektorok
Ha pediga, b, c nem egysiku:
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Vektorok szorzasa Geometria 1, normalszint 5. ebadas 6/31

Vegyes szorzat

A vegyes szorzat geometriai jelentése:
abc = 0 < a, b, clineérisan dsszefudyegysiku) vektorok )

Ha pediga, b, c nem egysiku:

térfogata

<

abc = az a, b, ¢ vektorok altal kifeszitett parallelepipedordgles J



Vektorok szorzasa Geometria 1, normalszint 5. ebadas 6/31

Vegyes szorzat

A vegyes szorzat geometriai jelentése:
abc = 0 < a, b, clineérisan dsszefudyegysiku) vektorok )

Ha pediga, b, c nem egysiku:

abc = az a, b, ¢ vektorok éltal kifeszitett parallelepipedordgles
térfogata J

b Elsjel nélkdl:
‘ V = alapterllet magassag



Vektorok szorzasa Geometria 1, normalszint 5. ebadas 6/31

Vegyes szorzat

A vegyes szorzat geometriai jelentése:
abc = 0 < a, b, clineérisan dsszefudyegysiku) vektorok )

Ha pediga, b, c nem egysiku:

abc = az a, b, ¢ vektorok éltal kifeszitett parallelepipedordgles
térfogata J

b Elsjel nélkdl:
‘ V = alapterllet magassag=

= ]axb}~



Vektorok szorzasa Geometria 1, normalszint 5. ebadas 6/31

Vegyes szorzat

axb

A vegyes szorzat geometriai jelentése:
abc = 0 < a, b, clineérisan dsszefudyegysiku) vektorok )

Ha pediga, b, c nem egysiku:

abc = az a, b, ¢ vektorok éltal kifeszitett parallelepipedordgles
térfogata J

Elgjel nélkul:
V = alapteriilet magassag=
— laxb|- (|c|- |cos¢])




Vektorok szorzasa Geometria 1, normalszint 5. ebadas 6/31

Vegyes szorzat

axb

A vegyes szorzat geometriai jelentése:
abc = 0 < a, b, clineérisan dsszefudyegysiku) vektorok )

Ha pediga, b, c nem egysiku:

abc = az a, b, ¢ vektorok éltal kifeszitett parallelepipedordgles
térfogata J

Elgjel nélkul:

V = alapteriilet magassag=
axb|- (|c|-|cosp|) =
(axb)-cl




Vektorok szorzasa Geometria 1, normalszint 5. ebadas 6/31

Vegyes szorzat

axb

A vegyes szorzat geometriai jelentése:
abc = 0 < a, b, clineérisan dsszefudyegysiku) vektorok )

Ha pediga, b, c nem egysiku:

abc = az a, b, ¢ vektorok éltal kifeszitett parallelepipedordgles
térfogata J

Elgjel nélkul:

V = alapteriilet magassag=
axb|- (|c|-|cosp|) =
(axb)-c| = [abc]




Vektorok szorzasa Geometria 1, normalszint 5. ebadas 6/31

Vegyes szorzat

A vegyes szorzat geometriai jelentése:
abc = 0 < a, b, clineérisan dsszefudyegysiku) vektorok )

Ha pediga, b, c nem egysiku:

abc = az a, b, ¢ vektorok éltal kifeszitett parallelepipedordgles
térfogata J

axb Elsjel nélkiil:
V = alapteriilet magassag=
_ — laxb|- (|¢|-|cosp|) =

(axb)-c| = |abc|

Az elbjel: > 0, haa, b, cjobbrendszer;< 0, ha balrendszer.
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1. A kifejtési tétel
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1. A kifejtési tétel
(i) (axb) xc=(ac)b — (bc)a

(i) ax (b xc)=(ac)b— (ab)c

DA



1. A kifejtési tétel
(i) (axb)xc

(ac)b — (bc)a
(i) ax (b xc)=(ac)b— (ab)c

Megjegyzések (bizonyitasdt):

4« F
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Vektorok szorzasa Geometria 1, normalszint 5. ebadas 7/31

Vektorazonossagok

1. A kifejtési tétel
Tétel

(i) (axb)xc=(ac)b — (bc)a
(i) ax (b xc)= (ac)b — (ab)c

Megjegyzések (bizonyitasdt):
o A zaréjelek nem hagyhatok el. (A jobb oldaloemvegyes
szorzatok allnak!)

o Atételbdl is latszik, hogy a vektorialis szorzas nem asszociativ
mdvelet:



Vektorok szorzasa Geometria 1, normalszint 5. ebadas 7/31

Vektorazonossagok

1. A kifejtési tétel
Tétel

(i) (axb)xc=(ac)b — (bc)a
(i) ax (b xc)= (ac)b — (ab)c

Megjegyzések (bizonyitasdt):
o A zaréjelek nem hagyhatok el. (A jobb oldaloemvegyes
szorzatok allnak!)

o Atételbdl is latszik, hogy a vektorialis szorzas nem asszociativ
muvelet: haa }f ¢, akkor a két jobb oldal &ltaldban nem egyénl



Vektorok szorzasa Geometria 1, normalszint 5. ebadas 7/31

Vektorazonossagok

1. A kifejtési tétel
Tétel

(i) (axb)xc=(ac)b — (bc)a
(i) ax (b xc)= (ac)b — (ab)c

Megjegyzések (bizonyitasdt):
o A zaréjelek nem hagyhatok el. (A jobb oldaloemvegyes
szorzatok allnak!)
o Atételbdl is latszik, hogy a vektorialis szorzas nem asszociativ
muvelet: haa }f ¢, akkor a két jobb oldal &ltaldban nem egyénl
igy(axb)xc#ax(bxc).



Vektorok szorzasa Geometria 1, normalszint 5. ebadas 7/31

Vektorazonossagok

1. A kifejtési tétel
Tétel

(i) (axb)xc=(ac)b — (bc)a
(i) ax (b xc)= (ac)b — (ab)c

Megjegyzések (bizonyitasdt):
o A zaréjelek nem hagyhatok el. (A jobb oldaloemvegyes
szorzatok allnak!)

o Atételbdl is latszik, hogy a vektorialis szorzas nem asszociativ
muvelet: haa }f ¢, akkor a két jobb oldal &ltaldban nem egyénl
igy(axb)xc#ax(bxc).

e Tegyuk fel, hogya }t b. Az (a x b) x c vektor mebleges
a x b-re,



Vektorok szorzasa Geometria 1, normalszint 5. ebadas 7/31

Vektorazonossagok

1. A kifejtési tétel
Tétel

(i) (axb)xc=(ac)b — (bc)a
(i) ax (b xc)= (ac)b — (ab)c

Megjegyzések (bizonyitasdt):
o A zaréjelek nem hagyhatok el. (A jobb oldaloemvegyes
szorzatok allnak!)

o Atételbdl is latszik, hogy a vektorialis szorzas nem asszociativ
muvelet: haa }f ¢, akkor a két jobb oldal &ltaldban nem egyénl
igy(axb)xc#ax(bxc).

e Tegyuk fel, hogya }t b. Az (a x b) x c vektor mebleges
a x b-re, ezért benne fekszikésb sikjaban.
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Vektorazonossagok

1. A kifejtési tétel
Tétel

(i) (axb)xc=(ac)b — (bc)a
(i) ax (b xc)= (ac)b — (ab)c

Megjegyzések (bizonyitasdt):

o A zaréjelek nem hagyhatok el. (A jobb oldaloemvegyes
szorzatok allnak!)

o Atételbdl is latszik, hogy a vektorialis szorzas nem asszociativ
muvelet: haa }f ¢, akkor a két jobb oldal &ltaldban nem egyénl
igy(axb)xc#ax(bxc).

e Tegyuk fel, hogya }t b. Az (a x b) x c vektor mebleges
a x b-re, ezért benne fekszkésb sikjaban. Emiatfa x b) x ¢
biztosan dball a ésb kombinaciojaként.



Vektorok szorzasa Geometria 1, normalszint 5. ebadas 7/31

Vektorazonossagok

1. A kifejtési tétel
Tétel

(i) (axb)xc=(ac)b — (bc)a
(i) ax (b xc)= (ac)b — (ab)c

Megjegyzések (bizonyitasdt):

o A zaréjelek nem hagyhatok el. (A jobb oldaloemvegyes
szorzatok allnak!)

o Atételbdl is latszik, hogy a vektorialis szorzas nem asszociativ
muvelet: haa }f ¢, akkor a két jobb oldal &ltaldban nem egyénl
igy(axb)xc#ax(bxc).

e Tegyuk fel, hogya }t b. Az (a x b) x c vektor mebleges
a x b-re, ezért benne fekszkésb sikjaban. Emiatfa x b) x ¢
biztosan dball a ésb kombinaciojaként.

A tétel az ehhez szilkséges egyutthatokat adja meg.



(i) (axb) xc=(ac)b — (bc)a
(i) ax (b xc)=(ac)b— (ab)c

Bizonyitas:

«0r 4F>r «=r «=)» = o>



() (@xb)xc

(ac)b _ (bc)a

(i) ax (bxc)=(ac)b - (ab)c
Bizonyitas:

Elég (i)-et bebizonyitani, ugyanis (i¥sbkonnyen kovetkezik (ii):

Do




() (axb)xc

(ac)b — (bc)a

(i) ax (b xc)=(ac)b— (ab)c
Bizonyitas:

ax(bxc)=—-(bxc)xa=

Elég (i)-et bebizonyitani, ugyanis (idbkonnyen kovetkezik (ii):

DA




(i) (axb) xc=(ac)b — (bc)a

(i) ax (b xc)=(ac)b— (ab)c
Bizonyitas:

Elég (i)-et bebizonyitani, ugyanis (idbkonnyen kovetkezik (ii):
ax (bxc)=—(bxc)xa= ((i)-etfelhasznalva)
= —((ba)c — (ca)b) = (ac)b — (ab)c

DA



Vektorok szorzasa Geometria 1, normalszint 5. ebadas 8/31

Vektorazonossagok

Tétel
(i) (axb)xc=(ac)b — (bc)a
(i) ax (b xc)= (ac)b — (ab)c

Bizonyitas:
Elég (i)-et bebizonyitani, ugyanis (idbkdnnyen kovetkezik (ii):
ax (bxc)=—(bxc)xa= ((i)-etfelhasznélvay

= —((ba)c — (ca)b) = (ac)b — (ab)c.
Felteheb, hogya # 0, ui. a = 0 esetén mindkét olda.



Vektorok szorzasa Geometria 1, normalszint 5. ebadas 8/31

Vektorazonossagok

Tétel
(i) (axb)xc=(ac)b — (bc)a
(i) ax (b xc)= (ac)b — (ab)c

Bizonyitas:
Elég (i)-et bebizonyitani, ugyanis (idbkdnnyen kovetkezik (ii):
ax (bxc)=—(bxc)xa= ((i)-etfelhasznélvay

= —((ba)c — (ca)b) = (ac)b — (ab)c.
Felteheb, hogya # 0, ui. a = 0 esetén mindkét olda.
Haa || b, akkor is mindkét olda:
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Vektorazonossagok

Tétel
(i) (axb)xc=(ac)b — (bc)a
(i) ax (b xc)= (ac)b — (ab)c

Bizonyitas:
Elég (i)-et bebizonyitani, ugyanis (idbkdnnyen kovetkezik (ii):
ax (bxc)=—(bxc)xa= ((i)-etfelhasznélvay

= —((ba)c — (ca)b) = (ac)b — (ab)c.
Felteheb, hogya # 0, ui. a = 0 esetén mindkét olda.

Haa || b, akkor is mindkét olda:
ugyanis a bal oldaloa x b = 0,
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Vektorazonossagok

Tétel
(i) (axb)xc=(ac)b — (bc)a
(i) ax (b xc)= (ac)b — (ab)c

Bizonyitas:
Elég (i)-et bebizonyitani, ugyanis (idbkdnnyen kovetkezik (ii):
ax (bxc)=—(bxc)xa= ((i)-etfelhasznélvay

= —((ba)c — (ca)b) = (ac)b — (ab)c.
Felteheb, hogya # 0, ui. a = 0 esetén mindkét olda.

Haa || b, akkor is mindkét olda:
ugyanis a bal oldaloa x b = 0, a jobb oldalon pedi@y helyett\a
irhato,
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Vektorazonossagok

Tétel
(i) (axb)xc=(ac)b — (bc)a
(i) ax (b xc)= (ac)b — (ab)c

Bizonyitas:
Elég (i)-et bebizonyitani, ugyanis (idbkdnnyen kovetkezik (ii):
ax (bxc)=—(bxc)xa= ((i)-etfelhasznélvay

= —((ba)c — (ca)b) = (ac)b — (ab)c.

Felteheb, hogya # 0, ui. a = 0 esetén mindkét olda.

Haa || b, akkor is mindkét olda:

ugyanis a bal oldaloa x b = 0, a jobb oldalon pedi@y helyett\a

irhatd, amivel
(ac)b — (bc)a = (ac)(Na) — (\ac)a
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Vektorazonossagok

Tétel
(i) (axb)xc=(ac)b — (bc)a
(i) ax (b xc)= (ac)b — (ab)c

Bizonyitas:
Elég (i)-et bebizonyitani, ugyanis (idbkdnnyen kovetkezik (ii):
ax (bxc)=—(bxc)xa= ((i)-etfelhasznélvay

= —((ba)c — (ca)b) = (ac)b — (ab)c.

Felteheb, hogya # 0, ui. a = 0 esetén mindkét olda.

Haa || b, akkor is mindkét olda:

ugyanis a bal oldaloa x b = 0, a jobb oldalon pedi@y helyett\a

irhatd, amivel
(ac)b — (bc)a = (ac)(ra) — (Aac)a = A((ac)a— (ac)a) = 0.
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(ax b) x c= (ac)b — (bc)a

Legyen végih } b.

Tartsuka-t ésb-t rogzitve és vizsgaljuk a bal oldalt is és a jobb oldalt
is mint ac vektorvaltoz6 fuggvényét.

«O» «Fr «=)»r 4
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Vektorazonossagok

(ax b) x c= (ac)b — (bc)a |

Legyen véguh } b.

Tartsuka-t ésb-t rogzitve és vizsgaljuk a bal oldalt is és a jobb oldalt
is mint ac vektorvaltozé fuggvényét.

A szorzasok miveleti tulajdonsagai miatt ezekarisleképezések.
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Vektorazonossagok

(ax b) x c= (ac)b — (bc)a |

Legyen véguh } b.

Tartsuka-t ésb-t rogzitve és vizsgaljuk a bal oldalt is és a jobb oldalt
is mint ac vektorvaltozé fuggvényét.

A szorzasok miveleti tulajdonsagai miatt ezekarisleképezések.

Egy linearis leképezést egyértelmien meghataroz, hogy valamely
régzitett bazishoz tartozé vektorokon milyen értékeket vesz fel.
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Vektorazonossagok

(ax b) x c= (ac)b — (bc)a |

Legyen véguh } b.

Tartsuka-t ésb-t rogzitve és vizsgaljuk a bal oldalt is és a jobb oldalt
is mint ac vektorvaltozé fuggvényét.

A szorzasok miveleti tulajdonsagai miatt ezekarisleképezések.
Egy linearis leképezést egyértelmien meghataroz, hogy valamely
régzitett bazishoz tartozé vektorokon milyen értékeket vesz fel.

Az a }f b kikdtés miatt az, b ésa x b vektorok bazist alkotnak a tér
vektorai szamara.



(ax b) x c= (ac)b — (bc)a

belatni.

Ezért a kifejtési tételteléga@=a, c=b ésac=ax b esetekre
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(ax b) x c= (ac)b — (bc)a

J

Ezért a kifejtési tételteléga@=a, c=b ésac=ax b esetekre
belatni.

Ha c = a x b, akkor mindkét olda0:
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(ax b) x c= (ac)b — (bc)a

Ezért a kifejtési tételteléga@=a, c=b ésac=ax b esetekre
belatni.

Ha c = a x b, akkor mindkét olda0:
a bal oldalon(a x b) x (ax b) =0,
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Vektorazonossagok

(ax b) x c= (ac)b — (bc)a |

Ezért a kifejtési tételteléga =a, c=b ésac=ax b esetekre
belatni.
Ha c = a x b, akkor mindkét olda0:

a bal oldalon(a x b) x (ax b) =0,

a jobb oldal pedig» L (a x b) ésb L (a x b) miattO.
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Vektorazonossagok

(ax b) x c= (ac)b — (bc)a |

Ezért a kifejtési tételteléga =a, c=b ésac=ax b esetekre
belatni.

Ha c = a x b, akkor mindkét olda0:
a bal oldalon(a x b) x (ax b) =0,

a jobb oldal pedig» L (a x b) ésb L (a x b) miattO.

Legyen most = a



Vektorok szorzasa Geometria 1, normalszint 5. ebadas 10/31

Vektorazonossagok

(ax b) x c= (ac)b — (bc)a |

Ezért a kifejtési tételteléga =a, c=b ésac=ax b esetekre
belatni.

Ha c = a x b, akkor mindkét olda0:
a bal oldalon(a x b) x (ax b) =0,

a jobb oldal pedig» L (a x b) ésb L (a x b) miattO.

Legyen most = a (a c = b eset hasonl6an intézldetl):
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Vektorazonossagok

(ax b) x c= (ac)b — (bc)a |

Ezért a kifejtési tételteléga =a, c=b ésac=ax b esetekre
belatni.

Ha c = a x b, akkor mindkét olda0:
a bal oldalon(a x b) x (ax b) =0,

a jobb oldal pedig» L (a x b) ésb L (a x b) miattO.

Legyen most = a (a c = b eset hasonl6an intézldetl):
Még azt is feltehetjik, hogst = e egységvektor,
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Vektorazonossagok

(ax b) x c= (ac)b — (bc)a |

Ezért a kifejtési tételteléga =a, c=b ésac=ax b esetekre
belatni.
Ha ¢ = a x b, akkor mindkét olda0:
a bal oldalon(a x b) x (ax b) =0,
a jobb oldal pedig» L (a x b) ésb L (a x b) miattO.
Legyen most = a (a c = b eset hasonl6an intézldetl):

Még azt is feltehetjik, hogst = e egységvektor, ezzel
abal oldal(e x b) x e
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(ax b) x c= (ac)b — (bc)a |

Ezért a kifejtési tételteléga =a, c=b ésac=ax b esetekre
belatni.
Ha ¢ = a x b, akkor mindkét olda0:

a bal oldalon(a x b) x (ax b) =0,

a jobb oldal pedig» L (a x b) ésb L (a x b) miattO.

Legyen most = a (a c = b eset hasonl6an intézldetl):
Még azt is feltehetjik, hogst = e egységvektor, ezzel
a bal oldal(e x b) x e = b,
ab vektore-re mebleges dsszetéye,
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Ezért a kifejtési tételteléga =a, c=b ésac=ax b esetekre
belatni.
Ha c = a x b, akkor mindkét olda0:

a bal oldalon(a x b) x (ax b) =0,

a jobb oldal pedig» L (a x b) ésb L (a x b) miattO.

Legyen most = a (a c = b eset hasonl6an intézldetl):
Még azt is feltehetjik, hogst = e egységvektor, ezzel
a bal oldal(e x b) x e = b,
ab vektore-re mebleges dsszetéye,

a jobb oldal(ee)b — (be)e



Vektorok szorzasa Geometria 1, normalszint 5. ebadas 10/31

Vektorazonossagok

(ax b) x c= (ac)b — (bc)a |

Ezért a kifejtési tételteléga =a, c=b ésac=ax b esetekre
belatni.
Ha c = a x b, akkor mindkét olda0:

a bal oldalon(a x b) x (ax b) =0,

a jobb oldal pedig» L (a x b) ésb L (a x b) miattO.

Legyen most = a (a c = b eset hasonl6an intézldetl):
Még azt is feltehetjik, hogst = e egységvektor, ezzel
a bal oldal(e x b) x e = b,
ab vektore-re mebleges dsszetéye,

ajobb oldal(ee)b — (be)e = b — (eb)e
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Vektorazonossagok

(ax b) x c= (ac)b — (bc)a |

Ezért a kifejtési tételteléga =a, c=b ésac=ax b esetekre
belatni.
Ha ¢ = a x b, akkor mindkét olda0:

a bal oldalon(a x b) x (ax b) =0,

a jobb oldal pedig» L (a x b) ésb L (a x b) miattO.

Legyen most = a (a c = b eset hasonl6an intézldetl):
Még azt is feltehetjik, hogst = e egységvektor, ezzel
a bal oldal(e x b) x e = b,
ab vektore-re mebleges dsszetéye,
a jobb oldal(ee)b — (be)e =b — (eb)e=b — by,
aholb, a parhuzamos 6sszetev
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Vektorazonossagok

(ax b) x c= (ac)b — (bc)a |

Ezért a kifejtési tételteléga =a, c=b ésac=ax b esetekre
belatni.
Ha c = a x b, akkor mindkét olda0:

a bal oldalon(a x b) x (ax b) =0,

a jobb oldal pedig» L (a x b) ésb L (a x b) miattO.

Legyen most = a (a c = b eset hasonl6an intézldetl):
Még azt is feltehetjik, hogst = e egységvektor, ezzel
a bal oldal(e x b) x e = b,
ab vektore-re mebleges dsszetéye,
a jobb oldal(ee)b — (be)e =b — (eb)e=b — by,
aholb, a parhuzamos 6sszetev

igy b = by -+ by miatt a bizonyitas kész.
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2. A Jacobi-azonossag
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2. A Jacobi-azonossag

(axb)xc+(bxc)xa+(cxa)xb=0
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2. A Jacobi-azonossag

Megjegyzés:

(axb)xc+(bxc)xa+(cxa)xb=0
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2. A Jacobi-azonossag

(axb)xc+(bxc)xa+(cxa)xb=0
Megjegyzés:

~helyettesi6jének” tekinteni.

A vektoridlis szorzasnak ezt a tulajdonsagat szokas az asszociativitas
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Vektorazonossagok

2. A Jacobi-azonossag
Tétel

(axb)xc+(bxc)xa+(cxa)xb=0 J
Megjegyzés:

A vektoridlis szorzasnak ezt a tulajdonsagat szokas az asszociativitas
~helyettesidjének” tekinteni.

A Jacobi-azonossag kénnyen levezebhreekifejtési tételbl:

(axb)xc+(bxc)xa+(cxa) xb=
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Vektorazonossagok

2. A Jacobi-azonossag

Tétel
(axb)xc+(bxc)xa+(cxa)xb=0 J

Megjegyzés:
A vektoridlis szorzasnak ezt a tulajdonsagat szokas az asszociativitas
~helyettesidjének” tekinteni.

A Jacobi-azonossag kénnyen levezebhreekifejtési tételbl:

(a )><c+(b><c)><a+(c><a) xb=

((ac)b — (boja)
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Vektorazonossagok

2. A Jacobi-azonossag

Tétel
(axb)xc+(bxc)xa+(cxa)xb=0 J

Megjegyzés:

A vektoridlis szorzasnak ezt a tulajdonsagat szokas az asszociativitas

~helyettesidjének” tekinteni.

A Jacobi-azonossag kénnyen levezebhreekifejtési tételbl:

(a )><C+(b><c)><a+(c><a)><b

((ac c)a) + ((ba)c — (ca)b)
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Vektorazonossagok

2. A Jacobi-azonossag

Tétel
(axb)xc+(bxc)xa+(cxa)xb=0 J

Megjegyzés:
A vektoridlis szorzasnak ezt a tulajdonsagat szokas az asszociativitas
~helyettesidjének” tekinteni.

A Jacobi-azonossag kénnyen levezebhreekifejtési tételbl:

(a )><C+(b><c)><a+(c><a)><b—

((ac c)a) + ((ba)c — (ca)b) + ((cb)a— (ab)c)
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Vektorazonossagok

2. A Jacobi-azonossag

Tétel
(axb)xc+(bxc)xa+(cxa)xb=0 J

Megjegyzés:
A vektoridlis szorzasnak ezt a tulajdonsagat szokas az asszociativitas
~helyettesidjének” tekinteni.

A Jacobi-azonossag kénnyen levezebhreekifejtési tételbl:
(axb)xc+(bxc)xa+(cxa) xb=

= ((ac)b — (bc)a) + ((ba)c — (ca)b) + ((cb)a— (ab)c) =
=0
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3. ALagrange-azonossag

«Or «F»r <

3

«= >

DA



3. ALagrange-azonossag

(axb)(cxd) =

ac bc
ad bd
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3. ALagrange-azonossag

(axb)(cxd) =

ac bc
ad bd

A Lagrange-azonossag a felcserélési tétel és a kifejtési tétel

kovetkezményeként adodik:
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Vektorazonossagok

3. A Lagrange-azonossag

Tétel

ac bc

(axb)(cxd)= ad bd

A Lagrange-azonossag a felcserélési tétel és a kifejtési tétel
kovetkezményeként adodik:

Az (a x b)(c x d) skalaris szorzat felfoghaté azb ésv =c x d
vektorokabv vegyes szorzataként,
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Vektorazonossagok

3. A Lagrange-azonossag

Tétel

ac bc

(axb)(cxd)= ad bd

A Lagrange-azonossag a felcserélési tétel és a kifejtési tétel
kovetkezményeként adodik:

Az (a x b)(c x d) skalaris szorzat felfoghaté azb ésv =c x d
vektorokabv vegyes szorzataként, amelygb x v) alakban is
irhatunk:

(axb)(cxd)=a(bx (cxd))
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Vektorazonossagok

3. A Lagrange-azonossag

Tétel

ac bc

(axb)(cxd)= ad bd

A Lagrange-azonossag a felcserélési tétel és a kifejtési tétel
kovetkezményeként adodik:

Az (a x b)(c x d) skalaris szorzat felfoghaté azb ésv =c x d
vektorokabv vegyes szorzataként, amelygb x v) alakban is
irhatunk:

(axb)(cxd)=albx (cxd)) =

= a((bd)c — (bc)d)
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3. A Lagrange-azonossag

Tétel

ac bc

(axb)(cxd)= ad bd

A Lagrange-azonossag a felcserélési tétel és a kifejtési tétel
kovetkezményeként adodik:

Az (a x b)(c x d) skalaris szorzat felfoghaté azb ésv =c x d
vektorokabv vegyes szorzataként, amelygb x v) alakban is
irhatunk:

(axb)(cxd)=albx (cxd)) =

= a((bd)c — (be)d) = (ac)(bd) —
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3. A Lagrange-azonossag

Tétel

ac bc

(axb)(cxd)= ad bd

A Lagrange-azonossag a felcserélési tétel és a kifejtési tétel
kovetkezményeként adodik:

Az (a x b)(c x d) skalaris szorzat felfoghaté azb ésv =c x d
vektorokabv vegyes szorzataként, amelygb x v) alakban is
irhatunk:

(axb)(cxd)=albx (cxd)) =

= a((bd)c — (bc)d) = (ac)(bd) — (bc)(ad)
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3. A Lagrange-azonossag

Tétel

ac bc

(axb)(cxd)= ad bd

A Lagrange-azonossag a felcserélési tétel és a kifejtési tétel
kovetkezményeként adodik:

Az (a x b)(c x d) skalaris szorzat felfoghaté azb ésv =c x d

vektorokabv vegyes szorzataként, amelygb x v) alakban is
irhatunk:

(axb)(cxd)=albx (cxd)) =

ac bc

= a((bd)c — (bc)d) = (ac)(bd) — (bc)(ad) = ad bd




Megjegyzesek:

«O» «Fr «=»r «E>»

va



Megjegyzések:

ac bc
(axb)(cxd)= ad bd

o Tekintslik Lagrange-azonossagnak azt a specidlis estét, amikor

a=césb=d:

)
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Megjegyzések:

ac bc
(axb)(cxd)= ad bd J
o Tekintslik Lagrange-azonossagnak azt a specidlis estét, amikor
a=ceésb=d:
(ax b)? = a’b? — (ab)?

DA



Megjegyzések:

a=césb=d:

(ax b)? = a’b?

@ Tekintsiik Lagrange-azonossagnak azt a specialis estét, amikor
A kdzds\a\z - |b\2 tényedvel osztva

(ab)?.
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Vektorazonossagok
Megjegyzések:
o Tekintsiik Lagrange-azonossagnak azt a speciélis estét, amikor
a=césb=d:
(ax b)? = a’b? — (ab)2.
A k(‘jzijs\a\z : ]b\z tényedvel osztva a jol ismert
sifp=1—cos o
azonosséaghoz jutunk (ahpl= (a, b)<).
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Vektorazonossagok
Megjegyzések:

o Tekintsiik Lagrange-azonossagnak azt a speciélis estét, amikor

a=césb=d:
(ax b)? = a’b? — (ab)2.
A k(‘jzijs\a\z : ]b\z tényedvel osztva a jol ismert
sifp=1—cos o

azonosséaghoz jutunk (ahpl= (a, b)<).

@ Asinp > 0,azaz cdsp < 1,
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Vektorazonossagok
Megjegyzések:
o Tekintsiik Lagrange-azonossagnak azt a speciélis estét, amikor
a=césb=d:
(ax b)? = a’b? — (ab)2.
A k(‘jzijs\a\z : ]b\z tényedvel osztva a jol ismert
sifp=1—cos o
azonosséaghoz jutunk (ahpl= (a, b)<).

e Asin?p > 0, azaz cdbyp < 1, azaz(ab)? < \a\z- \b\z
egyenbtlenség



Vektorok szorzasa Geometria 1, normalszint 5. ebadas 13/31

Vektorazonossagok
Megjegyzések:

o Tekintsiik Lagrange-azonossagnak azt a speciélis estét, amikor

a=césb=d:
(ax b)? = a’b? — (ab)2.
A kbzds\a\z : ]b\z tényedvel osztva a jol ismert
sifp=1—cos o

azonosséaghoz jutunk (ahpl= (a, b)<).

e Asin?p > 0, azaz cdbyp < 1, azaz(ab)? < \a\z- \b\z

egyenbtlenség aa ésb vektorok koordinatait hasznalva
atirhaté
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Vektorazonossagok
Megjegyzések:

o Tekintsiik Lagrange-azonossagnak azt a speciélis estét, amikor
a=césb=d:
(ax b)? = a’b? — (ab)2.
A kbzds\a\z : ]b\z tényedvel osztva a jol ismert
sifp=1—cos o
azonosséaghoz jutunk (ahpl= (a, b)<).

e Asin?p > 0, azaz cdbyp < 1, azaz(ab)? < \a\z- \b\z
egyenbtlenség aa ésb vektorok koordinatait hasznalva
atirhat6 az

(awby + @by + aghs)? < (af + &3 + a3)(b? + b3 + b3)
alakba.
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Vektorazonossagok
Megjegyzések:
o Tekintsiik Lagrange-azonossagnak azt a speciélis estét, amikor
a=césb=d:
(ax b)? = a’b? — (ab)2.
A kbzds\a\z : ]b\z tényedvel osztva a jol ismert
sifp=1—cos o
azonosséaghoz jutunk (ahpl= (a, b)<).

e Asin?p > 0, azaz cdbyp < 1, azaz(ab)? < \a\z- \b\z
egyenbtlenség aa ésb vektorok koordinatait hasznalva
atirhat6 az

(awby + @by + aghs)? < (af + &3 + a3)(b? + b3 + b3)
alakba. Ez pedig az analizi@lismert Cauchy-féle
egyenbtlenség specidlisi(= 3) esete.



o Alapfogalmak (térelemek és viszonyaik)
e Transzformaciok

o Fontosabb geometriai alakzatok
@ Vektorgeometria

o Koordinatak és vektorok

e \ektorok szorzasa

@ Vektorok alkalmazasai

o Konvexitas

o Sokszdgek, konvex sokszdgek, konvex poliéderek
e Szabalyos poliéderek
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C

Tekintstink egye egyenest és rogzitsik rajtaAzsB kilonbdd
pontokat. Valasszunk egy tetdegesC € e pontot, amelyreC # B.
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Osztbéviszony

Tekintstink egye egyenest és rogzitsik rajtaAzsB kilonbdd
pontokat. Valasszunk egy tef8egesC € e pontot, amelyreC # B.

C

Definicio
A C pontnakA-ra ésB-re vonatkoz@sztoviszongn
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Osztbéviszony

Tekintstink egye egyenest és rogzitsik rajtaAzsB kilonbdd
pontokat. Valasszunk egy tef8egesC € e pontot, amelyreC # B.

C

Definicio
A C pontnakA-ra ésB-re vonatkoz@sztoviszongn (vagy azABC
pontharmas osztoviszonyan)
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Osztbéviszony

Tekintstink egye egyenest és rogzitsik rajtaAzsB kilonbdd
pontokat. Valasszunk egy tef8egesC € e pontot, amelyreC # B.

C

Definicio
A C pontnakA-ra ésB-re vonatkoz@sztoviszongn (vagy azABC
pontharmas osztéviszonyan) az
AC

ABC) = —

(ABC) = =5
szamot értjik, ahol a szamlalo is és a néviszranyitott szakaszok
el6jeles hosszét jelenti.




C AC
Megjegyzesek:

[m]

S <=

SHac



(ABC) = 2€
Megjegyzések:

ce J
@ Ahhoz, hogy dbjeles tavolsagokrél beszélhessiinkeaz
egyenesen is rogziteni kell egy iranyitast.

«O» «Fr « =

DA
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Osztbéviszony

(ABC) — g J

Megjegyzések:
@ Ahhoz, hogy ébjeles tavolsagokrél beszélhessiinkeaz
egyenesen is rogziteni kell egy iranyitast. Vegyik azonban észre,
hogy az osztoviszony értéke az iranyitas megvalasztasatol
fuggetlen, hiszen ellentétes iranyitas esetén a szamlalé is és a
neved is ellentétes éjell.
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Osztbéviszony

(ABC) — g J

Megjegyzések:
@ Ahhoz, hogy ébjeles tavolsagokrél beszélhessiinkeaz
egyenesen is rogziteni kell egy iranyitast. Vegyik azonban észre,
hogy az osztoviszony értéke az iranyitas megvalasztasatol
fuggetlen, hiszen ellentétes iranyitas esetén a szamlalé is és a
neved is ellentétes éfelli. Ezért ahhoz, hogy osztéviszonyrol
beszélhessiink, nincsen sziikség agyenes iranyitasara.
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Osztbéviszony

(ABC) — g J

Megjegyzések:
@ Ahhoz, hogy ébjeles tavolsagokrél beszélhessiinkeaz
egyenesen is rogziteni kell egy iranyitast. Vegyik azonban észre,
hogy az osztoviszony értéke az iranyitas megvalasztasatol
fuggetlen, hiszen ellentétes iranyitas esetén a szamlalé is és a
neved is ellentétes éfelli. Ezért ahhoz, hogy osztéviszonyrol
beszélhessiink, nincsen sziikség agyenes iranyitasara.

e Az (ABC) jeltlésben a harom pont sorrendje Iényeges, hiszen
mas-mas szerepet jatszanak a definiciéban. Ez a sorrend
flggetlen attdl, hogy ae egyenesen hogyan kbveti egymast a
harom pont.



C AC
Megjegyzesek:

[m]

S <=

SHac
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Osztbéviszony

(ABC) — g J

Megjegyzések:
@ Ha aC pont azA ésB kozott van, akkor azABC) osztoviszony

azt mondja meg, hog§€ milyen aranyban osztja a&B szakaszt.
Példaul:
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Osztbéviszony

(ABC) — g J

Megjegyzések:

@ Ha aC pont azA ésB kozott van, akkor azABC) osztoviszony
azt mondja meg, hog§€ milyen aranyban osztja a&B szakaszt.
Példaul:

F

A B
az AB szakas# felezdpontjara(ABF) = 1:

1=1,
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Osztbéviszony

(ABC) — g J

Megjegyzések:
@ Ha aC pont azA ésB kozott van, akkor azABC) osztoviszony
azt mondja meg, hog§€ milyen aranyban osztja a&B szakaszt.

Peéldaul:
F
A B
azAB szakas# felezdpontjara(ABF) =1:1=1,
Hi H2
A B

azAB szakasZ\-hoz kdzelebbH; harmadolépontjara
(ABH;) =1:2=1/2,
aB-hez kozelebbHz-re (ABHy) = 2: 1= 2.



(ABC) = 2€
Megjegyzések:

CB

A

C
A :
0sztja,

U B
e Altalaban, haC azAB szakaszt az abra szeriht 1 aranyban

«O» «Fr « =)

« =

>

DA



(ABC) = 2€
Megjegyzések:

CB

A

C
A :
osztja, akkor

U B
e Altalaban, haC azAB szakaszt az abra szeriht 1 aranyban

(ABC) = .

I

«O» «Fr « =

DA
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Osztbéviszony
AC
(ABC) = J
Megjegyzések:
C
A A U B
o Altalaban, heC az AB szakaszt az abra szerint 1 aranyban

osztja, akkor A
(ABC) = —.
1]

o Lathatd, hogy(ABC) > 0 akkor és csak akkor &ll, ha a
C pontA ésB kozott van.
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Osztbéviszony
AC
(ABC) = J
Megjegyzések:
C
A A U B
o Altalaban, heC az AB szakaszt az abra szerint 1 aranyban

osztja, akkor A
(ABC) = —.
1]

o Lathatd, hogy(ABC) > 0 akkor és csak akkor &ll, ha a
C pontA ésB kozo6tt van. HaC akar azA-n tuli, akar aB-n tuli
félegyenesre esik,
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Osztbéviszony
AC
(ABC) = J
Megjegyzések:
C
A A U B
o Altalaban, heC az AB szakaszt az abra szerint 1 aranyban

osztja, akkor A
(ABC) = —.
1]

o Lathatd, hogy(ABC) > 0 akkor és csak akkor &ll, ha a
C pontA ésB kozo6tt van. HaC akar azA-n tuli, akar aB-n tuli
félegyenesre esik, a szamlaléban és a nidven ellentétes
irAnyl szakasz all, ezért a hanyados negativ.



@ \ezessik be ax koordinatat az egyenesen,

«Or «F»r « =

Er» «E>»

DA



@ \ezessik be ax koordinatat az egyenesen, legyeh = a és
mint x flggvényét. Ekkor

B = b és allitsuk & aC = x pontra azy = (ABC) osztdviszonyt

«O» «Fr « =)

«=>»

DA
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Osztbéviszony

o Vezesslk be azkoordinatat az egyenesen, legyeh = a és
B = b és éllitsuk & aC = x pontra azy = (ABC) osztdviszonyt
mint x figgvényét. Ekkor

y:(ABC):AC X—a

CB b-x
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Osztbéviszony

o Vezesslk be azkoordinatat az egyenesen, legyeh = a és
B = b és éllitsuk & aC = x pontra azy = (ABC) osztdviszonyt
mint x figgvényét. Ekkor

AC x—a
= (ABC) = — = .
y=( ) C b—x
Grafikusan:
y
0 a/ b X
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Osztbéviszony

o Vezesslk be azkoordinatat az egyenesen, legyeh = a és
B = b és éllitsuk & aC = x pontra azy = (ABC) osztdviszonyt
mint x figgvényét. Ekkor

AC x—a
= (ABC) = — = .
y=(ABC) = 55 = p—x
Grafikusan:
y e Lathato, hogy ay = —1 szam
kivételével az osztéviszony
0 a/ b X minden valds értéket felvesz,

N mégpedig pontosan egyszer.
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Osztbéviszony

o Vezesslk be azkoordinatat az egyenesen, legyeh = a és
B = b és éllitsuk & aC = x pontra azy = (ABC) osztdviszonyt
mint x figgvényét. Ekkor

AC x-—a
= (ABC) = — = .
y=(ABC) = 5 = p =«
Grafikusan:
y e Lathato, hogy ay = —1 szam
kivételével az osztéviszony
0 a/ b X minden valos értéket felvesz,

777777777777777 (Tehét aC pont helyzetét az
osztoviszony értéke

I } mégpedig pontosan egyszer.
egyértelmiien meghatarozza.)




<

o

>

DHa



El6zetes megjegyzések:

«Or «F»r <

3

«= >

DA



El6zetes megjegyzések:

o Nem fogjuk definialni altalaban sikidomok, illetve testek
sulypontjat,

«O» «Fr « =)

«= >

DA
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Sulypont

El6zetes megjegyzések:

o Nem fogjuk definialni altalaban sikidomok, illetve testek
sUlypontjat, mert ezek szabatos matematikai értelmezéséhez
az integralszamitas eszkozei lennének sziikségesek.
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Sulypont

El6zetes megjegyzések:

o Nem fogjuk definialni altalaban sikidomok, illetve testek
sUlypontjat, mert ezek szabatos matematikai értelmezéséhez
az integralszamitas eszkozei lennének sziikségesek. Itt az un.
2diszkrét” tomegeloszlasok vizsgalatara szoritkozunk,



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 5. ebadas 20/31

Sulypont

El6zetes megjegyzések:

o Nem fogjuk definialni altalaban sikidomok, illetve testek
sUlypontjat, mert ezek szabatos matematikai értelmezéséhez
az integralszamitas eszkozei lennének sziikségesek. Itt az un.
2diszkrét” tomegeloszlasok vizsgalatara szoritkozunk, mert
ehhez a vektorok geometridja elegérsdgédeszkoz.
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Sulypont

El6zetes megjegyzések:

o Nem fogjuk definialni altalaban sikidomok, illetve testek
sUlypontjat, mert ezek szabatos matematikai értelmezéséhez
az integralszamitas eszkozei lennének sziikségesek. Itt az un.
2diszkrét” tomegeloszlasok vizsgalatara szoritkozunk, mert
ehhez a vektorok geometridja elegérsdgédeszkoz.

@ Véges sok pontbdl allé pontrendszereket vizsgalunk,
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Sulypont

El6zetes megjegyzések:

o Nem fogjuk definialni altalaban sikidomok, illetve testek
sUlypontjat, mert ezek szabatos matematikai értelmezéséhez
az integralszamitas eszkozei lennének sziikségesek. Itt az un.
2diszkrét” tomegeloszlasok vizsgalatara szoritkozunk, mert
ehhez a vektorok geometridja elegérsdgédeszkoz.

@ Véges sok pontbdl allé pontrendszereket vizsgalunk, és
megengedjuk, hogy ezek méas és mas sullyal legyenek
figyelembe véve a sulypont meghatarozasanal.



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 5. ebadas 20/31

Sulypont

El6zetes megjegyzések:

o Nem fogjuk definialni altalaban sikidomok, illetve testek
sUlypontjat, mert ezek szabatos matematikai értelmezéséhez
az integralszamitas eszkozei lennének sziikségesek. Itt az un.
2diszkrét” tomegeloszlasok vizsgalatara szoritkozunk, mert
ehhez a vektorok geometridja elegérsdgédeszkoz.

@ Véges sok pontbdl allé pontrendszereket vizsgalunk, és
megengedjuk, hogy ezek méas és mas sullyal legyenek
figyelembe véve a sulypont meghatarozasanal. Matematikai
formaba ontjik azt az elképzelést,
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Sulypont

El6zetes megjegyzések:

o Nem fogjuk definialni altalaban sikidomok, illetve testek
sUlypontjat, mert ezek szabatos matematikai értelmezéséhez
az integralszamitas eszkozei lennének sziikségesek. Itt az un.
2diszkrét” tomegeloszlasok vizsgalatara szoritkozunk, mert
ehhez a vektorok geometridja elegérsdgédeszkoz.

@ Véges sok pontbdl allé pontrendszereket vizsgalunk, és
megengedjuk, hogy ezek méas és mas sullyal legyenek
figyelembe véve a sulypont meghatarozasanal. Matematikai
forméba ontjuk azt az elképzelést, hogy a sulypont
.Kiegyensulyozza” a pontrendszert,
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Sulypont

El6zetes megjegyzések:

o Nem fogjuk definialni altalaban sikidomok, illetve testek
sUlypontjat, mert ezek szabatos matematikai értelmezéséhez
az integralszamitas eszkozei lennének sziikségesek. Itt az un.
2diszkrét” tomegeloszlasok vizsgalatara szoritkozunk, mert
ehhez a vektorok geometridja elegérsdgédeszkoz.

@ Véges sok pontbdl allé pontrendszereket vizsgalunk, és
megengedjuk, hogy ezek méas és mas sullyal legyenek
figyelembe véve a sulypont meghatarozasanal. Matematikai
forméba ontjuk azt az elképzelést, hogy a sulypont
.Kiegyensulyozza” a pontrendszert, azaz kiegyenliti a
pontrendszer egyuttes mechanikai hatasat.



A tér Aq, Ay,

valés szamot.

, An pontjaitsulyozott pontrendszeek mondjuk, ha

mindegyik ponthoz hozzarendeltink egy-egy(i = 1,2, ...,n)

«O» «Fr « =)

«= >

DA



A tér Aq, Ay,

, An pontjaitsulyozott pontrendszeek mondjuk, ha
valés szamot. Azy; szamot az\ pontsulyanak nevezzik.

mindegyik ponthoz hozzarendeltink egy-egy(i = 1,2, ...,n)

«O» «Fr « =)

« =

>

DA



A tér A, Ay, ..

., An pontjaitsulyozott pontrendszeek mondjuk, ha
mindegyik ponthoz hozzarendeltink egy-egy(i = 1,2, ...,n)

valés szamot. Azy; szamot az\ pontsulyanak nevezzik.
Megjegyzések:

«O» «Fr « =)

a
it

DA
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Sulypont

Definicio

AtérAs, Ay, ..., Ay pontjaitsulyozott pontrendszeek mondjuk, ha
mindegyik ponthoz hozzarendeltiink egy-egy(i = 1,2,...,n)
valos szamot. Az szamot az\; pontsulydnak nevezzik.

Megjegyzések:
o Nem kdveteljik meg, hogy a sulyok pozitivak legyenek; a
pontrendszerben szerepelhetnek zérdis akar negativ sullyal
ellatott pontok is.
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Sulypont

Definicio

AtérAg, Ay, ..., Ay pontjaitsulyozott pontrendszeek mondjuk, ha
mindegyik ponthoz hozzarendeltiink egy-egy(i = 1,2,...,n)
valos szamot. Az szamot az\; pontsulydnak nevezzik.

Megjegyzések:

o Nem kdveteljik meg, hogy a sulyok pozitivak legyenek; a
pontrendszerben szerepelhetnek zérdis akar negativ sullyal
ellatott pontok is.

o Nem kell kiilon definidlnunk a sikbeli, illetve egyenesen fiekv
sulyozott pontrendszer fogalmat, mert ezek felfoghaték a fenti
definicio specidlis eseteként.



Az Spontot azag, az,

., aj sUlyokkal ellatottA;, A,
sulyozott pontrendszextilyponjanak mondjuk,

Ap92
aj

. An

As'ag

Ay g

an
L]

An

«O» «Fr « =)

« =

>

DA



Az Spontot azag, az,

., aj sUlyokkal ellatottA;, A,
sulyozott pontrendszestilyponjdnak mondjuk, ha

o An
— — —
a1SA1 + aSAr + ...+ anSA, = 0.

«O» «Fr « =

DA



Az Spontot azag, az,

., aj sUlyokkal ellatottA;, A,
sulyozott pontrendszestilyponjdnak mondjuk, ha

— — —
a1SA1 + aSAr + ...+ anSA, = 0.
Megjegyzések:

«O» «Fr « =)

« =

>

DA
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Sulypont

Definicio
Az Spontot azag, ay, . . ., o sulyokkal ellatotthg, Ay, .. ., An
sulyozott pontrendszextilyponjanak mondjuk, ha

—— — ——
a1SA] + aSAY + ...+ anSA, = 0.

Megjegyzések:
o Ha valamelyika; = 0, akkor azA; pont elhagyasa nem
befolyasolja a sulypontot.
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Sulypont

Definicio
Az Spontot azag, ay, . . ., o sulyokkal ellatotthg, Ay, .. ., An
sulyozott pontrendszextilyponjanak mondjuk, ha

—— — ——
a1SA] + aSAY + ...+ anSA, = 0.

Megjegyzések:
o Ha valamelyika; = 0, akkor azA; pont elhagyasa nem
befolyasolja a sulypontot.
@ Megszorozhatjuk mindegyik sulyt ugyanazzal a nem 0 szammal,
haSsulypontja volt az eredeti rendszernek, akkor sulypontja az
Ujnak is, és viszont.



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 5. ebadas 22/31

Sulypont

Definicio
Az Spontot azag, ay, . . ., o sulyokkal ellatotthg, Ay, .. ., An
sulyozott pontrendszeitilyponjanak mondjuk, ha

—— — ——
a1SA] + aSAY + ...+ anSA, = 0.

Megjegyzések:
o Ha valamelyika; = 0, akkor azA; pont elhagyasa nem
befolyasolja a sulypontot.

@ Megszorozhatjuk mindegyik sulyt ugyanazzal a nem 0 szammal,
haSsulypontja volt az eredeti rendszernek, akkor sulypontja az
Ujnak is, és viszont.

o Ha mindegyika; ugyanaz a nem 0 szam, akkor a pontok
kozbnséges értelemben vett sulypontjardl beszéllink.



egyértelmien létezik sulypontja.

Ha a sulyok 6sszege nem 0, akkor a sulyozott pontrendszernek

«O» «Fr « =

Er» «E)»

DA



Bizonyitas:

Ha a sulyok 6sszege nem 0, akkor a sulyozott pontrendszernek
egyértelmien létezik sulypontja.

«O» «Fr « =)

«= >

DA



Ha a sulyok 6sszege nem 0, akkor a sulyozott pontrendszernek
egyértelmien létezik sulypontja.

Bizonyitas:

Legyeneka, . . ., a, a pontok helyvektorai tet§fegesen rogzitett
orig6 mellett,

«O» «Fr «=)»r 4

DA
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Sulypont

Tétel

Ha a sulyok 6sszege nem 0, akkor a sulyozott pontrendszernek

egyértelmien létezik sulypontja.

Bizonyitas:

Legyenekay, . . ., a, a pontok helyvektorai tetékegesen rogzitett

origd mellett, és legyeBaz a pont, amelynek a helyvektora

_ g + @ + ... + andy
ortaz+...+aon
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-
Sulypont

Tétel

Ha a sulyok 6sszege nem 0, akkor a sulyozott pontrendszernek
egyértelmien létezik sulypontja.

Bizonyitas:

Legyenekay, . . ., a, a pontok helyvektorai tetékegesen rogzitett
origd mellett, és legyeBaz a pont, amelynek a helyvektora

a4 @+ ...+ andy
ar+ax+...+aon

Ekkor Svaldban sulypont, ugyanis

— o
a1SA] + ...+ anSA, =
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-
Sulypont

Tétel

Ha a sulyok 6sszege nem 0, akkor a sulyozott pontrendszernek
egyértelmien létezik sulypontja.

Bizonyitas:

Legyenekay, . . ., a, a pontok helyvektorai tetékegesen rogzitett
origd mellett, és legyeBaz a pont, amelynek a helyvektora

a4 @+ ...+ andy
ar+ax+...+aon

Ekkor Svaldban sulypont, ugyanis

— o
a1SA] + ...+ anSAL :al(al—a)+...+an(an—a)
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-
Sulypont

Tétel

Ha a sulyok 6sszege nem 0, akkor a sulyozott pontrendszernek
egyértelmien létezik sulypontja.

Bizonyitas:

Legyenekay, . . ., a, a pontok helyvektorai tetékegesen rogzitett
origd mellett, és legyeBaz a pont, amelynek a helyvektora

a4 @+ ...+ andy
ar+ax+...+aon

Ekkor Svaldban sulypont, ugyanis

— o
a1SA] + ...+ anSAL :al(al—a)+...+an(an—a):
:(a1a1+...+anan)—(a1+...+an)a
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-
Sulypont

Tétel

Ha a sulyok 6sszege nem 0, akkor a sulyozott pontrendszernek
egyértelmien létezik sulypontja.

Bizonyitas:

Legyenekay, . . ., a, a pontok helyvektorai tetékegesen rogzitett
origd mellett, és legyeBaz a pont, amelynek a helyvektora

a4 @+ ...+ andy
ar+ax+...+aon

Ekkor Svaldban sulypont, ugyanis

— o
a1SA] + ...+ anSAL :al(al—a)+...+an(an—a):
:(a1a1+...+anan)—(a1+...+an)a:0.



Ha a sulyok 6sszege nem 0, akkor a sulyozott pontrendszernek
egyértelmien létezik sulypontja.

Bizonyitas:
A sulypont egyértelmiisége:

«O>» 4 Fr «=r «=)>»

DA



Ha a sulyok 6sszege nem 0, akkor a sulyozott pontrendszernek
egyértelmien létezik sulypontja.

Bizonyitas:

A sllypont egyértelmiisége: Iss ésS is sulypont, akkor

Q _ a1§+...+an§

a1+ ...+ ap

«O» «Fr «=)»r 4
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Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 5. ebadas 24/31
-
Sulypont

Tétel
Ha a sulyok 6sszege nem 0, akkor a sulyozott pontrendszernek
egyértelmien létezik sulypontja.
Bizonyitas:
A sllypont egyértelmlisége: I&s ésS is sulypont, akkor

§ - alg—i-...—i—ang
a1+ ...+ an
SA1+A§ +OénSAn+An§)

ar+...+an




Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 5. ebadas 24/31
-
Sulypont

Tétel

Ha a sulyok 6sszege nem 0, akkor a sulyozott pontrendszernek
egyértelmien létezik sulypontja.

Bizonyitas:
A sllypont egyértelmlisége: I&s ésS is sulypont, akkor

§ a1§+...+an§

a1+ ...+ an
 a(S A AS) 1t (S AS)
n ar+...+an N

((a18T1>+...—|—anST>n)—(alsT‘\f%—...—l—oanTn))
a1+ ...+ anp




Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 5. ebadas 24/31
-
Sulypont

Tétel
Ha a sulyok 6sszege nem 0, akkor a sulyozott pontrendszernek
egyértelmien létezik sulypontja.
Bizonyitas:
A sllypont egyértelmlisége: I&s ésS is sulypont, akkor

§ - a1§+...+an§

a1+ ...+ an
SA1+A§ Lt on(SA +AS)
ar+...+an
— — — —
((Oz]_SAq —+ ...+ anSAn) — (als/Al —+ ...+ anSAn))
a1+ ...+ anp

_ 00 _,

a1+ ...+ ap
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LegyenA ésB aze egyenes két kiillénbdzpontja,a ésb a
helyvektoraik.

«O» «Fr « =)
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LegyenA ésB aze egyenes két kiillénbdzpontja,a ésb a
helyvektoraik.

Allitsuk elé ac = aa+ Sb kombinacidt, ahok + 3 = 1 ésa # 0.

«O» «Fr « =)

« =

>
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Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 5. ebadas 25/31

Sulypont és osztéviszony

LegyenA ésB aze egyenes két kiillénbdzpontja,a ésb a

helyvektoraik.
Allitsuk el6 ac = aa + b kombinaciot, ahok + 3 = 1 ésa # 0.

LegyenC az a pont, amelyne&a helyvektora.



LegyenA ésB aze egyenes két kiillénbdzpontja,a ésb a
helyvektoraik.

Allitsuk elé ac = aa+ Sb kombinacidt, ahok + 3 = 1 ésa # 0.
LegyenC az a pont, amelyne&a helyvektora.

Ekkor C € e és (ABC) = §/a.

«0»

AEF»r « =

a
it

DA



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 5. ebadas 25/31

Sulypont és osztéviszony

LegyenA ésB aze egyenes két kiillénbdzpontja,a ésb a
helyvektoraik.

Allitsuk el6 ac = aa + Sb kombinaciét, ahoty + 8 = 1 ésa # 0.
LegyenC az a pont, amelyne&a helyvektora.

Tétel

Ekkor C € e és (ABC) = 3/« J
Bizonyitas:
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Sulypont és osztéviszony

LegyenA ésB aze egyenes két kiillénbdzpontja,a ésb a
helyvektoraik.

Allitsuk el6 ac = aa + b kombinaciot, ahok + 3 = 1 ésa # 0.
LegyenC az a pont, amelyne&a helyvektora.

Tétel

Ekkor C € e és (ABC) = 3/« J
Bizonyitas:

Egyrésztﬁ =c—a=(a—21a+pb



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 5. ebadas 25/31

Sulypont és osztéviszony

LegyenA ésB aze egyenes két kiillénbdzpontja,a ésb a
helyvektoraik.

Allitsuk el6 ac = aa + b kombinaciot, ahok + 3 = 1 ésa # 0.
LegyenC az a pont, amelyne&a helyvektora.

Tétel

Ekkor C € e és (ABC) = 3/« J
Bizonyitas:

Egyrésztﬁ =c—a=(a—1a+pb=—-pa+ pb=p3b-a),



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 5. ebadas 25/31

Sulypont és osztéviszony

LegyenA ésB aze egyenes két kiillénbdzpontja,a ésb a
helyvektoraik.

Allitsuk el6 ac = aa + Sb kombinaciét, ahoty + 8 = 1 ésa # 0.
LegyenC az a pont, amelyne&a helyvektora.

Tétel

Ekkor C € e és (ABC) = 3/« J
Bizonyitas:

Egyrésztﬁ =c—a=(a—1a+pb=—-pa+ pb=p3b-a),
mésrészCB = —C+b=—-aa+(1-p)b
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Sulypont és osztéviszony

LegyenA ésB aze egyenes két kiillénbdzpontja,a ésb a
helyvektoraik.

Allitsuk el6 ac = aa + Sb kombinaciét, ahoty + 8 = 1 ésa # 0.
LegyenC az a pont, amelyne&a helyvektora.

Tétel

Ekkor C € e és (ABC) = 3/« J
Bizonyitas:

Egyrésztﬁ =c—a=(a—1a+pb=—-pa+ pb=p3b-a),
masrész€B = —c+b=—aa+(1—f)b= —aatab=a(b-a).



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 5. ebadas 25/31

Sulypont és osztéviszony

LegyenA ésB aze egyenes két kiillénbdzpontja,a ésb a
helyvektoraik.

Allitsuk el6 ac = aa + b kombinaciot, ahok + 3 = 1 ésa # 0.
LegyenC az a pont, amelyne&a helyvektora.

Tétel

Ekkor C € e és (ABC) = 3/« J
Bizonyitas:

Egyrésztﬁ =c—a=(a—1la+ pb=—pa+ pb=p5b-a),
masrészCB = —c+b = —aa+ (1—- )b = —aa+ab = a(b—a).

EmiattAC || AB, igy valébarC € e.
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Sulypont és osztéviszony

LegyenA ésB aze egyenes két kiillénbdzpontja,a ésb a
helyvektoraik.

Allitsuk el6 ac = aa + b kombinaciot, ahok + 3 = 1 ésa # 0.
LegyenC az a pont, amelyne&a helyvektora.

Tétel

Ekkor C € e és (ABC) = 3/« J
Bizonyitas:

Egyrésztﬁ =c—a=(a—1la+ pb=—pa+ pb=p5b-a),
masrészCB = —c+b = —aa+ (1—- )b = —aa+ab = a(b—a).

Emiattﬁf | A@ igy valébarnC € e.
TovabbdAC = (B/a)C?, ahonnanABC) = 3/ a.
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Sulypont és osztéviszony

LegyenA ésB aze egyenes két kiillénbdzpontja,a ésb a
helyvektoraik.

Allitsuk el6 ac = aa + b kombinaciot, ahok + 3 = 1 ésa # 0.
LegyenC az a pont, amelyne&a helyvektora.

Tétel

Ekkor C € e és (ABC) = 3/« J
Bizonyitas:

EgyrésztAB =c—a=(a—1la+ pb=—pa+ pb=p5b-a),
masrészCB = —c+b = —aa+ (1- )b = —aa+ab = a(b—a).

Emiattﬁf | A@ igy valébarnC € e.
TovabbdAC = (B/a)C?, ahonnanABC) = 3/ a.
Kdvetkezmeény

Ha azA pont sulyan (# 0), aB pont sulyas, akkor e két pons
sulypontjara(ABS) = 3/« teljesul.



A sulyok csoportosithatésatulajdonsaga:

«Or «F»r <
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A sulyok csoportosithatésatulajdonsaga:
Példa:

Tekintslink harom pontot

egyenb (egységnyi) sulyokkal

«O» «Fr « =)

«= >

DA



A sulyok csoportosithatésatulajdonsaga:
Példa:

Tekintslink harom pontot

egyenb (egységnyi) sulyokkal.
Valasszunk kilon kedt

«O» «Fr « =)
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Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 5. ebadas 26/31

Sulypont

A sulyok csoportosithatosatulajdonsaga:

Példa:
Tekintslink harom pontot

egyenb (egységnyi) sulyokkal.
Valasszunk kilon keft és készitsik el
e ketb sulypontjat.
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Sulypont

A sulyok csoportosithatosatulajdonsaga:

Példa:
Tekintslink harom pontot
egyenb (egységnyi) sulyokkal.
2 Valasszunk kilon keft és készitsik el
e ketb sulypontjat.
Ezt a pontot most 2 egységnyi sullyal
kell ellatnunk, hogy helyettesitse
a kivalasztott két pontot.
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Sulypont

A sulyok csoportosithatosatulajdonsaga:

Példa:
Tekintslink harom pontot
egyenb (egységnyi) sulyokkal.

2 Valasszunk kilon keft és készitsik el
e ketb sulypontjat.
Ezt a pontot most 2 egységnyi sullyal
kell ellatnunk, hogy helyettesitse
a kivalasztott két pontot.
Készitsiik el a harmadik pontbdl és
ebtbl a kétszeres sulya pontbol
allé pontrendszer sulypontjat.
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Sulypont

A sulyok csoportosithatosatulajdonsaga:

Példa:
Tekintslink harom pontot

egyenb (egységnyi) sulyokkal.

2 Valasszunk kilon keft és készitsik el
e ketb sulypontjat.
Ezt a pontot most 2 egységnyi sullyal
kell ellatnunk, hogy helyettesitse
a kivalasztott két pontot.
Készitsiik el a harmadik pontbdl és
ebtbl a kétszeres sulya pontbol
allé pontrendszer sulypontjat.
igy az eredeti pontrendszer
sulypontjahoz jutunk.



A sulyok csoportosithatésatulajdonsaga:

«Or «F»r <
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A sulyok csoportosithatésatulajdonsaga:

Ha egy nem 0 6sszegii sulyokkal sulyozott pontrendszer

«O» «Fr « =)
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Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 5. ebadas 27/31

Sulypont

A sulyok csoportosithatosatulajdonsaga:

D
| @\Q

Ha egy nem 0 dsszeg( sulyokkal stlyozott pontrendszer pontjait
diszjunkt csoportokba soroljuk ugy, hogy egy-egy csoportban a
sulyok 6sszege nem 0O,
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Sulypont

A sulyok csoportosithatosatulajdonsaga:

Tétel

Ha egy nem 0 dsszeg( sulyokkal stlyozott pontrendszer pontjait
diszjunkt csoportokba soroljuk ugy, hogy egy-egy csoportban a
sulyok 6sszege nem 0, majd mindegyik csoportot helyettesitjik a
csoport sulypontjaval




Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 5. ebadas 27/31

Sulypont

A sulyok csoportosithatosatulajdonsaga:

Tétel

Ha egy nem 0 dsszeg( sulyokkal stlyozott pontrendszer pontjait
diszjunkt csoportokba soroljuk ugy, hogy egy-egy csoportban a
sulyok 6sszege nem 0, majd mindegyik csoportot helyettesitjik a
csoport sulypontjaval és ellatjuk a csoportban szérsfilyok
O0sszegével mint sullyal,
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Sulypont

A sulyok csoportosithatosatulajdonsaga:

Tétel

Ha egy nem 0 dsszeg( sulyokkal sulyozott pontrendszer pontjai
diszjunkt csoportokba soroljuk ugy, hogy egy-egy csoportban a
sulyok 6sszege nem 0, majd mindegyik csoportot helyettesitjik
csoport sulypontjaval és ellatjuk a csoportban szérsfilyok
0sszegével mint sullyal, akkor az igy nyert sulyozott pontrendszer
sulypontja



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 5. ebadas 27/31

Sulypont

A sulyok csoportosithatosatulajdonsaga:

Tétel

Ha egy nem 0 dsszeg( sulyokkal sulyozott pontrendszer pontjai
diszjunkt csoportokba soroljuk ugy, hogy egy-egy csoportban a
sulyok 6sszege nem 0, majd mindegyik csoportot helyettesitjik
csoport sulypontjaval és ellatjuk a csoportban szérsfilyok
0sszegével mint sullyal, akkor az igy nyert sulyozott pontrendszer
sulypontja azonos az eredeti pontrendszer sulypontjaval.



A sulyok csoportosithatésatulajdonsaga:

®

Miért igaz a tétel?

«Or «F»r «=)»
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A sulyok csoportosithatésatulajdonsaga:

Miért igaz a tétel?
belatni

Elegend egyetlen csoportnak a sulypontjaval toddrelyettesitésére

«O» «Fr « =)

«=>»
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Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 5. ebadas 28/31

Sulypont

A sulyok csoportosithatosatulajdonsaga:

®

Miért igaz a tétel?

Elegend egyetlen csoportnak a sulypontjaval toddrelyettesitésére
belatni (ugyanis ezt a |épést tdbbsz6r egymas utan alkalmazhatjuk).
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Sulypont

A sulyok csoportosithatosatulajdonsaga:

Miért igaz a tétel?

Elegend egyetlen csoportnak a sulypontjaval toddrelyettesitésére
belatni (ugyanis ezt a |épést tdbbsz6r egymas utan alkalmazhatjuk).

Adottak azA;, Ay, . . ., Ay pontok azag, ay, . . ., ap stlyokkal.
Legyenekay, ay, . . ., a, a pontok helyvektorai.



[m]
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Tegyuk fol, hogyas + ... + akx # 0 és képezziink
csoportot az efsk pontbol.

«Or «F»r «=)»
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Tegyuk fol, hogyas + ... + akx # 0 és képezziink
csoportot az efsk pontbol.
EzekS sulypontjanak helyvektora:
k k
¢~ (om) /(
i=1
[ ]

Sa)

i=1

DA



Vektorok alkalmazasai

Sulypont

Geometria 1, normalszint 5. ebadas 29/31

Tegyuk fol, hogyas + ... + ax # 0 és képezzink
csoportot az efsk pontbal.
EzekS sulypontjanak helyvektora:

_ (iaia)/(ﬁai).

Az S pont és a maradék; pontok alkotta rendszer
sulypontjanak hervektora:

(Ta)ee 3= an) /() +( 3 a))

j=k+1 i=1 j=k+1



Vektorok alkalmazasai

Sulypont

Geometria 1, normalszint 5. ebadas 29/31

Tegyuk fol, hogyas + ... + ax # 0 és képezzink
csoportot az efsk pontbal.
EzekS sulypontjanak helyvektora:

k k
£~ (3o0m) /(300)
i=1 i=1
Az S pont és a maradék; pontok alkotta rendszer
sulypontjanak helyvektora:

k n k n
((Zai)g+ S a,-aj-)/<(zai)+( > aj))
i j=k-+1 i=1 j=k+1
Ez val6éban megegyezik az eredﬁtiulyponjt

= (om) [ (20)

i=
helyvektoraval.



Példak a sulyok csoportositasara:
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L]

Példak a sulyok csoportositasara:
1
L]

Harom nem kollineéris pont sulypontja

«Or «F»r « =

Er» «E)»

DA



Példak a sulyok csoportositasara:

Harom nem kollineéris pont sulypontja

«Or «F»r « =

Er» «E)»
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Példak a sulyok csoportositasara:

Harom nem kollineéris pont sulypontja
harmadolja a haromszdg sulyvonalait.

«O>» 4 Fr «=r «=)>»
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Példak a sulyok csoportositasara:

Harom nem kollineéris pont sulypontja
Hasonl6an:

harmadolja a haromszdg sulyvonalait.

«O>» 4 Fr «=r «=)>»
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Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 5. ebadas

Sulypont

Példak a sulyok csoportositasara:

1
1 2 Harom nem kollinearis pont sulypontja
harmadolja a haromszdg sulyvonalait.
1
Hasonloan:
1 °
Négy nem egysikl pont sulypontja
‘1

e

ol

30/31



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 5. ebadas

Sulypont

Példak a sulyok csoportositasara:
1

1 2 Harom nem kollinearis pont sulypontja
harmadolja a haromszdg sulyvonalait.

Hasonl6an:
1

Négy nem egysikl pont sulypontja

30/31



Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 5. ebadas

Sulypont

Példak a sulyok csoportositasara:

1 L . .
1 2 Harom nem kollinearis pont sulypontja

harmadolja a haromszdg sulyvonalait.

Hasonl6an:
1

Négy nem egysikl pont sulypontja
negyedeli a tetraéder sulyvonalait.

30/31



Példak a sulyok csoportositasara:

«Or «F»r <

3

«= >

DA



Példak a sulyok csoportositasara:

Négy pontot haromféleképpen bonthatunk 2 pontra:
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Példak a sulyok csoportositasara:

Négy pontot haromféleképpen bonthatunk 2 pontra:

«O» «Fr « =)
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1

Példak a sulyok csoportositasara:
Négy pontot haromféleképpen bonthatunk 2 pontra:

«O» «Fr « =)
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Példak a sulyok csoportositasara:

Négy pontot haromféleképpen bonthatunk 2 pontra

7
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2 1

Példak a sulyok csoportositasara:
Négy pontot haromféleképpen bonthatunk 2 pontra:

«O» «Fr « =)
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Példak a sulyok csoportositasara:
Négy pontot haromféleképpen bonthatunk 2 pontra:

2
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Példak a sulyok csoportositasara:
Négy pontot haromféleképpen bonthatunk 2 pontra:

«O» «Fr « =)
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Példak a sulyok csoportositasara:

Négy pontot haromféleképpen bonthatunk 2 pontra:

Kdvetkezmények sikban:

«O» «Fr « =
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Vektorok alkalmazasai Geometria 1, normalszint 5. ebadas 31/31

Sulypont

Példak a sulyok csoportositasara:
Négy pontot haromféleképpen bonthatunk 2 pontra:

Kovetkezmeények sikban:

A négysz6g szemkdzti oldalfelépontjait,
illetve az atlok feledpontjait 6sszekdt
szakaszoknak k6zos a fetgmntja (a
csucsok sulypontja).
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Sulypont

Példak a sulyok csoportositasara:
Négy pontot haromféleképpen bonthatunk 2 pontra:

Kovetkezmeények sikban:
A négysz6g szemkdzti oldalfelépontjait,
illetve az atlok feledpontjait 6sszekdt

szakaszoknak k6zos a fetgmntja (a
csucsok sulypontja).

térben:
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Sulypont

Példak a sulyok csoportositasara:
Négy pontot haromféleképpen bonthatunk 2 pontra:

Kovetkezmeények sikban:

A négysz6g szemkdzti oldalfelépontjait,
illetve az atlok feledpontjait 6sszekdt
szakaszoknak k6zos a fetgmntja (a
csucsok sulypontja).

térben:

A tetraéder szemkozti élfelézpontjait
Osszekdb szakaszoknak kdzos a fefgmontja
(a sulypont).

v



