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o Alapfogalmak (térelemek és viszonyaik)
e Transzformaciok

o Fontosabb geometriai alakzatok
@ Vektorgeometria

o Koordinatak és vektorok

e \ektorok szorzasa

o Vektorok alkalmazasai

o Sokszogek és konvex sokszdgek

o Konvex poliéderek, szabalyos poliéderek
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Rdgzitsunk egy Descartes-féle koordinatarendszert.
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Rdgzitsunk egy Descartes-féle koordinatarendszert.
Az a= (a3, ap, ag) ésb = (b, by, bg) vektorok
skaléris szorzan az

ab = ajb; + ayby + agbs
szanot értjik.
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Rdgzitsunk egy Descartes-féle koordinatarendszert.
Az a= (a3, ap, ag) ésb = (b, by, bg) vektorok
skaléris szorzan az

ab = ajb; + ayby + agbs
szanot értjik.
Megjegyzések:

«O» «Fr « =

DA




Vektorok szorzasa Geometria 1, normalszint 4. ebadas 3/26

Skalaris szorzat

RoOgzitsiink egy Descartes-féle koordinatarendszert.
Definicio

Az a = (a1, ap, ag) ésb = (by, by, bs) vektorok
skaléris szorzan az

ab = a;by + aby + agbs

szanot értjuk.

Megjegyzések:
@ Szokésos jeldléselab = a-b = (a,b) = (a, b).



Vektorok szorzasa Geometria 1, normalszint 4. ebadas 3/26

Skalaris szorzat

RoOgzitsiink egy Descartes-féle koordinatarendszert.
Definicio

Az a = (a1, ap, ag) ésb = (by, by, bs) vektorok
skaléris szorzan az

ab = ajb; + axh, + agbs

szanot értjik.

Megjegyzések:
@ Szokésos jeldléselab = a-b = (a,b) = (a, b).
o A skalaris szorzat sikbeli vektorok kérében is értelmezve van
(specialis esetként is felfoghat@b = a;b; + azbs.



Vektorok szorzasa Geometria 1, normalszint 4. ebadas 3/26

Skalaris szorzat

RoOgzitsiink egy Descartes-féle koordinatarendszert.
Definicio

Az a = (a1, ap, ag) ésb = (by, by, bs) vektorok
skaléris szorzan az

ab = ajb; + axh, + agbs

szanot értjik.

Megjegyzések:
@ Szokésos jeldléselab = a-b = (a,b) = (a, b).
o A skalaris szorzat sikbeli vektorok kérében is értelmezve van
(specialis esetként is felfoghat@b = a;b; + azbs.

o A koordinatazott egyenesen a vektorok skalaris szorzata
ugyanaz, mint a szamok (k6zénséges értelemben vett) szorzata.



Miveleti tulajdonsagok:
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Miveleti tulajdonsagok:

ba
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Miveleti tulajdonsagok:

ab = ba
A(ab) =

(Aa)b =

a(Ab)

[m]
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Miveleti tulajdonsagok:

ab = ba
A(@b) = (Aa)b = a(\b)
(a+d)b = ab+ab

«0O0)>» «F» «=>»
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Miveleti tulajdonsagok:

ab = ba
Aab) = (M\a)b =
(a+d)b = ab+ab

a(Ab)

2
aa = |a

[m]

AEFr « =
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Miveleti tulajdonsagok:

ab = ba
A(ab)

(Aa)b =
(a+d)b = ab+ab

a(\b)

aa = |a|2
(Megjegyzésaa helyett hasznaljuk aa® irasmodot is
Tehata? = |a|2.)

DA



Vektorok szorzasa Geometria 1, normalszint 4. ebadas 426

Skalaris szorzat

Muveleti tulajdonsagok:

ab = ba

A(ab) = (Aa)b = a(Ab)
(a+ad)b = ab+ab

aa = |a}2
(Megjegyzésaa helyett hasznaljuk aa® irasmodot is.
Tehata? = \a\z.)
Mindegyik tulajdonsag kozvetlenil kovetkezik a koordinatas
felirdsbdl.



Vektorok szorzasa Geometria 1, normalszint 4. ebadas 426

Skalaris szorzat

Muveleti tulajdonsagok:

ab = ba

A(ab) = (Aa)b = a(Ab)
(a+ad)b = ab+ab

aa = |a}2
(Megjegyzésaa helyett hasznaljuk aa® irasmodot is.
Tehata? = \a\z.)
Mindegyik tulajdonsag kozvetlenil kovetkezik a koordinatas

felirasbol.
Példaul:

(a+a)b =



Vektorok szorzasa Geometria 1, normalszint 4. ebadas 426

Skalaris szorzat

Muveleti tulajdonsagok:

ab = ba

A(ab) = (Aa)b = a(Ab)
(a+ad)b = ab+ab

aa = |a}2
(Megjegyzésaa helyett hasznaljuk aa® irasmodot is.
Tehata? = \a\z.)
Mindegyik tulajdonsag kozvetlenil kovetkezik a koordinatas

felirasbol.
Példaul:

(@a+ad)b = (ap+a))by+ (az + a5)by + (ag + a5)bs



Vektorok szorzasa Geometria 1, normalszint 4. ebadas 426

Skalaris szorzat

Muveleti tulajdonsagok:

ab = ba
A(ab) = (Aa)b = a(Ab)
(a+ad)b = ab+ab
aa = |a}2

(Megjegyzésaa helyett hasznaljuk aa® irasmodot is.
Tehata? = \a\z.)
Mindegyik tulajdonsag kozvetlenil kovetkezik a koordinatas
felirdsbdl.
Példaul:
(a+a)b = (a1+aj)bs+ (a2 + a)bp + (ag + a5)bs
= (aiby + aghy + aghs) + (ajbs + abby + agbs)



Vektorok szorzasa Geometria 1, normalszint 4. ebadas

Skalaris szorzat

Mveleti tulajdonsagok:

ab = ba

A(ab) = (Aa)b = a(Ab)
(a+d)b = ab+ab

aa = |a}2
(Megjegyzésaa helyett hasznaljuk aa® irasmodot is.
Tehata? = \a\z.)
Mindegyik tulajdonsag kozvetlenil kovetkezik a koordinatas
felirdsbdl.
Példaul:

(a+a)b = (ar+ay)bi+ (a2 +ay)by + (az + a5)bs
= (aiby + aghy + aghs) + (ajbs + abby + agbs)
ab+ab

4/26



A skalaris szorzat geometriai jellemzése:
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A skalaris szorzat geometriai jellemzése:

Ha aza ésb vektoroky szdget zarnak be, akkor

ab = |a - |b]| - cosp.
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A skalaris szorzat geometriai jellemzése:

ab = |a - |b]| - cosp.
Bizonyitas:

Ha aza ésb vektoroky szdget zarnak be, akkor
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A skalaris szorzat geometriai jellemzése:

Ha aza ésb vektoroky szdget zarnak be, akkor

ab = |a - |b]| - cosp.

Kuldnvalasztjuk aa || b ésa } b eseteket.

Bizonyitas:

«O» «Fr « =)
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A skalaris szorzat geometriai jellemzése:

Ha aza ésb vektoroky szdget zarnak be, akkor

ab = |a - |b]| - cosp.

Kuldnvalasztjuk aa || b ésa } b eseteket.
1. esetal b

Bizonyitas:

«O» «Fr « =)

«=>»

DA



A skalaris szorzat geometriai jellemzése:

Ha aza ésb vektoroky szdget zarnak be, akkor
ab = |a - |b]| - cosp.

Bizonyitas:

Kuldnvalasztjuk aa || b ésa } b eseteket.
1. esetal b

Ekkorb = A\avalamilyen\ € R skalarral,

«O» «Fr «=)»r 4
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Vektorok szorzasa Geometria 1, normalszint 4. ebadas 5/26

Skalaris szorzat

A skaléaris szorzat geometriai jellemzése:

Tétel

Ha aza ésb vektoroky szdget zarnak be, akkor
ab = |al - |b| - cosep.

Bizonyitas:

Kulonvélasztjuk aza || b ésa }f b eseteket.
1. esetal b

Ekkorb = Xavalamilyen\ € R skalarral, és igyb| = || - |a].



Vektorok szorzasa Geometria 1, normalszint 4. ebadas 5/26

Skalaris szorzat

A skaléaris szorzat geometriai jellemzése:

Tétel
Ha aza ésb vektoroky szdget zarnak be, akkor
ab = |al - |b| - cosep.

Bizonyitas:

Kulonvélasztjuk aza || b ésa }f b eseteket.

1. esetal b

Ekkorb = Xavalamilyen\ € R skalarral, és igyb| = || - |a].

e Ha\ > 0, akkorp =0



Vektorok szorzasa Geometria 1, normalszint 4. ebadas 5/26

Skalaris szorzat

A skaléaris szorzat geometriai jellemzése:

Tétel
Ha aza ésb vektoroky szdget zarnak be, akkor
ab = |al - |b| - cosep.

Bizonyitas:

Kulonvélasztjuk aza || b ésa }f b eseteket.

1. esetal b

Ekkorb = Xavalamilyen\ € R skalarral, és igyb| = || - |a].

@ Ha\ > 0, akkorp = 0 és cos = 1.



Vektorok szorzasa Geometria 1, normalszint 4. ebadas 5/26

Skalaris szorzat

A skaléaris szorzat geometriai jellemzése:

Tétel
Ha aza ésb vektoroky szdget zarnak be, akkor
ab = |al - |b| - cosep.

Bizonyitas:

Kulonvélasztjuk aza || b ésa }f b eseteket.

1. esetal b

Ekkorb = Xavalamilyen\ € R skalarral, és igyb| = || - |a].

@ Ha\ > 0, akkorp = 0 és cos = 1.
Ezért ekkor valéban
ab =



Vektorok szorzasa Geometria 1, normalszint

Skalaris szorzat

A skaléaris szorzat geometriai jellemzése:

Tétel
Ha aza ésb vektoroky szdget zarnak be, akkor
ab = |al - |b| - cosep.

Bizonyitas:
Kulonvélasztjuk aza || b ésa }f b eseteket.
1. esetal b

4. ebadas

Ekkorb = Xavalamilyen\ € R skalarral, és igyb| = || - |a].

@ Ha\ > 0, akkorp = 0 és cos = 1.
Ezért ekkor valoban
ab = a(\a)

5/26



Vektorok szorzasa Geometria 1, normalszint

Skalaris szorzat

A skaléaris szorzat geometriai jellemzése:

Tétel
Ha aza ésb vektoroky szdget zarnak be, akkor
ab = |al - |b| - cosep.

Bizonyitas:
Kulonvélasztjuk aza || b ésa }f b eseteket.
1. esetal b

4. ebadas

Ekkorb = Xavalamilyen\ € R skalarral, és igyb| = || - |a].

@ Ha\ > 0, akkorp = 0 és cos = 1.
Ezért ekkor valoban
ab = a(\a) = A&’

5/26



Vektorok szorzasa Geometria 1, normalszint 4. ebadas 5/26

Skalaris szorzat

A skaléaris szorzat geometriai jellemzése:

Tétel
Ha aza ésb vektoroky szdget zarnak be, akkor
ab = |al - |b| - cosep.

Bizonyitas:

Kulonvélasztjuk aza || b ésa }f b eseteket.

1. esetal b

Ekkorb = Xavalamilyen\ € R skalarral, és igyb| = || - |a].

@ Ha\ > 0, akkorp = 0 és cos = 1.
Ezért ekkor valoban
ab = a(\a) = xa® = |A|-]a]* 1



Vektorok szorzasa Geometria 1, normalszint 4. ebadas 5/26

Skalaris szorzat

A skaléaris szorzat geometriai jellemzése:

Tétel

Ha aza ésb vektoroky szdget zarnak be, akkor
ab = |al - |b| - cosep.

Bizonyitas:

Kulonvélasztjuk aza || b ésa }f b eseteket.
1. esetal b

Ekkorb = Xavalamilyen\ € R skalarral, és igyb| = || - |a].

@ Ha\ > 0, akkorp = 0 és cos = 1.
Ezért ekkor valoban
ab = a(\a) = xa® = |A|-]a® 1 =
= [+ (|]A[-[a]) - cosp



Vektorok szorzasa Geometria 1, normalszint 4. ebadas 5/26

Skalaris szorzat

A skaléaris szorzat geometriai jellemzése:

Tétel

Ha aza ésb vektoroky szdget zarnak be, akkor
ab = |al - |b| - cosep.

Bizonyitas:

Kulonvélasztjuk aza || b ésa }f b eseteket.
1. esetal b

Ekkorb = Xavalamilyen\ € R skalarral, és igyb| = || - |a].

@ Ha\ > 0, akkorp = 0 és cos = 1.
Ezért ekkor valoban
ab = a(\a) = xa® = |A|-]a® 1 =
= [ (|]A[-[a]) -cosp =
= |a|-|b| - cosep.



Vektorok szorzasa Geometria 1, normalszint 4. ebadas 6/26

Skalaris szorzat

A skaléaris szorzat geometriai jellemzése:

Tétel
Ha aza ésb vektoroky szdget zarnak be, akkor
ab = |al - |b| - cosep.

Bizonyitas:

Kulonvélasztjuk aza || b ésa }f b eseteket.

1. esetal b

Ekkorb = Xavalamilyen\ € R skalarral, és igyb| = || - |a].

@ Ha pedig\ < 0, akkory = 7



Vektorok szorzasa Geometria 1, normalszint 4. ebadas 6/26

Skalaris szorzat

A skaléaris szorzat geometriai jellemzése:

Tétel
Ha aza ésb vektoroky szdget zarnak be, akkor
ab = |al - |b| - cosep.

Bizonyitas:

Kulonvélasztjuk aza || b ésa }f b eseteket.

1. esetal b

Ekkorb = Xavalamilyen\ € R skalarral, és igyb| = || - |a].

o Ha pedig) < 0, akkory = 7 és cosp = —1.



Vektorok szorzasa Geometria 1, normalszint 4. ebadas 6/26

Skalaris szorzat

A skaléaris szorzat geometriai jellemzése:

Tétel
Ha aza ésb vektoroky szdget zarnak be, akkor
ab = |al - |b| - cosep.

Bizonyitas:

Kulonvélasztjuk aza || b ésa }f b eseteket.

1. esetal b

Ekkorb = Xavalamilyen\ € R skalarral, és igyb| = || - |a].

o Ha pedig) < 0, akkory = 7 és cosp = —1.
Ekkor is
ab =



Vektorok szorzasa Geometria 1, normalszint 4. ebadas 6/26

Skalaris szorzat

A skaléaris szorzat geometriai jellemzése:

Tétel
Ha aza ésb vektoroky szdget zarnak be, akkor
ab = |al - |b| - cosep.

Bizonyitas:
Kulonvélasztjuk aza || b ésa }f b eseteket.
1. esetal b
Ekkorb = Xavalamilyen\ € R skalarral, és igyb| = || - |a].
o Ha pedig) < 0, akkory = 7 és cosp = —1.
Ekkor is
ab = a(\a)



Vektorok szorzasa Geometria 1, normalszint 4. ebadas 6/26

Skalaris szorzat

A skaléaris szorzat geometriai jellemzése:

Tétel
Ha aza ésb vektoroky szdget zarnak be, akkor
ab = |al - |b| - cosep.

Bizonyitas:
Kulonvélasztjuk aza || b ésa }f b eseteket.
1. esetal b
Ekkorb = Xavalamilyen\ € R skalarral, és igyb| = || - |a].
o Ha pedig) < 0, akkory = 7 és cosp = —1.
Ekkor is
ab = a(l\a) = A&



Vektorok szorzasa Geometria 1, normalszint 4. ebadas 6/26

Skalaris szorzat

A skaléaris szorzat geometriai jellemzése:

Tétel
Ha aza ésb vektoroky szdget zarnak be, akkor
ab = |al - |b| - cosep.

Bizonyitas:
Kulonvélasztjuk aza || b ésa }f b eseteket.
1. esetal b
Ekkorb = Xavalamilyen\ € R skalarral, és igyb| = || - |a].
o Ha pedig) < 0, akkory = 7 és cosp = —1.
Ekkor is
ab = a(la) = xa® = |A| \a\z (~1)



Vektorok szorzasa Geometria 1, normalszint 4. ebadas 6/26

Skalaris szorzat

A skaléaris szorzat geometriai jellemzése:

Tétel

Ha aza ésb vektoroky szdget zarnak be, akkor
ab = |al - |b| - cosep.

Bizonyitas:

Kulonvélasztjuk aza || b ésa }f b eseteket.
1. esetal b

Ekkorb = Xavalamilyen\ € R skalarral, és igyb| = || - |a].

o Ha pedig) < 0, akkory = 7 és cosp = —1.
Ekkor is

b~ a0a) = & = [\] [ (1) -
~ ol (] [a) - cos;



Vektorok szorzasa

Geometria 1, normalszint 4. ebadas 6/26

Skalaris szorzat

A skaléaris szorzat geometriai jellemzése:

Tétel

Ha aza ésb vektoroky szdget zarnak be, akkor
ab = |al - |b| - cosep.

Bizonyitas:

Kulonvélasztjuk aza || b ésa }f b eseteket.
1. esetal b

Ekkorb = Xavalamilyen\ € R skalarral, és igyb| = || - |a].

o Ha pedig) < 0, akkory = 7 és cosp = —1.
Ekkor is

ab = a(la) = xa® = |)||a \ (—1)
= Ja (] -[a) - cos =
= |a|-|b] - cose.



2. eSet:aH b
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2.esetajfb
Ekkor a ésb haromszoéget feszit ki:

b

b\a
¢
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2.esetajfb
Ekkor a ésb haromszoéget feszit ki:

b

b\a
¢

Alkalmazzuk a koszinusztételt:

«O» «Fr « =)
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2.esetajfb
Ekkor a ésb haromszoéget feszit ki:

b b
¢

a
Alkalmazzuk a koszinusztételt:

|b—a\2 = |a|2+ |b\2— 2-|a| - |b| - cosy

DA



2.esetajfb

Ekkor a ésb haromszoéget feszit ki:

b

N

Q
¢

a
Alkalmazzuk a koszinusztételt:

|b—a\2 = |a|2+ |b\2— 2-|a| - |b| - cosy
(b—a)(b—a)



2.esetajfb

Ekkor a ésb haromszoéget feszit ki:

b

N

Q
¢

a
Alkalmazzuk a koszinusztételt:

|b—a\2 = |a|2+ |b\2— 2-|a| - |b| - cosy
(b—a)(b—a)
bb —ab - ba+ aa



2.esetajfb

Ekkor a ésb haromszoéget feszit ki:

b b
¢

a
Alkalmazzuk a koszinusztételt:

|b—a\2 = |a|2+ |b\2— 2-|a| - |b| - cosy
(b—a)(b—a)
bb —ab - ba+ aa

|b|2 —2ab+ |a\2

DA



Vektorok szorzasa Geometria 1, normalszint 4. ebadas 7126

Skalaris szorzat

2. esetalfb
Ekkor a ésb haromszoéget feszit ki:

b b,
¢

a
Alkalmazzuk a koszinusztételt:
|b— a\z = \a\2+ ]b\z —2-|a| - |b| - cosy
(b—a)(b—a)
bb —ab—ba+ aa
\b|2 —2ab+ \a\z
ab = |a|-|b|-cosp



A skalaris szorzat geometriai jellemzése:

Ha aza ésb vektoroky szdget zarnak be, akkor

ab=|a| - |b| - cosp.
Megjegyzések:

«O» «Fr « =)

«=>»

DA



A skalaris szorzat geometriai jellemzése:

Ha aza ésb vektoroky szdget zarnak be, akkor

ab=|a| - |b| - cosp.
Megjegyzések:

o A tételben implicite feltettiik, hogg # 0 ésb # 0

«O» «Fr « =

DA



Vektorok szorzasa Geometria 1, normalszint 4. ebadas 8/26

Skalaris szorzat

A skaléaris szorzat geometriai jellemzése:
Tétel
Ha aza ésb vektoroky szdget zarnak be, akkor

ab = |a| - |b| - cosep.

Megjegyzések:
o A tételben implicite feltettik, hogg # 0 ésb # 0 (ui. kilonben
nem beszélhetnénk@szogol).



Vektorok szorzasa Geometria 1, normalszint 4. ebadas

Skalaris szorzat

A skaléaris szorzat geometriai jellemzése:

Tétel
Ha aza ésb vektoroky szdget zarnak be, akkor

ab = |a| - |b| - cosep.

Megjegyzések:
o A tételben implicite feltettik, hogg # 0 ésb # 0 (ui. kilonben

nem beszélhetnénkw@szogbl). Szokas a tételbe beleérteni az
a = 0vagyb = O eseteket is:

8/26



Vektorok szorzasa Geometria 1, normalszint 4. ebadas

Skalaris szorzat

A skaléaris szorzat geometriai jellemzése:

Tétel
Ha aza ésb vektoroky szdget zarnak be, akkor

ab = |a| - |b| - cosep.

Megjegyzeések:
o A tételben implicite feltettik, hogg # 0 ésb # 0 (ui. kilonben
nem beszélhetnénkw@szogbl). Szokas a tételbe beleérteni az
a = 0vagyb = O eseteket is:
bary nincs meghatarozva, a jobb oldal mé@irak tekinthed,

8/26



Vektorok szorzasa Geometria 1, normalszint 4. ebadas 8/26

Skalaris szorzat

A skaléaris szorzat geometriai jellemzése:

Tétel
Ha aza ésb vektoroky szdget zarnak be, akkor

ab = |a| - |b| - cosep.

Megjegyzések:
o Atételben implicite feltettiik, hogg # 0 ésb = 0 (ui. kildnben
nem beszélhetnénkw@szogbl). Szokas a tételbe beleérteni az
a = 0vagyb = O eseteket is:
bary nincs meghatarozva, a jobb oldal mé@irak tekinthed,
hiszen a ténydk kozott szerepel a 0 szam.



Vektorok szorzasa Geometria 1, normalszint 4. ebadas

Skalaris szorzat

A skaléaris szorzat geometriai jellemzése:

Tétel
Ha aza ésb vektoroky szdget zarnak be, akkor

ab = |a| - |b| - cosep.

Megjegyzések:
o Atételben implicite feltettiik, hogg # 0 ésb = 0 (ui. kildnben
nem beszélhetnénkw@szogbl). Szokas a tételbe beleérteni az
a = 0vagyb = 0 eseteket is:
bary nincs meghatarozva, a jobb oldal mé@irak tekinthed,
hiszen a ténydk kozott szerepel a 0 szam.

e Azab=|al - |b| - cosy formulat gyakran a skalaris szorzat
definicidjaként hasznaljak.

8/26



A geometriai jellemzés kovetkezményei:

«Or «F»r <

>

«= >

DA



A geometriai jellemzés kdvetkezményei:

A skaléris szorzat értéke nem fligg a (Descartes-féle)
koordinatarendszer valasztasatol.

«O» «Fr o«

Er» «E>»

DA
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Skalaris szorzat
A geometriai jellemzés kbvetkezményei:

1. Kdvetkezmeény

A skalaris szorzat értéke nem fligg a (Descartes-féle)
koordinatarendszer valasztasatol.

2. Kovetkezmény
Koordinataikkal adott vektorok szége kiszamolhat6 a
ab

cos(a,b)< = al - o]

képlet hasznélataval.
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Skalaris szorzat
A geometriai jellemzés kbvetkezményei:

1. Kdvetkezmeény

A skalaris szorzat értéke nem fligg a (Descartes-féle)
koordinatarendszer valasztasatol.

2. Kovetkezmény
Koordinataikkal adott vektorok szége kiszamolhat6 a

ab
COS(a, b)<[ = W

képlet hasznélataval.

3. Kbvetkezmény

ab=0 < a.lb



Osszetedjére:

Képletet kaphatunk vektornak adott vektorral parhuzamos

«O» «Fr « =)

«= >

DA



Képletet kaphatunk vektornak adott vektorral parhuzamos
Osszetedjére:

«O» «Fr « =)

«= >

DA



Osszetedjére:

Képletet kaphatunk vektornak adott vektorral parhuzamos

Vm
Itt vp = Aavalamilyen) € R skalarral.

«O» «Fr « =)

« =

>

DA



Osszetedjére:

Képletet kaphatunk vektornak adott vektorral parhuzamos

Vm

Itt vp = Aavalamilyen) € R skalarral.
El6szor meghatarozzukt:

«O» «Fr « =)

DA



Osszetedjére:

Képletet kaphatunk vektornak adott vektorral parhuzamos

Vm
Itt vp = Aavalamilyen) € R skalarral.
El6szor meghatarozzukt:

av = avp-+ avm,

«O» «Fr « =)

<

DA



Osszetedjére:

Képletet kaphatunk vektornak adott vektorral parhuzamos

Vm
Itt vp = Aavalamilyen) € R skalarral.
El6szor meghatarozzukt:

av =

avp +avm, avm=0

«O» «Fr « =)

<

DA



Osszetedjére:

Képletet kaphatunk vektornak adott vektorral parhuzamos

Vm

Itt vp = Aavalamilyen) € R skalarral.
El6szor meghatarozzukt:

av = avp+ avm,
av = a(\a) = \a’

avn =0

<0

3

AEF»r « =

DA



Osszetedjére:

Képletet kaphatunk vektornak adott vektorral parhuzamos

Vm

Itt vp = Aavalamilyen) € R skalarral.

El6szor meghatarozzukt:

\'
av
av

A

Vp +Vm

avp + avm,
a(\a) = \a?
av

22

avn =0

<0

3

AEF»r « =

DA



Tehat ittvy, = A\a, ahol A =

av

«Or «F»r «=)»

«= >

DA



Vm
o av
Tehatittvp = Aa, ahol A = —
a
Ezzel:
_av
Vp=-a

Specidlis eset: ha = e egységvektor, akkor

«O» «Fr «=)»r 4

DA



Vm
o av
Tehatittvp = Aa, ahol A = —
a
Ezzel:
_av
Vp=-a

Specidlis eset: ha = e egységvektor, akkor

vp = (evje

«O» «Fr « =)

<

DA



[m]

DHa



Rdgzitsunk egy Descartes-féle koordinatarendszert.

«Or «F»r « =

Er» «E)»

DA



Rdgzitsunk egy Descartes-féle koordinatarendszert.
Az a= (a3, ap, ag) ésb = (b, by, bg) vektorok
vektoridlis szorzdtn az

vektott értjik.

ax b= (abs —aghy, aghy — arbs, a;h, — azhy)

«0»

AEFr « =

DA




Rdgzitsunk egy Descartes-féle koordinatarendszert.
Az a= (a3, ap, ag) ésb = (b, by, bg) vektorok
vektoridlis szorzdtn az
vektott értjik.

Megjegyzés:

ax b= (abs —aghy, aghy — arbs, a;h, — azhy)

o>

AEFr « =

DA
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Vektorialis szorzat

RoOgzitsiink egy Descartes-féle koordinatarendszert.
Definicio

Az a = (a1, ap, ag) ésb = (by, by, bs) vektorok
vektoridlis szorzan az

ax b= (ahs—aghy, aghy — aibs, ajh, — azhy )

vektott értjik.

Megjegyzés:
A vektoridlis szorzast csak térben értelmezzik; ennek a miiveletnek
sikbeli megfelddje nincs.



ax b= (abs—azby, asby — ajbz, ayby — azby)

[m]

AEF»r « =

DA



Eszrevétel:

ax b= (abs—azby, asby — ajbz, ayby — azby)

)

«Or «F»r «=)»

«= >

DA



Eszrevétel:

ax b= (ahs—aghy, aghy — aibz, ajh, —azby) J
_ 2 & a4 & a
aXb_<b2b3’ by b

a
)

b

b1

)

«“F

DA



Eszrevétel:

ax b= (abs—azby, asby — ajbz, ayby — azby) J
_ 2 & a4 & a & _
axb = < bo bz |’ by bz |’ | by b ) B
a ag | . ay ag a a

by bs | ' by bs | I by by | K

DA



Eszrevétel:

ax b= (abs —aghy, aghy — arbs, ajh, — azhy) J
_ 2 & a4 & a & _
a><b_<b2b37 b1b3’b1b2)_
aQ az | . a ag a & _
by bs || by by | VT by by | KT
i i K
= |a & &
bi by b

DA
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Vektorialis szorzat

ax b= (abs —aghy, aghy — arbs, ajh, — azhy) J
Eszrevétel:
(e a| |a al| |a al) _
axb = ( b bg|” | b1 by | | b1 by ) B

o a ag i a ag r a, ap _ _

‘b2b3 by b | by by | K
i ik

= da dy ag
b1 by bs

Megjegyzés:
A determinansos alak a vektorialis szorzat koordinatdaliasanak
a legkdnnyebben megjegyezbetltozata.



i ]k
A= | & &y

[m]

(S =

SHac



i j k
axb=|a a a3
b1 by

bs
Muveleti tulajdonsagok

«O» «Fr « =)

«= >

DA



i j k

axb=|a a a3
by by

tulajdonsagaibdl):

bs
Muveleti tulajdonsagok (roégton kdvetkeznek a determinans

«O» «Fr « =

DA



i j k
axb=|a a a3
07)

by bs
Muveleti tulajdonsagok (roégton kdvetkeznek a determinans
tulajdonsagaibdl):

axb

—bxa

«O» «Fr « =

DA



i j k
axb=|a a a3

by by bs
Muveleti tulajdonsagok (roégton kdvetkeznek a determinans

tulajdonsagaibdl):

axb

—bxa
AMaxb)

(Aa) x b = ax (Ab)

DA



ik
a ay ag
b1 by bz

axb=

Muveleti tulajdonsagok (roégton kdvetkeznek a determinans
tulajdonsagaibdl):

axb
AMaxb)

= —bxa

(Aa) x b = ax (Ab)
(a+d)xb = axb+axb

DA



Vektorok szorzasa Geometria 1, normalszint 4. ebadas

Vektorialis szorzat

i ]k
a ay ag
by by bs

axb=

Miveleti tulajdonsagok (régtdon kévetkeznek a determinans
tulajdonsagaibdl):

axb = —bxa
AMaxb) = (Aa)xb = ax(Ab)
(@a+d)xb = axb+adxhb

ax(b+b) = axb+axb

14/26
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Vektorialis szorzat

i ]k
a ay ag
by by bs

axb=

Miveleti tulajdonsagok (régtdon kévetkeznek a determinans
tulajdonsagaibdl):

axb = —bxa
AMaxb) = (Aa)xb = ax(Ab)
(@a+d)xb = axb+adxhb

ax(b+b) = axb+axb

Eszrevétela x a= 0,



Vektorok szorzasa

Vektorialis szorzat

axb=

Geometria 1, normalszint 4. ebadas

i ]k
a ay ag
by by bs

Miveleti tulajdonsagok (régtdon kévetkeznek a determinans

tulajdonsagaibdl):

axb =
AMaxb) =
(a+d)xb =
ax (b+b) =

Eszrevétela x a = 0,
sot,a || b eseténis x b = 0.

—bxa
(Aa) x b = ax (Ab)
axb+axb

axb+axb

14/26



A vektoridlis szorzat geometriai jellemzése:

«Or «F»r « =

>

«= >

DA



A vektoridlis szorzat geometriai jellemzése:
Tegyik fel, hogy aa ésb vektorok nem parhuzamosak ¢széget
zarnak be. Ekkor:

«O» «Fr « =)

<

DA
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Vektorialis szorzat

A vektorialis szorzat geometriai jellemzése:

Tétel

Tegyk fel, hogy aza ésb vektorok nem parhuzamosak @szdget
zarnak be. Ekkor:

() ax b merleges aa ésb altal kifeszitett sikra;




Vektorok szorzasa Geometria 1, normalszint 4. ebadas

Vektorialis szorzat

A vektorialis szorzat geometriai jellemzése:

Tétel

Tegyk fel, hogy aza ésb vektorok nem parhuzamosak @szdget
zarnak be. Ekkor:

() ax b merleges aa ésb altal kifeszitett sikra;
(i) |axb| = |a|-|b|-siny;

15/26
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Vektorialis szorzat

A vektorialis szorzat geometriai jellemzése:

Tétel

Tegyk fel, hogy aza ésb vektorok nem parhuzamosak @szdget
zarnak be. Ekkor:

() ax b merleges aa ésb altal kifeszitett sikra;
(i) |axb| = |a|-|b|-siny;
(i) a, b, a x b (ebben a sorrendben) jobbsodrasu bazist alkotnak.
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Vektorialis szorzat

A vektorialis szorzat geometriai jellemzése:

Tétel

Tegyk fel, hogy aza ésb vektorok nem parhuzamosak @szdget
zarnak be. Ekkor:

() ax b merleges aa ésb altal kifeszitett sikra;
(i) |axb| = |a|-|b|-siny;
(i) a, b, a x b (ebben a sorrendben) jobbsodrasu bazist alkotnak.

Megjegyzések (bizonyitasdt):
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Vektorialis szorzat

A vektorialis szorzat geometriai jellemzése:

Tétel

Tegyk fel, hogy aza ésb vektorok nem parhuzamosak @szdget
zarnak be. Ekkor:

() ax b merleges aa ésb altal kifeszitett sikra;
(i) |axb| = |a|-|b|-siny;
(i) a, b, a x b (ebben a sorrendben) jobbsodrasu bazist alkotnak.

Megjegyzések (bizonyitasdt):
o A (ii) egyenloség fenndlh || b esetén is.
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Vektorialis szorzat

A vektorialis szorzat geometriai jellemzése:

Tétel

Tegyk fel, hogy aza ésb vektorok nem parhuzamosak @szdget
zarnak be. Ekkor:

() ax b merleges aa ésb altal kifeszitett sikra;
(i) |axb| = |a|-|b|-siny;
(i) a, b, a x b (ebben a sorrendben) jobbsodrasu bazist alkotnak.

Megjegyzések (bizonyitasdt):
o A (ii) egyenloség fenndlh || b esetén is.

o Az a}f b esetben az (i), (ii), (iii) tulajdonsagok
egyértelmiien meghatarozzakaaz b vektort,
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Vektorialis szorzat

A vektorialis szorzat geometriai jellemzése:

Tétel

Tegyk fel, hogy aza ésb vektorok nem parhuzamosak @szdget
zarnak be. Ekkor:

() ax b merleges aa ésb altal kifeszitett sikra;
(i) |axb| = |a|-|b|-siny;
(i) a, b, a x b (ebben a sorrendben) jobbsodrasu bazist alkotnak.

Megjegyzések (bizonyitasdt):
o A (ii) egyenloség fenndlh || b esetén is. axb
o Az a}f b esetben az (i), (ii), (iii) tulajdonsagok
egyértelmiien meghatarozzakaaz b vektort, b
ezért ezela x b definicidjaul is szolgalhatnak.



«O» «Fr «=»r «E>»

va



Bizonyitas:

() a x b meBleges aa ésb altal kifeszitett sikra.

«O» «Fr « =)

«= >

DA



Bizonyitas:

() a x b meBleges aa ésb altal kifeszitett sikra.

Elég ellerdrizni, hogya x b meBleges aza ésb vektorokra.

«O» «Fr « =)

« =

>

DA



Bizonyitas:

() a x b meBleges aa ésb altal kifeszitett sikra.

Elég ellerdrizni, hogya x b meBleges aza ésb vektorokra.
Ehhez elég belatni, hoga x b)a= (a x b)b = 0.

«O» «Fr «=)»r 4

DA
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Vektorialis szorzat

Bizonyitas:
() a x b meBleges aa ésb altal kifeszitett sikra. )
Elég ellerrizni, hogya x b meibleges aa ésb vektorokra.

Ehhez elég belatni, hogya x b)a= (a x b)b = 0.

(axb)a =
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Vektorialis szorzat

Bizonyitas:
() a x b meBleges aa ésb altal kifeszitett sikra. )

Elég ellerrizni, hogya x b meibleges aa ésb vektorokra.
Ehhez elég belatni, hogya x b)a= (a x b)b = 0.

a as
b, bz

a ap
b1 by

B a as ) '
(axb)a = by bs ap +
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Vektorialis szorzat

Bizonyitas:
() a x b meBleges aa ésb altal kifeszitett sikra. )

Elég ellerrizni, hogya x b meibleges aa ésb vektorokra.
Ehhez elég belatni, hogya x b)a= (a x b)b = 0.

_ | & & | _  |a & a a |

(a X b)a - b2 b3 a bl b3 a + b b2 az =
a a ag
= a a a3

by by bs
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Vektorialis szorzat

Bizonyitas:
() a x b meBleges aa ésb altal kifeszitett sikra. )

Elég ellerrizni, hogya x b meibleges aa ésb vektorokra.
Ehhez elég belatni, hogya x b)a= (a x b)b = 0.

_ | & & | _  |a & a a |
(aXb)a - b2 b3 a bl b3 a + b b2 az =
a a ag
= a a az| =0

by by bs
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Vektorialis szorzat

Bizonyitas:
() a x b meBleges aa ésb altal kifeszitett sikra. )

Elég ellerrizni, hogya x b meibleges aa ésb vektorokra.
Ehhez elég belatni, hogya x b)a= (a x b)b = 0.

_ @ a3 | . |a & a _
(axb)a = by bs a by bs 2+ by =
a a ag
= a a az| =0
by by bs

(Hasonléan kezelhét (a x b)b is.)



«O» «Fr «=»r «E>»

va



Bizonyitas:
(i) [ax b| = |a] - |b] - sine

DHa



Bizonyitas:
(i) [ax b| = |a] - |b] - sine

‘ax b|2 _

DHa



Bizonyitas:
(i) [ax b| = |a] - |b] - sine

‘ax b|2 _ .

by bs

2 2
a a
+

DHa



Bizonyitas:
(i) [ax b| = |a] - |b] - sine

2 2 2
2 a a3 ay ag . :
laxb|” = b, bs b1 bs —|—’ ol
= a2b2 + a2b2 — 2apaghybs

DHa



Bizonyitas:

(ii) [ax b| = [a] - [b] - sing

2 : 2
2 a a3 ay ag o o ]
‘a | b| ! i b b1 bs by by -
— 2202 + a2h2 — 2ayaghobs +

+a2h2 + a2 — 2ayaghibs +

+a2b3 + a2b? — 2aragbiby

<O> «Fr <=

<

Do



Bizonyitas:
(ii) |ax b| = |a| - |b]-sine

2 - |
axbl? = a ag a ag . . =
‘ | | . b1 bs b1 by
—  a2b2 + a2b? — 2apaghobs +
+a2b2 + 802 — 2ay3gbybs
(ab)z _

+aZb? + a2b? — 2aqapbiby

(auby + aby + aghs)?

o

S =

DHa
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Vektorialis szorzat

Bizonyitas:
(i) |ax b| = |a| - |b| - sing J
2 dp ag 2 d; ag 2 a ap 2
[ax bl = by | by by | by by | T

= a3b3 + adbs — 2axaghobs +
+a§b§ + a%b% — 2aqagbibs +
+a§b§ + a%b% — 2a3ab1by
(ab)2 = (a1b1 + agby + a3b3)2 =
= a’h? + ashs + a3b3 +
+2a1a1b; + 2a1a3b1 b3 + 2a2a3b,b3
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Vektorialis szorzat

Bizonyitas:
(i) |ax b| = |a| - |b| - sing J
2 dp ag 2 d; ag 2 a ap 2
[ax bl = by | by by | by by | T

= a3b3 + adbs — 2axaghobs +
+a§b§ + a%b% — 2aqagbibs +
+a§b§ + a%b% — 2a3ab1by
(ab)2 = (a1b1 + agby + a3b3)2 =
= a’h? + ashs + a3b3 +
+2a1a1b; + 2a1a3b1 b3 + 2a2a3b,b3

Osszeadva:
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Vektorialis szorzat

Bizonyitas:
(i) |ax b| = |a| - |b| - sing J
2 dp ag 2 d; ag 2 a ap 2
[ax bl = by | by by | by by | T

= a3b3 + adbs — 2axaghobs +
+a§b§ + a%b% — 2aqagbibs +
+a§b§ + a%b% — 2a3ab1by
(ab)2 = (a1b1 + agby + a3b3)2 =
= a’h? + ashs + a3b3 +
+2ayaxb1by + 2a1a3b1bs + 2axagbobs
Osszeadvala x b|” + (ab)2 = (a2 + a2 + a2) (b2 + b2 + b2).



|a X b\z + (ab)? = (a2 + a3 + a3)(b? + b3 + b3)

«O>» «Fr «=»

<=

Do



Azaz:

|ax b|* + (ab)? = (a2 + a3 + a3) (b2 + b3 + b3)

lax b® + |a’|b]Pcoy = [a’|b[2,

DHa



Azaz:

|ax b|* + (ab)? = (a2 + a3 + a3) (b2 + b3 + b3)
ahonnan

lax b® + |a’|b]Pcoy = [a’|b[2,

laxb[> = [al?lbf - [af|b[2cog ¢

DHa



Azaz:

|ax b|* + (ab)? = (a2 + a3 + a3) (b2 + b3 + b3)

ahonnan

lax b® + |a’|b]Pcoy = [a’|b[2,

laxb?2 = |aP[b]? - |a]?|b[*co2 =
= |a’[b|*(1- co p)

DHa



Vektorok szorzasa Geometria 1, normalszint 4. ebadas 18/26

Vektorialis szorzat

|ax b|? + (ab)? = (a2 + &3 + &3) (b + b3 + b3)

Azaz:
|a x b}2+ ]a]2|b\zcoszgo = |a}2\b 2
ahonnan
jaxbl? = Jaf|bf* - [al?b oS =
= |a’|b|*(1~cod ) =
= |a}2\b|zsin2go.

Miutan pozitiv mennyiségek négyzetei szerepelnek, négyzetgyokot
vonhatunk és a (ii) allitas adodik.



Még bizonyitani kell:

«Or «F»r <

3

«= >

DA



Még bizonyitani kell:

(iii) a, b, a x b (ebben a sorrendben) jobbsodrasu bazist alkotnalj

«“F

DA
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Vektorialis szorzat

Még bizonyitani kell:

(iii) a, b, a x b (ebben a sorrendben) jobbsodrasu bazist alkotnakj.

Segédtétel
Az a= (a3,ap,a3), b = (by, by, b3) ésc = (cy, Cp, C3) vektorok
ebben a sorrendben pontosan akkor alkotnak jobbsodrasu remdsze
ha ag a &
by by bs
Ci C C3

> 0.
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Vektorialis szorzat

Még bizonyitani kell:

(iii) a, b, a x b (ebben a sorrendben) jobbsodrasu bazist alkotnakj.

Segédtétel
Az a= (a3,ap,a3), b = (by, by, b3) ésc = (cy, Cp, C3) vektorok
ebben a sorrendben pontosan akkor alkotnak jobbsodrasu remdsze
ha ag a &
by by bs
Ci C C3

> 0.

Miért igaz a segédtétel?



Tegyik fel, hogya, b ésc nem egysiku vektorok.
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Vektorialis szorzat

Tegyk fel, hogya, b ésc nem egysiku vektorok.

Kiséreljik meg aa, b, c vektorok alkotta koordinatarendszertiag,
k koordinatarendszerbe folytonosan atdeformalni tgy, hogy kdzben
egyetlen pillanatra se essen a harom vektor egy sikba.
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Vektorialis szorzat

Tegyk fel, hogya, b ésc nem egysiku vektorok.

Kiséreljik meg aa, b, c vektorok alkotta koordinatarendszertiag,
k koordinatarendszerbe folytonosan atdeformalni tgy, hogy kdzben
egyetlen pillanatra se essen a harom vektor egy sikba.

(Tudjuk, hogy ez pontosan akkor végezhet, ha az, b, c
vektorrendszer jobbsodrasu.)



mozgassal is).

1. Iépés: Elérhetjik, hogy egyiranyu legyeri-vel (akar merev
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1. |épés: Elérhetjuk, hogy egyiranyu legyen-vel (akar merev
mozgassal is).

2. lépés: Az egyenese koruli forgatassal elérhetjik, hbgzi-j
sikban fekiidjon és ugyanabba a félsikba mutasson,jmint
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Vektorialis szorzat

1. |épés: Elérhetjuk, hogy egyiranyu legyen-vel (akar merev
mozgassal is).

2. lépés: Az egyenese koruli forgatassal elérhetjik, hbgzi-j
sikban fekiidjon és ugyanabba a félsikba mutasson,jmint

3. Iépés: Ebben a félsikbdmt mozgatva elérhetjik, hogy
egyiranyu legyen-vel.
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sikban fekiidjon és ugyanabba a félsikba mutasson,jmint
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egyiranyu legyen-vel.

4. 1épés: Ac vektor valamelyik nyilt féltérbe esik @z sik szerint;
ebben a féltérben mozgatva elérhetjik, hogy parhuzamos legyen
k-val.
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1. |épés: Elérhetjuk, hogy egyiranyu legyen-vel (akar merev
mozgassal is).

2. lépés: Az egyenese koruli forgatassal elérhetjik, hbgzi-j
sikban fekiidjon és ugyanabba a félsikba mutasson,jmint

3. Iépés: Ebben a félsikbdmt mozgatva elérhetjik, hogy
egyiranyu legyen-vel.

4. 1épés: Ac vektor valamelyik nyilt féltérbe esik @z sik szerint;
ebben a féltérben mozgatva elérhetjik, hogy parhuzamos legyen
k-val.

5. Iépés: Végil alkalmas nyujtasokkalb, c-t egységvektorokka
alakitjuk.

(Ezek a lépések valdban folytonos deforméciokat irnak le, melyek
soran a vektorrendszer mindvégig bazis marad.)



A deforméci6 soran az eredetib, c bazistdl eljutottunk vagy az j,
k, vagy pedig az, j, —k bazishoz.
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A deformécié soran az eredetib, ¢ bazistdl eljutottunk vagy az j,

k, vagy pedig az, j, —k bazishoz.

Akkor érkeztlink meg, j, k-hoz, haa, b, c jobbrendszer volt, és akkor
jutottunki, j, —k-ba, haa, b, ¢ balrendszer volt.
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k, vagy pedig az, j, —k bazishoz.

Akkor érkeztlink meg, j, k-hoz, haa, b, c jobbrendszer volt, és akkor
jutottunki, j, —k-ba, haa, b, ¢ balrendszer volt.

A deformécié soran az, b, ¢ koordinataibol alkotott determinans
folytonosan valtozott, igy nem valthatotb@let, hiszen nem vehette
fel a 0 értéket (hiszen a harom vektor minden pillanatban bazist
alkotott). Azi, j, k-hoz tartozo determinans 1, 83, —k-hoz tartozo
pedig—1.
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folytonosan valtozott, igy nem valthatotb@let, hiszen nem vehette
fel a 0 értéket (hiszen a harom vektor minden pillanatban bazist
alkotott). Azi, j, k-hoz tartozo determinans 1, 83, —k-hoz tartozo
pedig—1.

Tehat: az, b, c vektorok koordinataibol alkotott determinans
pontosan akkor pozitiv, e b, ¢ jobbrendszer.
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k, vagy pedig az, j, —k bazishoz.
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jutottunki, j, —k-ba, haa, b, ¢ balrendszer volt.

A deformécié soran az, b, ¢ koordinataibol alkotott determinans
folytonosan valtozott, igy nem valthatotb@let, hiszen nem vehette
fel a 0 értéket (hiszen a harom vektor minden pillanatban bazist
alkotott). Azi, j, k-hoz tartozo determinans 1, 83, —k-hoz tartozo
pedig—1.

Tehat: az, b, c vektorok koordinataibol alkotott determinans
pontosan akkor pozitiv, e b, ¢ jobbrendszer.

Ezzel a segédtételt belattuk.
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A deformécié soran az eredetib, ¢ bazistdl eljutottunk vagy az j,

k, vagy pedig az, j, —k bazishoz.

Akkor érkeztlink meg, j, k-hoz, haa, b, c jobbrendszer volt, és akkor
jutottunki, j, —k-ba, haa, b, ¢ balrendszer volt.

A deformécié soran az, b, ¢ koordinataibol alkotott determinans
folytonosan valtozott, igy nem valthatotb@let, hiszen nem vehette
fel a 0 értéket (hiszen a harom vektor minden pillanatban bazist
alkotott). Azi, j, k-hoz tartozo determinans 1, 83, —k-hoz tartozo
pedig—1.

Tehat: az, b, c vektorok koordinataibol alkotott determinans
pontosan akkor pozitiv, e b, ¢ jobbrendszer.

Ezzel a segédtételt belattuk.

Ugyanilyen allitas érvényes két vektorra a sikban, illetve egy vektorra
az egyenesen.



alapvektorai.

(iii) a, b, a x b (ebben a sorrendben) jobbsodrasu koordinataren
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alapvektorai.

(iii) a, b, a x b (ebben a sorrendben) jobbsodrasu koordinataren
Bizonyitas:
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Vektorialis szorzat

(iii) a, b, a x b (ebben a sorrendben) jobbsodrasu koordinatarendszer
alapvektorai.

Bizonyitas:
Tekintstik az, b ésc = a x b vektorok koordinataibdl alkotott
determinanst:
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Vektorialis szorzat

(iii) a, b, a x b (ebben a sorrendben) jobbsodrasu koordinatarendszer
alapvektorai.

Bizonyitas:
Tekintsiik az, b ésc = a x b vektorok koordinataibdl alkotott
determinanst:

a a a3

by by bz |=

b C C3
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Vektorialis szorzat

(iii) a, b, a x b (ebben a sorrendben) jobbsodrasu koordinatarendszer
alapvektorai.

Bizonyitas:
Tekintsiik az, b ésc = a x b vektorok koordinataibdl alkotott
determinanst:

a a a3

by by bz | = (aharmadik sor szerint kifejtve}

b C C3
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Vektorialis szorzat

(iii) a, b, a x b (ebben a sorrendben) jobbsodrasu koordinatarendszer
alapvektorai.

Bizonyitas:
Tekintstik az, b ésc = a x b vektorok koordinataibdl alkotott
determinanst:

ar a ag
by by bz | = (aharmadik sor szerint kifejtve}
€ C GC3
2 2
N aQ a3 a a3 a az a @
~ b bs| | by b3'<_ by b3>+ by b
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Vektorialis szorzat

(iii) a, b, a x b (ebben a sorrendben) jobbsodrasu koordinatarendszer
alapvektorai.

Bizonyitas:
Tekintstik az, b ésc = a x b vektorok koordinataibdl alkotott
determinanst:

ar a ag
by by bz | = (aharmadik sor szerint kifejtve}
€ C GC3

2 2
aQ a3 a a3 a az a @ .
b bs | | by bg"<_ by b3>+ by bp |

= |ax b\z
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Vektorialis szorzat

(iii) a, b, a x b (ebben a sorrendben) jobbsodrasu koordinatarendszer
alapvektorai.

Bizonyitas:
Tekintstik az, b ésc = a x b vektorok koordinataibdl alkotott
determinanst:

ar a ag
by by bz | = (aharmadik sor szerint kifejtve}
€ C GC3
2 2
N aQ a3 a a3 a az a @ .
- bzbg_b1b3'<_b1b3>+blb2 -

= }axb\2>0
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Vektorialis szorzat

(iii) a, b, a x b (ebben a sorrendben) jobbsodrasu koordinatarendszer
alapvektorai.

Bizonyitas:
Tekintstik az, b ésc = a x b vektorok koordinataibdl alkotott
determinanst:

a a a3

by by bz | = (aharmadik sor szerint kifejtve}

b C C3
N aQ a3 2 a a3 a az a @ 2 .
- bzba‘b1b3'<‘b1b3>+blbz -
= |ax b\2>0

A segédtétel szerint tehatb, a x b jobbsodrasu bazis.
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Vektorialis szorzat

(iii) a, b, a x b (ebben a sorrendben) jobbsodrasu koordinatarendszer
alapvektorai.

Bizonyitas:
Tekintstik az, b ésc = a x b vektorok koordinataibdl alkotott
determinanst:

a a a3

by by bz | = (aharmadik sor szerint kifejtve}

b C C3
N aQ a3 2 a a3 a az a @ 2 .
- bzba‘b1b3'<‘b1b3>+blbz -
= |ax b\2>0

A segédtétel szerint tehatb, a x b jobbsodrasu bazis.

Ezzel a tétel bizonyitasat befejeztiik.



A geometriai jellemzés kovetkezményei:
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A geometriai jellemzés kdvetkezményei:

A vektoridlis szorzat eredménye nem fiigg a (Descartes-féle)
koordinatarendszer valasztasatol.
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A geometriai jellemzés kdvetkezményei:

A vektoridlis szorzat eredménye nem fiigg a (Descartes-féle)
koordinatarendszer valasztasatol.
axb=0 < alb
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Vektorialis szorzat
A geometriai jellemzés kbvetkezményei:

1. Kdvetkezmeény

A vektoridlis szorzat eredménye nem fligg a (Descartes-féle)
koordinatarendszer valasztasatol.

2. Kovetkezmény

axb=0 < alb

3. Kbvetkezmény

Az a x b vektor hossza egyemlza ésb altal
kifeszitett parallelogramma tertiletével:
laxb| =|a|-|b|-sinp =T.

O
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A geometriai jellemzés kdvetkezményei:

|e\ = 1 esetén ae x a vektorialis szorzat geometriai szarmaztata
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A geometriai jellemzés kdvetkezményei:

4. Kovetkezmény
\e\ = 1 esetén ae x a vektorialis szorzat geometriai szérmaztatéJa:

Az avektort ebszor meblegesen levetitjiik azre mebleges sikra,
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A geometriai jellemzés kbvetkezményei:

4. Kovetkezmény
\e\ = 1 esetén ae x a vektorialis szorzat geometriai szérmaztatéJa:

Az avektort ebszor meblegesen levetitjiik azre mebleges sikra,
majd ebben a sikbamfel6l nézve pozitiv forgasiranyban
derékszoggel elforgatjuk.
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A geometriai jellemzés kbvetkezményei:

4. Kovetkezmény J
a:

\e\ = 1 esetén ae x a vektorialis szorzat geometriai szarmaztaté

Az avektort ebszor meblegesen levetitjiik azre mebleges sikra,
majd ebben a sikbamfel6l nézve pozitiv forgasiranyban
derékszoggel elforgatjuk.

Valéban, az igy dallitott vektor teljesiti a tételbeli (i), (ii), (iii)
feltételek mindegyikét.



A geometriai jellemzés kovetkezményei:
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A geometriai jellemzés kdvetkezményei:

Barmelya vektornak az egységvektorra mékeges dsszetéye

an=(exa)xe
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A geometriai jellemzés kdvetkezményei:

an=(exa)xe
Alkalmazzuk ugyanis kétszer azeb eredményt:

Barmelya vektornak az egységvektorra mékeges dsszetéye
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Vektorialis szorzat
A geometriai jellemzés kbvetkezményei:

5. Kovetkezmény
Barmelya vektornak az egységvektorra méteges dsszetéye:

an=(exa)xe

Alkalmazzuk ugyanis kétszer azeb eredményt:
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A geometriai jellemzés kbvetkezményei:

5. Kovetkezmény
Barmelya vektornak az egységvektorra méteges dsszetéye:

an=(exa)xe

Alkalmazzuk ugyanis kétszer azeb eredményt:
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Vektorialis szorzat
A geometriai jellemzés kbvetkezményei:

5. Kovetkezmény
Barmelya vektornak az egységvektorra méteges dsszetéye:

an=(exa)xe

Alkalmazzuk ugyanis kétszer azeb eredményt:

Leolvashato, hoge x (e x a) = —an, ahonnan
am = (e x a) x ekovetkezik.



Megjegyzések:
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Megjegyzések:

o Az alapvektorok vektorialis szorzatai:
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Megjegyzések:

o Az alapvektorok vektorialis szorzatai:

ixi=jxj=kxk=0,
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Megjegyzések:
o Az alapvektorok vektorialis szorzatai:

ixi=jxj=kxk=0,
i xj =Kk, j x k=1,

kxi=]j,
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Megjegyzések:

o Az alapvektorok vektorialis szorzatai:

ixi=jxj=kxk=0,
in=k, ij:i, kXi=j7
j xi= -k, Kxj=—i,

ixk=—j
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Megjegyzések:

o Az alapvektorok vektorialis szorzatai:

ixi=jxj=kxk=0,
in=k, ij:i, kXi=j7
j xi= -k, Kxj=—i,

i x k= —j
o A vektorialis szorzas nem asszociativ mivelet:
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Vektorialis szorzat

Megjegyzések:

o Az alapvektorok vektorialis szorzatai:

ixi=jxj=kxk=0,

ixj=Kk, j xk=i, kxi=j,

jxi=—k,  kxj=—i, ixk=-j.

o A vektorialis szorzads nem asszociativ mivelet: példaul

(ixj)xj=—i, de ix(xj)=0.
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