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o Alapfogalmak (térelemek és viszonyaik)
e Transzformaciok

o Fontosabb geometriai alakzatok
@ Vektorgeometria

o Koordinatak és vektorok
e \ektorok szorzasa

o Vektorok alkalmazasai
o

(]

o Sokszogek és konvex sokszdgek

o Konvex poliéderek, szabalyos poliéderek
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Egyenesen:

Az egyenekoordinatarendszén az egyenesnek

azR szadmegyenessel valo konkrét azonositasat értjik.
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Egyenesen:

Az egyenekoordinatarendszén az egyenesnek

azR szadmegyenessel valo konkrét azonositasat értjik.
Ehhez elegerila 0 és 1 pontokat kijel6Ini:

0
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Koordinatak és vektorok Geometria 1, normalszint 3. ebadas 3/27

Koordinatarendszer

Egyenesen:

Definicio

Az egyeneskoordinatarendszén az egyenesnek

azR szamegyenessel vald konkrét azonositasat értjik.

Ehhez elegeriila 0 és 1 pontokat kijeldIni:

0 1

ezutan az éljeles tavolsagmérés azonositja az egyeReast.



Koordinatak és vektorok Geometria 1, normalszint 3. ebadas 3/27

Koordinatarendszer

Egyenesen:

Definicio

Az egyeneskoordinatarendszén az egyenesnek

azR szamegyenessel vald konkrét azonositasat értjik.

Ehhez elegeriila 0 és 1 pontokat kijeldIni:

0 1

ezutan az dljeles tavolsagmérés azonositja az egyeRa=.
Barmelyx, y € R esetén ax és azy pont kozotti ebjeles tavolsag:
y— X



Koordinatak és vektorok Geometria 1, normalszint 3. ebadas 3/27

Koordinatarendszer

Egyenesen:

Definicio

Az egyeneskoordinatarendszén az egyenesnek

azR szamegyenessel vald konkrét azonositasat értjik.

Ehhez elegeriila 0 és 1 pontokat kijeldIni:

0 1

ezutan az dljeles tavolsagmérés azonositja az egyeRa=.
Barmelyx, y € R esetén ax és azy pont kozotti ebjeles tavolsag:
y— X

A koordinatarendszer felvétele az egyenes iranyitasat is rogziti.



Sikban:
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Sikban:

Sikbelikoordinatarendszekét,
koordinatakkal ellatott metéz
0 1

egyenes, amelyek k6zds pontja
mindkét egyenesen a kegabnt.
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Koordinatak és vektorok Geometria 1, normalszint 3. ebadas 4127

Koordinatarendszer

Sikban:
/A 2 Definicio
/(XY)  sikbelikoordinatarendszeket,
koordinatakkal ellatott metéz
! egyenes, amelyek kdz6s pontja
0 X mindkét egyenesen a ke&zabnt.

Definici6
A pontokkoordinatéi a tengelyekkel parhuzamosan hdzott egyenesek
metszik ki.



Koordinatak és vektorok Geometria 1, normalszint 3. ebadas 427

Koordinatarendszer

Sikban:

1 Definicio
Sikbelikoordinatarendszekét,
koordinatakkal ellatott metéz
egyenes, amelyek kdz6s pontja

0| 1 mindkét egyenesen a kezabnt.

o

Definici6
A pontokkoordinatéi a tengelyekkel parhuzamosan hdzott egyenesek
metszik ki.

Descartes-félkoordinatarendszer: a tengelyek iblegesek

Definicio
és a tavolsagegység egy@ml két tengelyen. J



sik irAnyitasat is rogziti:

A sikban a koordinatarendszer felvétele (és a tengelyek sorrendje) a
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sik irAnyitasat is rogziti:

A sikban a koordinatarendszer felvétele (és a tengelyek sorrendje) a

/0
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Koordinatak és vektorok Geometria 1, normalszint 3. ebadas 5/27

Koordinatarendszer

A sikban a koordinatarendszer felvétele (és a tengelyek sorrendje) a
sik iranyitasat is rogziti:

Pozitiv forgasirany: az estengely pozitiv félegyenesét a masodik
tengely pozitiv félegyenesébe Giw-nél kisebb forgatas iranya.



Térben:
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Térbelikoordinatarendszeharom, kozos
ponton athaladd, nem egy sikban fékv

egyenes, amelyek metszéspontja mindharom
egyenesen a kedgont.
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Koordinatak és vektorok Geometria 1, normalszint 3. ebadas 6/27

Koordinatarendszer

Terben: Definici6

Térbelikoordinatarendszeharom, k6zos
ponton athaladé, nem egy sikban fékv
egyenes, amelyek metszéspontja mindharom
egyenesen a kedgont.

Koordinatasikoka tengelyek altal paronkeént kifeszitett sikok. )



Koordinatak és vektorok Geometria 1, normalszint 3. ebadas 6/27

Koordinatarendszer

Definicio

Térbelikoordinatarendszeharom, k6zos
ponton athaladé, nem egy sikban fékv

I~ egyenes, amelyek metszéspontja mindharom
- egyenesen a kedgont.

,,,,,,,,,,,,,,,
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Koordinatasikoka tengelyek altal paronkeént kifeszitett sikok. )

Definicio
A pontokkoordinatéi a koordinatasikokkal parhuzamos sikok
metszik ki.



Koordinatak és vektorok Geometria 1, normalszint 3. ebadas 6/27

Koordinatarendszer

Terben: Definici6
1 Térbelikoordinatarendszeharom, kdzos
ponton athaladé, nem egy sikban fékv
L0 7 egyenes, amelyek metszéspontja mindharom

egyenesen a kedgont.

Koordinatasikoka tengelyek altal paronkeént kifeszitett sikok. |

Definicio

A pontokkoordinatéi a koordinatasikokkal parhuzamos sikok
metszik ki. )
Definicié

Descartes-felkoordinatarendszer: a tengelyek paronként
melblegesek és a tavolsagegység a harom tengelyen égyenl
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Szemléletesen:
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Szemléletesen:

A tapasztalati térben felvett koordinatarendspetitiv iranyitasfak
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Szemléletesen:
(Jobbsodrasu rendszernakondjuk, ha:

A tapasztalati térben felvett koordinatarendspetitiv iranyitasfak
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Szemléletesen:

A tapasztalati térben felvett koordinatarendspetitiv iranyitasfak
(Jobbsodrasu rendszernakondjuk, ha:

o atengelyek sorrendjét is rogzitjik, és emellett
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Koordinatak és vektorok Geometria 1, normalszint 3. ebadas 7127

Iranyitas a terben

Szemléletesen:

A tapasztalati térben felvett koordinatarendspetitiv iranyitasfak
(jobbsodrasu rendszernakondijuk, ha:
o atengelyek sorrendjét is rogzitjik, és emellett

@ jobb keziink elé harom ujja természetes tartassal rendre
a harom tengely pozitiv iranydba tud mutatni.



Koordinatak és vektorok Geometria 1, normalszint 3. ebadas 7127

Iranyitas a terben

Szemléletesen:

A tapasztalati térben felvett koordinatarendspetitiv iranyitasfak
(jobbsodrasu rendszernakondijuk, ha:

e atengelyek sorrendjét is rogzitjuk, és emellett
@ jobb keziink elé harom ujja természetes tartassal rendre
a harom tengely pozitiv iranydba tud mutatni.

Ha a koordinatarendszer nem ilyen (azaz a bal kezirkiglsom ujja
jobban illeszkedik hozz4), akkorgativ iranyitasiak vagy
(balsodrasu rendszerrnakondjuk.
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Koordinatak és vektorok Geometria 1, normalszint 3. ebadas 8/27

Iranyitas a teérben, precizebben

A matematikai térben csak valamely régzitett koordinatarendszerhez
viszonyitvabeszélhetiink pozitiv, illetve negativ (azaz: jobbsodrasu,
illetve balsodrasu) koordinatarendszarr



Koordinatak és vektorok Geometria 1, normalszint 3. ebadas 8/27

Iranyitas a teérben, precizebben

A matematikai térben csak valamely régzitett koordinatarendszerhez
viszonyitvabeszélhetiink pozitiv, illetve negativ (azaz: jobbsodrasu,
illetve balsodrasu) koordinatarendszarr

Két térbeli koordinatarendszer megeg§endrasu
(vagy megegyeziranyitasy, ha:



Koordinatak és vektorok Geometria 1, normalszint 3. ebadas 8/27

Iranyitas a teérben, precizebben

A matematikai térben csak valamely rogzitett koordinatarendszerhez
viszonyitvabeszélhetiink pozitiv, illetve negativ (azaz: jobbsodrasu,
illetve balsodrasu) koordinatarendszarr

Két térbeli koordinatarendszer megeg§endrasu
(vagy megegyeziranyitasy, ha:

az egyik a mésikba atvin@blyan deforméciéval, amelynek soran
tengelyek szbge és a tavolsagegységek folytonosan valtozhatnak, de
harom egyenes mindvégig koordinatarendszert alkot (azaz egyetlen
pillanatra sem eshet egy sikba).




Koordinatak és vektorok Geometria 1, normalszint 3. ebadas 8/27

Iranyitas a teérben, precizebben

A matematikai térben csak valamely rogzitett koordinatarendszerhez
viszonyitvabeszélhetiink pozitiv, illetve negativ (azaz: jobbsodrasu,
illetve balsodrasu) koordinatarendszarr

Két térbeli koordinatarendszer megeg§endrasu
(vagy megegyeziranyitasy, ha:

az egyik a mésikba atvin@blyan deforméciéval, amelynek soran
tengelyek szbge és a tavolsagegységek folytonosan valtozhatnak, de
harom egyenes mindvégig koordinatarendszert alkot (azaz egyetlen
pillanatra sem eshet egy sikba).

Az egymassal megegy@iranyitasu koordinatarendszereknek
pontosan két osztalya van. Azt mondjuk, hogy a tegetyitassal
latjuk el, ha az egyik osztalyt kiszemeljik és pozitivnak tekintjik.



A koordinatarendszer rgzitésével bijektiv megfeleltetéseket kaptunk:

«O» «Fr « =)

«= >

DA



A koordinatarendszer rgzitésével bijektiv megfeleltetéseket kaptunk:
egyenes +— R

stk +— R?

tér +— RS
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Koordinatak és vektorok Geometria 1, normalszint 3. ebadas 9/27

Koordinatarendszer

A koordinatarendszer rogzitésével bijektiv megfeleltetéseket kaptunk:
egyenes «— R

stk «+— R?

tér +— RS

Elnevezések: R  szamegyenes
R? koordinatasik
R3 koordinatatér
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Koordinatarendszer

A koordinatarendszer rogzitésével bijektiv megfeleltetéseket kaptunk:
egyenes «— R

stk «+— R?

tér +— RS

Elnevezések: R  szamegyenes
R? koordinatasik
R3 koordinatatér

A tovabbiakban & = (x1, X2, x3) formula jeldli azt, hogy @ pont
koordinatai az, Xo, X3 Szamok.
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Descartes-féle koordinatarendszerben:
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Descartes-féle koordinatarendszerben:

Egyenesen:
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Descartes-féle koordinatarendszerben:
A B
a b

Egyenesen:

d(A,B)=|b—a| =+/(b—a)?
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Descartes-féle koordinatarendszerben:
A B
a b
b,

Egyenesen:
d(A,B)=|b—a| =+/(b—a)?
B ikban:
ol A Sikban:
0 a1 b]_
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Descartes-féle koordinatarendszerben:

A B Egyenesen:
a b d(A,B)=|b—a| =+/(b—a)?
b, A B Sikban:
& d(A,B) = /(b — a1)2 + (b, — ap)?
0 a1 b]_
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Koordinatak és vektorok Geometria 1, normalszint 3. ebadas

Pontok tavolsaga

Descartes-féle koordinatarendszerben:

A B Egyenesen:

% d(AB) = b a = /b= a7
b, A B Sikban:
& d(A,B) = /(b1 — a1)2 + (b — &)?
o & by

A.? Térben:
=4

10/27



Koordinatak és vektorok Geometria 1, normalszint 3. ebadas

Pontok tavolsaga

Descartes-féle koordinatarendszerben:

A B Egyenesen:

% d(AB) = b a = /b= a7
b, A B Sikban:
& d(A,B) = /(b1 — a1)2 + (b — &)?
o & by

1 de-

= /(b1 —a1)2 + (bp — ap)2 + (bz — ag)?

10/27



Koordinatak és vektorok Geometria 1, normalszint 3. ebadas

Pontok tavolsaga

Descartes-féle koordinatarendszerben:

A B Egyenesen:

T d(A.B) — [b—a = /B aP
b, A B Sikban:
% d(A,B) = /(b1 — a1)2 + (by — &)?

1 de-

= /(b1 —a1)2 + (bp — ap)2 + (bz — ag)?

(Pitagorasz-tétel)

10/27
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Koordinatak és vektorok Geometria 1, normalszint 3. ebadas 11/27

Vektorok bevezetése

Megjegyzés:

Egyszerre beszélhetlink az egyenes, a sik, illetve a tér vektorairol,
ugyanis az dibbiek felfoghatok a tér valamely rogzitett egyeneséhez,
illetve sikjahoz tartozé vektorokként.



A tér iranyitott szakaszaitektoroknak nevezziik azzal a
megallapodéassal, hogy:
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Koordinatak és vektorok Geometria 1, normalszint 3. ebadas 11/27

Vektorok bevezetése

Definicio

A tér iranyitott szakaszaitektoroknak nevezzik azzal a
megallapodassal, hogy:

nem teszink kilonbségaz A1B; és azA;B; irdnyitott szakasz mint
vektor kozétt, ha létezik olyan eltolas, amelydgl— A, ésB; — Bs.




Koordinatak és vektorok Geometria 1, normalszint 3. ebadas 11/27

Vektorok bevezetése

Definicio

A tér iranyitott szakaszaitektoroknak nevezzik azzal a
megallapodassal, hogy:

nem teszink kilonbségaz A1B; és azA;B; irdnyitott szakasz mint
vektor kozétt, ha létezik olyan eltolas, amelydgl— A, ésB; — Bs.

By “‘*-\_Bz Azaz:
ha d(Al, Bl) = d(Az, Bz)
és az A1B;, AB, félegyenesek
Al T egyiranyuak.



A vektortehat nem ugyanazt jelenti, mint aanyitott szakasz
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Koordinatak és vektorok Geometria 1, normalszint 3. ebadas 12/27

Vektorok bevezetése: ekvivalenciaosztalyok

A vektortehat nem ugyanazt jelenti, mint aanyitott szakasz
hanem iranyitott szakaszok egy egész osztalya tartozik egy vektorhoz



Koordinatak és vektorok Geometria 1, normalszint 3. ebadas 12/27

Vektorok bevezetése: ekvivalenciaosztalyok

A vektortehat nem ugyanazt jelenti, mint aanyitott szakasz
hanem iranyitott szakaszok egy egész osztalya tartozik egy vektorhoz

Ennek a matematikai konstrukciénak a neve:
ekvivalencia-osztalyozas.
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Vektorok bevezetése: ekvivalenciaosztalyok

A vektortehat nem ugyanazt jelenti, mint aanyitott szakasz

hanem iranyitott szakaszok egy egész osztalya tartozik egy vektorhoz
Ennek a matematikai konstrukciénak a neve:
ekvivalencia-osztalyozas.

A séma:

El6sz6r megmondjuk, mely dolgokat kivanunk ekvivalensnek
tekinteni
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Vektorok bevezetése: ekvivalenciaosztalyok

A vektortehat nem ugyanazt jelenti, mint aanyitott szakasz
hanem iranyitott szakaszok egy egész osztalya tartozik egy vektorhoz

Ennek a matematikai konstrukciénak a neve:
ekvivalencia-osztalyozas.

A séma:

El6sz6r megmondjuk, mely dolgokat kivanunk ekvivalensnek
tekinteni (a konkrét esetben az egymasba eltolhaté iranyitott
szakaszokat),
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Vektorok bevezetése: ekvivalenciaosztalyok

A vektortehat nem ugyanazt jelenti, mint aanyitott szakasz
hanem iranyitott szakaszok egy egész osztalya tartozik egy vektorhoz

Ennek a matematikai konstrukciénak a neve:
ekvivalencia-osztalyozas.

A séma:

El6sz6r megmondjuk, mely dolgokat kivanunk ekvivalensnek
tekinteni (a konkrét esetben az egymasba eltolhaté iranyitott
szakaszokat),

majd az ekvivalenciaosztalyokat képezzik
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Vektorok bevezetése: ekvivalenciaosztalyok

A vektortehat nem ugyanazt jelenti, mint aanyitott szakasz
hanem iranyitott szakaszok egy egész osztalya tartozik egy vektorhoz

Ennek a matematikai konstrukciénak a neve:
ekvivalencia-osztalyozas.

A séma:

El6sz6r megmondjuk, mely dolgokat kivanunk ekvivalensnek
tekinteni (a konkrét esetben az egymasba eltolhaté iranyitott
szakaszokat),

majd az ekvivalenciaosztalyokat képezzik (a konkrét esetben ezek
lesznek a vektorok).



Koordinatak és vektorok Geometria 1, normalszint 3. ebadas 12/27

Vektorok bevezetése: ekvivalenciaosztalyok

A vektortehat nem ugyanazt jelenti, mint aanyitott szakasz
hanem iranyitott szakaszok egy egész osztalya tartozik egy vektorhoz

Ennek a matematikai konstrukciénak a neve:
ekvivalencia-osztalyozas.

A séma:

El6sz6r megmondjuk, mely dolgokat kivanunk ekvivalensnek

tekinteni (a konkrét esetben az egymasba eltolhaté iranyitott
szakaszokat),

majd az ekvivalenciaosztalyokat képezzik (a konkrét esetben ezek
lesznek a vektorok).

Hasonlé matematikai konstrukciok pl.:
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Vektorok bevezetése: ekvivalenciaosztalyok

A vektortehat nem ugyanazt jelenti, mint aanyitott szakasz
hanem iranyitott szakaszok egy egész osztalya tartozik egy vektorhoz

Ennek a matematikai konstrukciénak a neve:
ekvivalencia-osztalyozas.

A séma:

El6sz6r megmondjuk, mely dolgokat kivanunk ekvivalensnek

tekinteni (a konkrét esetben az egymasba eltolhaté iranyitott
szakaszokat),

majd az ekvivalenciaosztalyokat képezzik (a konkrét esetben ezek
lesznek a vektorok).

Hasonlé matematikai konstrukciok pl.:

e kongruencia modulen  ~~ maradékosztalyok,
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Vektorok bevezetése: ekvivalenciaosztalyok

A vektortehat nem ugyanazt jelenti, mint aanyitott szakasz
hanem iranyitott szakaszok egy egész osztalya tartozik egy vektorhoz

Ennek a matematikai konstrukciénak a neve:
ekvivalencia-osztalyozas.

A séma:

El6sz6r megmondjuk, mely dolgokat kivanunk ekvivalensnek

tekinteni (a konkrét esetben az egymasba eltolhaté iranyitott
szakaszokat),

majd az ekvivalenciaosztalyokat képezzik (a konkrét esetben ezek
lesznek a vektorok).

Hasonlé matematikai konstrukciok pl.:

e kongruencia modulen  ~~ maradékosztalyok,
o koordinatarendszerek azonos sodrasu volta  iranyitas.



Jelolések, elnevezések:
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Jelolések, elnevezések:

Az AB iranyitott szakaszhoz tartoz6 vektﬁ jeloli.
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Jelolések, elnevezések:

Az AB iranyitott szakaszhoz tartoz6 vektﬁ jeloli.
Hasznaljuk av — AB jelolést is.
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Koordinatak és vektorok Geometria 1, normalszint 3. ebadas 13/27

Vektorok

Jelblések, elnevezések:

Az AB iranyitott szakaszhoz tartozo vektﬁ jeloli.
Hasznaljuk a — AB jelolést is.
(Nyomtatasban vastag bet(, kézirasban alahtzasv = ﬁ )
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Vektorok

Jelblések, elnevezések:

Az AB iranyitott szakaszhoz tartozo vektﬁ jeloli.
Hasznaljuk a — AB jelolést is.
(Nyomtatasban vastag bet(, kézirasban alahtzasv = ﬁ )

Az AB irdnyitott szakaszt a vektor egyreprezentarénak mondjuk.
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Vektorok

Jelblések, elnevezések:

Az AB iranyitott szakaszhoz tartozo vektﬁ jeloli.

Hasznaljuk as = AB jeloléstis.

(Nyomtatasban vastag bet(, kézirasban alahtzasv = ﬁ )

Az AB irdnyitott szakaszt a vektor egyreprezentarénak mondjuk.
Pl.: barmelyA pontraA_A> = O anullvektor.



A most bevezetett vektorfogalom az Uszabad vektdifogalma.
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Koordinatak és vektorok Geometria 1, normalszint 3. ebadas 14/27

Szabad vektor, helyvektor

A most bevezetett vektorfogalom az uszabad vektdrfogalma.
Az elnevezés arra utal, hogy a vektort reprezental6 irdnyitott szakasz
kezddpontja barhol, szabadon felveet



Koordinatak és vektorok Geometria 1, normalszint 3. ebadas 14/27

Szabad vektor, helyvektor

A most bevezetett vektorfogalom az uszabad vektdrfogalma.
Az elnevezés arra utal, hogy a vektort reprezental6 irdnyitott szakasz
kezddpontja barhol, szabadon felveet

Szokas un. helyvektookat” is hasznalni, amelyeknél a kégbnt
régzitve van.
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Szabad vektor, helyvektor

A most bevezetett vektorfogalom az uszabad vektdrfogalma.
Az elnevezés arra utal, hogy a vektort reprezental6 irdnyitott szakasz
kezddpontja barhol, szabadon felveet

Szokas un. helyvektookat” is hasznalni, amelyeknél a kégbnt
régzitve van.

Barmelyv vektorhoz €9 ponthoz egyértelmien talalhato olyBn
pont, hogyOP — v.
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Szabad vektor, helyvektor

A most bevezetett vektorfogalom az uszabad vektdrfogalma.
Az elnevezés arra utal, hogy a vektort reprezental6 irdnyitott szakasz
kezddpontja barhol, szabadon felveet

Szokas un. helyvektookat” is hasznalni, amelyeknél a kégbnt
régzitve van.

Barmelyv vektorhoz €9 ponthoz egyértelmien talalhato olyBn
pont, hogyOP — v.

Ez az 6sszefliggés bijektiv kapcsolatot étesit a (szabad) vektorok
halmaza és a rogzitdit kezddpontu iranyitott szakaszok (azaz
helyvektorok) halmaza kdzott.
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Szabad vektor, helyvektor

A most bevezetett vektorfogalom az uszabad vektdrfogalma.
Az elnevezés arra utal, hogy a vektort reprezental6 irdnyitott szakasz
kezddpontja barhol, szabadon felveet

Szokas un. helyvektookat” is hasznalni, amelyeknél a kégbnt
régzitve van.

Barmelyv vektorhoz €9 ponthoz egyértelmien talalhato olyBn
pont, hogyOP — v.

Ez az 6sszefliggés bijektiv kapcsolatot étesit a (szabad) vektorok
halmaza és a rogzitdit kezddpontu iranyitott szakaszok (azaz
helyvektorok) halmaza kdzott.

A helyvektorok pedig (a végpont hozzarendelése Gtjan) bijektiv
kapcsolatban allnak a tér pontjaival.
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Legyeneku — AB ésv = CD nullvektortsl kiilonbos vektorok.
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@ parhuzamashaAB || CD;

Legyeneku — AB ésv = CD nullvektortsl kiilonbos vektorok.
Azt mondjuk, hogyu ésv
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@ parhuzamashaAB || CD;
ezen belil:

Legyeneku — AB ésv = CD nullvektortsl kiilonbos vektorok.
Azt mondjuk, hogyu ésv
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Azt mondjuk, hogyu ésv

Legyeneku — AB ésv = CD nullvektortsl kiilonbos vektorok.

@ parhuzamashaAB || CD;
ezen belil:

e egyirany( ha azAB és aCD félegyenes egyiranyu,
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Vektorok allasa

Legyeneku = ,@ ésv = CD nullvektortdl kiilonbdd vektorok.

Azt mondjuk, hogyu ésv
@ parhuzamashaAB || CD;
ezen belll:
e egyirany( ha azAB és aCD félegyenes egyiranyu,
e ellentétes iranyrha azAB és aCD félegyenes ellentétes iranyq,
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Vektorok allasa

Legyeneku = ,@ ésv = CD nullvektortdl kiilonbdd vektorok.

Azt mondjuk, hogyu ésv
@ parhuzamashaAB || CD;
ezen belll:
e egyirany( ha azAB és aCD félegyenes egyiranyu,
e ellentétes iranyrha azAB és aCD félegyenes ellentétes iranyq,
@ melegeshaAB L CD.
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Vektorok allasa

Legyeneku = ,@ ésv = CD nullvektortdl kiilonbdd vektorok.

Azt mondjuk, hogyu ésv
@ parhuzamashaAB || CD;
ezen belll:
e egyirany( ha azAB és aCD félegyenes egyiranyu,
e ellentétes iranyrha azAB és aCD félegyenes ellentétes iranyq,
@ melegeshaAB L CD.

(Megjegyzés: a definiciok korrektek, mert a feltételek nem fliggnek a
reprezentansokd@ ésCD) valasztaséatodl, csak a vektoroktol.)



Hasonl6an definialjuk vektornak egyenessel vagy sikkal vett
parhuzamossagat, nidegességét is.
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Vektorok allasa

Hasonl6an definialjuk vektornak egyenessel vagy sikkal vett
parhuzamossagat, nidegességét is.

Vektorok egy rendszerégysikinak mondjuk, ha létezik olyan sik
amellyel mindegyik vektor parhuzamos.
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Vektorok allasa

Hasonl6an definialjuk vektornak egyenessel vagy sikkal vett
parhuzamossagat, nidegességét is.

Vektorok egy rendszerégysikinak mondjuk, ha létezik olyan sik
amellyel mindegyik vektor parhuzamos.

Megallapodas: 8 nullvektor barmely vektorral (egyenessel, sikkal)
parhuzamos és ugyanakkor barmely vektorra (egyenesre, sikra)
metbleges is.
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Vektorok allasa

Hasonl6an definialjuk vektornak egyenessel vagy sikkal vett
parhuzamossagat, nidegességét is.

Vektorok egy rendszerégysikinak mondjuk, ha létezik olyan sik
amellyel mindegyik vektor parhuzamos.

Megallapodas: 8 nullvektor barmely vektorral (egyenessel, sikkal)
parhuzamos és ugyanakkor barmely vektorra (egyenesre, sikra)
metbleges is.

(Azt mondjuk, hogy0 hatarozatlan iranyu.)
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Legyenu = AB #0ésv = AC # 0.
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Legyenu = AB #0ésv = AC # 0. Ekkor:

(u,v)<t = azAB és azAC félegyenes altal bezart szdg.
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Legyenu = AB £ 0ésv — AC £ 0. Ekkor:
(u,v)<t = azAB és azAC félegyenes altal bezart szg

Hau = O0vagyv = 0, akkor az(u, v)< szdget
nemértelmezzik.
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Legyenu = AB £ 0ésv — AC £ 0. Ekkor:
(u,v)<t = azAB és azAC félegyenes altal bezart szg

Hau = O0vagyv = 0, akkor az(u, v)< szdget
nemértelmezzik.

Legyenu = ﬁ .
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Legyenu = AB £ 0ésv — AC £ 0. Ekkor:
(u,v)<t = azAB és azAC félegyenes altal bezart szdg.

Hau = O0vagyv = 0, akkor az(u, v)< szdget
nemértelmezzik.

Legyenu = ﬁ . Ekkor:
lu| = d(A,B).
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Vektorok sz6ge, hossza

Definicio: két vektor szége

Legyenu — AB £ 0ésv — AC = 0. EkKor:
(u,v)< = azAB és azAC félegyenes altal bezart szdg.

Hau = O0vagyv = 0, akkor az(u, v)< szdget
nemértelmezzik.

Definicio: vektor hossza

Legyenu = ,@ Ekkor:
lu| = d(A, B).

PI. a nullvektor hossza 0 (és a nullvektor az egyetlen ilyen vektor).
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Vektorok sz6ge, hossza

Definicio: két vektor szége

Legyenu — AB £ 0ésv — AC = 0. EkKor:
(u,v)< = azAB és azAC félegyenes altal bezart szdg.

Hau = O0vagyv = 0, akkor az(u, v)< szdget
nemértelmezzik.

Definicio: vektor hossza

Legyenu = ,@ Ekkor:

lu| = d(A, B).

PI. a nullvektor hossza 0 (és a nullvektor az egyetlen ilyen vektor).
A v vektortegységvektarak nevezziik, hav| = 1.
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Rdgzitsunk egy kezdbpontu koordinatarendszert.
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|/

Rdgzitsunk egy kezdbpontu koordinatarendszert.

Tetsdlegesv vektorhoz
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/o
Vv
O

Rdgzitsunk egy kezdbpontu koordinatarendszert.
P

Tetsdlegesv vektorhoz tekintsiik azt a
P pontot, amelyré®©P = v
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Vektorok koordinatai
Rdgzitsunk egy kezdbpontu koordinatarendszert.
P
/v Tetsdlegesv vektorhoz tekintsiik azt a

v P pontot, amelyrﬁ =V, ésv koordinatain
(@] értsik aP pont koordinatait.
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Vektorok koordinatai

Rdgzitsunk egy kezdbpontu koordinatarendszert.

P
/v Tetsdlegesv vektorhoz tekintsiik azt a
v P pontot, amelyr@ =V, ésv koordinatain
(@] értsik aP pont koordinatait.

Ezaltal bijektiv megfeleltetést nyertiink a vektorok halmaz&®s
(illetve az egyenes esetébRnsik esetébei?) kzott.
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Vektorok koordinatai

Rdgzitsunk egy kezdbpontu koordinatarendszert.

P
g /v Tetsdlegesv vektorhoz tekintsiik azt a
P pontot, amelyr@ =V, ésv koordinatain
(@] értsik aP pont koordinatait.

Ezaltal bijektiv megfeleltetést nyertiink a vektorok halmaz&®s
(illetve az egyenes esetébRnsik esetébei?) kzott.

Altaldban, has = AB ésA — (a1, ap,ag), B = (by, by, bg), akkor
V= (by—ay,bp—abs—ag).
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Vektorok koordinatai

Rdgzitsunk egy kezdbpontu koordinatarendszert.

P
g /v Tetsdlegesv vektorhoz tekintsiik azt a
P pontot, amelyr@ =V, ésv koordinatain
(@] értsik aP pont koordinatait.

Ezaltal bijektiv megfeleltetést nyertiink a vektorok halmaz&®s
(illetve az egyenes esetébRnsik esetébei?) kzott.

Altaldban, has = AB ésA — (a1, ap,ag), B = (by, by, bg), akkor
V= (by—ay,bp—abs—ag).

Ha a koordinatarendszer Descartes-féle, akkora(vy, Vo, v3)

vektor hossza > 5 5
V| = /2 + V3 + V2.
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Osszeadas:
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Osszeadas:
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Osszeadas:

vagy
Koordinatakkal:

(Or < Fr <=

(=
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Vektormiveletek
Osszeadas:

N
vagy \

Koordinatakkal:

Legyenu = (ug, Up, U3) €SV = (V1, Vo, V3), ekkor
U+V = (Ug+ Vi, Uz + V2, U3 + V3).

(Mindegyik koordinatatengelyen iranyitott szakaszdkeles hossza
adodik 6ssze.)
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Szorzas skalarral (azaz valés szammal):
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Szorzas skalarral (azaz valés szammal):
Adott av vektor és a\ € R szam;
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Szorzas skalarral (azaz valés szammal):

Adott av vektor és a\ € R szam; harom esetet tekintliink:

«O» «Fr « =

Er» «E)»
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A > 0:

Szorzas skalarral (azaz valés szammal):
Adott av vektor és a\ € R szam; harom esetet tekintlink:

«O» «Fr « =

Er» «E)»
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Szorzas skalarral (azaz valés szammal):
A>0:

ekkor\v egyiranyav-vel

Adott av vektor és a\ € R szam; harom esetet tekintiink
és|Av| =\ -|v],

—_— >
\

AV
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Szorzas skalarral (azaz valés szammal):
A>0:

Adott av vektor és a\ € R szam; harom esetet tekintliink:

ekkor\v egyiranyav-vel
és|Av| =\ -|v], - v
A=0: ekkoriv =0,

AV
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VektormUveletek

Szorzas skalarral (azaz valos szammal):
Adott av vektor és a\ € R szam; harom esetet tekintlink:
A > 0: ekkor\v egyiranyiv-vel
és|Av| =\ -|v], — Vv -\

A=0: ekkorAv =0,

A < 0: ekkor)\v ellentétes iranya
v-vel és|Av| = —X - |v|. AV v
(Jelolés:—v = (—1)v)
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VektormUveletek

Szorzas skalarral (azaz valos szammal):
Adott av vektor és a\ € R szam; harom esetet tekintlink:
A > 0: ekkor\v egyiranyiv-vel
és|Av| =\ -|v], — Vv -\

A=0: ekkorAv =0,

A < 0: ekkor)\v ellentétes iranya
v-vel és|Av| = —X - |v|. AV v
(Jelolés:—v = (—1)v)

Koordinatakkal:
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VektormUveletek

Szorzas skalarral (azaz valos szammal):
Adott av vektor és a\ € R szam; harom esetet tekintlink:
A > 0: ekkor\v egyiranyiv-vel
és|Av| =\ -|v], — Vv -\

A =0: ekkorAv =0,

A < 0: ekkor)\v ellentétes iranya
v-vel és|Av| = —X - |v|. AV v
(Jelolés:—v = (—1)v)

Koordinatakkal:

V = (V1,V2,V3) eseténiv = (Avy, Avp, A\v3) J
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Mveleti tulajdonsagok
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Mveleti tulajdonsagok (mind nyilvanvald):

«Or «F»r « =

>

«= >

DA



Mveleti tulajdonsagok (mind nyilvanvald):

u+v = v+u
U+v)+w = u+(v+w)
u+0 = u
(-u)y+u = 0
()\+,u) = AU+ puu
Au+v) = Au+Av
(Awu = A(pu)
u = u

«O>» 4 Fr «=r «=)>»

DA



Koordinatak és vektorok Geometria 1, normalszint 3. ebadas 21/27

VektormUveletek

Mveleti tulajdonsagok (mind nyilvanvald):

u+v = v+u
(U+V)+Ww = u+(V+w)
u+0 = u
(-u+u = 0
(Aﬂa) = AU+ U
Au+vVv) = Au+ v
(Apu = A(pu)
Iu = u

Ezek a tulajdonsagok mutatjak, hogy a vektorok ezekre a miveletekre
nézvevektorteretalkotnak a valdés szamtest folott j
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,r
Vektormiveletek

Mveleti tulajdonsagok (mind nyilvanvald):

u+v = v+u
(U+V)+Ww = u+(V+w)
u+0 = u
(-u+u = 0
(Aﬂa) = AU+ U
Au+vVv) = Au+ v
(Apu = A(pu)
Iu = u

Ezek a tulajdonsagok mutatjak, hogy a vektorok ezekre a miveletekre
nézvevekiortereialkotnak a valos szamtest folott (Id. algebra). j
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Vektorok egy rendszerétazimak nevezzik, ha barmely vektor
egyértelmien felirhat6 ezek linearis kombinaciojaként (azaz:
skalarszorosainak 6sszegeként)
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Vektorok egy rendszerétazimak nevezzik, ha barmely vektor

egyértelmien felirhat6 ezek linearis kombinaciojaként (azaz:
skalarszorosainak 6sszegeként) (Id. algebra).

Példaul:
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Bazis

Definicié

Vektorok egy rendszerétazisak nevezzik, ha barmely vektor
egyértelmien felirhat6 ezek linearis kombinaciéjaként (azaz:
skalarszorosainak 6sszegeként) (Id. algebra).

Példaul:

@ Az egyenes vektorai szamara bazist alkot barmelikvektor.
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Bazis

Definicié

Vektorok egy rendszerétazisak nevezzik, ha barmely vektor
egyértelmien felirhat6 ezek linearis kombinaciéjaként (azaz:
skalarszorosainak 6sszegeként) (Id. algebra).

Példaul:

@ Az egyenes vektorai szamara bazist alkot barmelikvektor.

o A sik vektorai szamara bazist alkot barmely két nem parhuzamos
vektor.
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Bazis

Definicié

Vektorok egy rendszerétazisak nevezzik, ha barmely vektor
egyértelmien felirhat6 ezek linearis kombinaciéjaként (azaz:
skalarszorosainak 6sszegeként) (Id. algebra).

Példaul:

@ Az egyenes vektorai szamara bazist alkot barmelikvektor.

o A sik vektorai szamara bazist alkot barmely két nem parhuzamos
vektor.

o A tér vektorai szamara bazist alkot barmely harom nem egysiku
vektor.



DHa



egy bazist

Ha adott egy koordinatarendszer, akkor az egyértelmiien szatmazta
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Ha adott egy koordinatarendszer, akkor az egyértelmiien szatmazta
egy bazist (a koordinatarendszgapvektoraik
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Bazisok és koordinatarendszerek

Ha adott egy koordinatarendszer, akkor az egyértelmiien szatmazta
egy bazist (a koordinatarendszgapvektoraik

0 1
egyenesen
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Bazisok és koordinatarendszerek

Ha adott egy koordinatarendszer, akkor az egyértelmiien szatmazta
egy bazist (a koordinatarendszgapvektoraik

4

0 1 0 1

egyenesen sikban
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Bazisok és koordinatarendszerek

Ha adott egy koordinatarendszer, akkor az egyértelmiien szatmazta
egy bazist (a koordinatarendszgapvektoraik

0 1 0 1

egyenesen sikban
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Bazisok és koordinatarendszerek

Ha adott egy koordinatarendszer, akkor az egyértelmiien szatmazta
egy bazist (a koordinatarendszgapvektoraik

0 1 0 1

egyenesen sikban

Megforditva, az origo rogzitése és egy bazis kivalasztasa
meghatarozza a koordinatarendszert.
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Koordinatak és vektorok

Bazisok és koordinatarendszerek

Ha adott egy koordinatarendszer, akkor az egyértelmiien szatmazta
egy bazist (a koordinatarendszgapvektoraik

0 1
egyenesen sikban
Megforditva, az origo rogzitése és egy bazis kivalasztasa

meghatarozza a koordinatarendszert.

Haa, b, c az alapvektorok ég koordinatai(vy, vo, v3), akkor
VvV = via+ b + vsc.
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Koordinatak és vektorok

Bazisok és koordinatarendszerek

Ha adott egy koordinatarendszer, akkor az egyértelmiien szatmazta
egy bazist (a koordinatarendszgapvektoraik

0 1
egyenesen sikban
Megforditva, az origo rogzitése és egy bazis kivalasztasa

meghatarozza a koordinatarendszert.

Haa, b, c az alapvektorok ég koordinatai(vy, vo, v3), akkor
VvV = via+ b + vsc.

(Azaz: a koordinatak éppen a linearis kombinaciéban sz&repl
egyutthatok.)
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A Descartes-féle koordinatarendszerhez tartoz6 alapvektorok:

egyenesen
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1
j

A Descartes-féle koordinatarendszerhez tartoz6 alapvektorok:
0

0l
egyenesen

1
sikban
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A Descartes-féle koordinatarendszerhez tartoz6 alapvektorok:
1
0o i 1

0l
egyenesen

1
sikban

térben
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Koordinatak és vektorok Geometria 1, normalszint 3. ebadas 24127

Descartes-féle alapvektorok

A Descartes-féle koordinatarendszerhez tartoz6 alapvektorok:

1
o i 1 :
of i 1
egyenesen sikban térben

Itt i, ], k paronként mdileges egységvektorpk
i =(1,0,0),j = (0,1,0),k = (0,0,1).
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Descartes-féle alapvektorok
A Descartes-féle koordinatarendszerhez tartoz6 alapvektorok:

1
j

0l i 1

egyenesen sikban térben

Itt i, ], k paronként mdileges egységvektorpk
i =(1,0,0),j = (0,1,0),k = (0,0,1).

A v = (v, Vy, v3) vektor tehal = v1i + Vo] + vzk alakban is irhato.
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Descartes-féle alapvektorok
A Descartes-féle koordinatarendszerhez tartoz6 alapvektorok:

1
j

0l i 1

egyenesen sikban térben

Itt i, ], k paronként mdileges egységvektorpk

i=(1,0,0),j =(0,1,0),k = (0,0,1).

A v = (v, Vy, v3) vektor tehal = v1i + Vo] + vzk alakban is irhato.
Megallapodas:
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A Descartes-féle koordinatarendszerhez tartoz6 alapvektorok:

1
j

0l i 1

egyenesen sikban térben

Itt i, ], k paronként mdileges egységvektorpk
i =(1,0,0),j = (0,1,0),k = (0,0,1).

A v = (v, Vy, v3) vektor tehal = v1i + Vo] + vzk alakban is irhato.
Megallapodas:

o sikban:i-t j-be pozitiv90°-os forgatas viszi;
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Descartes-féle alapvektorok
A Descartes-féle koordinatarendszerhez tartoz6 alapvektorok:

1
j

0l i 1

egyenesen sikban térben

Itt i, ], k paronként mdileges egységvektorpk
i=1(1,0,0),j=(0,1,0),k =(0,0,1).
A v = (v, Vy, v3) vektor tehal = v1i + Vo] + vzk alakban is irhato.
Megallapodas:

o sikban:i-t j-be pozitiv90°-os forgatas viszi;

o térben:i, |, k (ebben a sorrendbejybbsodrasiiendszert alkot.



vektorai szamara.

Tegyik fol, hogy a rogzitet, b ésc vektorok bazist alkotnak a tér
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Komponensek

Tegyuk fol, hogy a rogzitett, b ésc vektorok bazist alkotnak a tér
vektorai szdmara.

Fejezzlink ki egy tetstegesv vektort ebben a bazisban:
V=aa+ fb+~cC

alkalmasn, 3, v skalarokkal.
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Komponensek

Tegyuk fol, hogy a rogzitett, b ésc vektorok bazist alkotnak a tér
vektorai szdmara.

Fejezzlink ki egy tetstegesv vektort ebben a bazisban:
V=aa+ fb+~cC
alkalmasn, 3, v skalarokkal.

Az aa, b, vc vektorokat av vektor (adott bazisra vonatkozd)
komponeneinek vagyosszetetiinek nevezzik. J
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Komponensek

Tegyuk fol, hogy a rogzitett, b ésc vektorok bazist alkotnak a tér
vektorai szdmara.

Fejezzlink ki egy tetstegesv vektort ebben a bazisban:
V=aa+ fb+~cC
alkalmasn, 3, v skalarokkal.

Az aa, b, vc vektorokat av vektor (adott bazisra vonatkozd)
komponeneinek vagyosszetetiinek nevezzik. J

(Figyeljink a kilénbségtételre: az 3, v koordinatak skalarok, mig
a komponensek vektorok.)



RoOgzitsiink egys sikot €s egy vele nem parhuzanaogektort.
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Komponensek

Rogzitsliink egy sikot és egy vele nem parhuzanmagektort.
V,
a\
S

A tér barmelyv vektora egyértelmien irhato

V:V/—I—VN

alakban, ahol’ || aésv” || S



Rogzitsliink egy sikot és egy vele nem parhuzanmagektort.

X /

Valéban, has — OP, aholO € S,
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Komponensek

Rogzitsliink egy sikot és egy vele nem parhuzanmagektort.

Val6ban, has — OP, aholO € S,

akkor av” = OP” vektor szamara R” ¢ Spontot aP-n athaladé,
a-val parhuzamos egyenes dofi ki azikbol.
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Komponensek

Rogzitsliink egy sikot és egy vele nem parhuzanmagektort.

Valéban, hay = Cﬁ aholO € §

akkor av’ = CW vektor szamara B” € Spontot aP-n athalado,
a-val parhuzamos egyenes dofi ki azikbol.

Ezutanv’ av — v” kiilénbségvektorként adadik.
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Komponensek

Rogzitsliink egy sikot és egy vele nem parhuzanmagektort.

Valéban, hay = (ﬁ aholO € §

akkor av’ = CW vektor szamara B” € Spontot aP-n athalado,
a-val parhuzamos egyenes dofi ki azikbol.

Ezutanv’ av — v” kiilénbségvektorként adadik.

llyenkor azt mondjuk, hogy @ vektort felbontottuk aza vektorral
parhuzamos és &sikkal parhuzamos komponensekre.



Fontos specidlis esed: | S.
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Komponensek

Fontos specidlis esed: | S llyenkor ezt a tételt kapjuk:

a
Tétel
Rogzitetta £ 0 vektor mellett a tér barmely vektora egyértelmien
irhaté

alakban, ahol, || aésvy L a.
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Komponensek

Fontos specidlis esed: | S llyenkor ezt a tételt kapjuk:

a
Tétel
Rogzitetta £ 0 vektor mellett a tér barmely vektora egyértelmien
irhat6

V =Vp+ Vm

alakban, ahol, || aésvy L a.

Itt azt mondjuk, hogy & vektort felbontottuk aa vektorral
parhuzamos,, és aza vektorra medlegesvy, komponens dsszegére.



