Differencialhaté sokasagok

1. Topologikus sokasagok

Definicié 1.1 (Sokasdg). Legyen n > 0 valamilyen rogzitett egész. Egy (X, U)
topologikus tér egy n-dimenzids sokasdg, ha Ty, My és minden x € X -nek létezik
olyan kornyezete, ami homeomorf R"-el.

Egy 0-dimenzids sokasag ezek szerint homeomorf egy legfeljebb megszamlalha-
toan végtelen sok pontbdl all6 diszkrét metrikus térrel. Az, hogy minden x € X -nek
létezik olyan kornyezete, ami homeomorf R™-el, azt jelenti, hogy a tér “lokalisan
R™”  tehét egy sokasagban egy pontszerti megfigyel6 a kornyezetét R™-nek érzékeli.
Persze lehet, hogy az egész sokasdg nem homeomorf R"-el. Fontos kérdés, hogy
valamilyen n > 0-ra milyen n-dimenziés sokasagok léteznek. Az egyszertiség kedvé-
ért egy (X,U) n-dimenzids sokasdg alaphalmazat és magat a sokasigot is X™-nel
jeloljiik.

Allitas 1.2. 4 definicioban szereplé hdrom tulajdonsdg eqymastol fiuggetlen,
tehdt léteznek olyan X1, Xo, X3 topologikus terek, hogy

(1) Xi nem lokdlisan R™, de Ty és My,
(2) Xo nem Ty, de My és lokdlisan R™,
(3) X3 nem My, de Ty és lokdlisan R™.

BizoNYITAS. Példdul az X; = {(z,y) € R? : zy = 0} altere R*-nek T, M,
de a (0,0)-nak nyilvan nincs semmilyen R™-el homeomorf kérnyezete. Az Xy =
(RUR)/ ~ tér, ahol (z,0) ~ (y,1) pontosan akkor, ha x = y < 0 egy lokélisan
R! tér, mert a [(0,0)]-nak és a [(0,1)]-nek is van R-el homeomorf kérnyezete. De a
[(0,0)] és a [(0,1)] nem valaszthatdk el nyilt kornyezetekkel, tehdt Xo nem Ty, de
nyilvan M,. Végiil példaul kontinuum sok R diszjunkt unidja nyilvan nem M, de
T, és lokélisan R!. O

Tétel 1.3. Minden X" kompakt sokasdg bedgyazhato valamilyen R™ -be, tehdt

létezik olyan f: X™ — R™ folytonos leképezés, ami eqy homeomorfizmus X™ és az
F(X™) altér kozdtt.

BizoNYiTAS. Mivel X kompakt, ezért 1étezik véges sok Uy,...,U, C X nyilt
halmaz, mindegyik homeomorf R"-el, tigy, hogy Ule U; = X . Definialunk egy
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leképezést, ami egy topologikus bedgyazéasa lesz X -nek. Legyen f;: U; — R az
U; homeomorfizmusa az R"™'-beli S™ — {z}-el, ahol z egy pontja az S™ C R"*!
standard gémbnek. Terjessziik ki az f; leképezést X -re dgy, hogy fi;(X —U;) = x.
Ekkor mindegyik f; folytonos, és az

F=(f1, ., fo): X — REOHD

leképezés egy homeomorfizmus X és f(X) kozott, mert injektiv, az X kompakt és
R pedig Th. O

Allitas 1.4. Legyen m,n > 0. Ha X eqy olyan altere az R™ Euklideszi térnek,
hogy X minden pontjinak létezik olyan U C X kornyezete, ami R™-el homeomorf,
akkor X egy n-dimenzios sokasdg.

Bi1zoNYITAS. Az R™ minden altere M, és T,, ezért egy lokélisan R™ altér
sokasag is. O

Példdul R™-nek az {x € R™ : |z¢| = 1} altere, amit S™ '-el jelolink, egy
(m — 1)-dimenzids sokasdg, mert minden = € S™ '-nek az S™ ! — {—z} hal-
maz a sztereografikus projekcié miatt egy R™ !-el homeomorf kérnyezete. Egy
masik példa: barmilyen f: R — R folytonos fiiggvény R2-beli G grafikonja egy
1-dimenziés sokasag, mert az (z,0) — (z, f(z)) leképezés egy homeomorfizmus R
és G kozott.

Tétel 1.5. Ha X egy dsszefiiggé 1-dimenzios sokasdg, akkor X homeomorf
R-el vagy S*-el.

Bi1zoNYITAS. Elészor néhany lemmét bizonyitunk. Legyen X egy Osszefuggd
1-dimenzids sokasag. Legyen i: (0,1) — X és j: (0,1) — X két bedgyazés.

Lemma 1.6. Az i((0,1)) Nj((0,1)) altérnek legfeljebb két dsszefiiggdségi kom-
ponense lehet.

B1zoNyiTAs. Tekintsiik az i x j: (0,1) x (0,1) = X x X

i j(s,t) = (i(s), (%))
folytonos leképezést. Ekkor az (i x j)~'(A) halmaz, ahol
A={(z,x) e X x X :2 € X}

az X x X -beli diagonalis, tekinthetd a j~!oi fiiggvény grafikonjanak, ami egy zart

halmaz (0,1)x(0,1)-ben, mert A zart. Ez csak tigy lehet, ha j~'oi lehetd leghévebb
értelmezési tartomanyédnak Osszefiigg6ségi komponensei a (0, 1) intervallum elején
és végén egy-egy kisebb intervallum, vagy csak egy darab komponens van (ha az
értelmezési tartomdny nem iires). Ezek szerint a j7' o értelmezési tartomdnya
legfeljebb két Osszefiiggdségi komponensbdl allhat, ahol j71 o4 szigortian monoton
fiiggvény kell legyen. Ha két komponens van, akkor j=! o4 mindkét intervallumon
novekvo (vagy csokkend). d
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Lemma 1.7. Ha i((0,1)) N j((0,1))-nek két dsszefiiggdségi komponense van,
akkor X homeomorf S'-el. Ha i((0,1))N5((0,1))-nek csak egy dsszefiiggéségi kom-
ponense van, akkor az i leképezés kiterjed egy (0,1)-nél esetleg bévebb nyilt inter-
vallumon értelmezett és i((0,1)) U j((0,1))-re képezd homeomorfizmussd.

B1zoNYITAS. Ez egyszertien kovetkezik az el6z6 lemmabél és abbdl, hogy 1o
szigoruan monoton és hogy ha az értelmezési tartoméanyanak két osszefiiggoségi kom-
ponense van, akkor j~! o4 mindkét intervallumon névekvé (vagy mindkét interval-

lumon csokkend). 0

A tétel bizonyitasahoz tegyiik fel, hogy D olyan X -beli nyilt halmazok legfeljebb
megszamlalhatéan végtelen rendszere, hogy (JD = X. Az is feltehetd, hogy min-
den D-beli halmaz homeomorf R-el. Ha X nem homeomorf S!-el, akkor az eléz6
lemmak alapjan minden két D-beli halmaz vagy diszjunkt, vagy az unidjuk is home-
omorf R-el. Ugyanakkor a D halmazrendszer elemei olyan Ui, Us, ... sorozatba
rendezhetdek, hogy minden n-re | J;, U; metszi U,4;-et, kiilonben X nem lehetne
osszefiiggd. De ekkor az | J;, U; halmazsorozat egymadsba dgyazott novekvd halmaz-
sorozat, aminek minden tagja homeomorf R-el, tehdt |J;—, U; is homeomorf R-el.
De mivel |2, U; = X, ezért X =R. O

Allitas 1.8. Ha X eqy n-dimenzios sokasdg és 'Y eqy m-dimenzios sokasdyg,
akkor az X x'Y direkt szorzat eqy (n 4+ m)-dimenzids sokasdg.

B1zoNYITAS. Nyilvan X x Y is Ty és My, és barmely (z,y) € X x Y pontnak
van R™ x R™-el homeomorf kornyezete. U

Definicié 1.9 (Peremes sokasdg). Legyen n > 1 valamilyen rogzitett egész.
Egy (X,U) topologikus tér egy n-dimenzids peremes sokasdg, ha Ty, My és minden
x € X-nek létezik olyan kornyezete, ami homeomorf R"-el vagy az

R"' x [0,00) = {z € R" : z,, > 0}

zart féltérrel. Az x € X egy perempont, ha nem létezik R"-el homeomorf kérnyezete.
A perempontok altal meghatarozott alteret 0.X jeloli, amit az X peremének neveziink.

Ezek szerint ha f: X — Y egy homeomorfizmus két n-dimenziés peremes
sokasag kozott, akkor f megszoritva 0X -re egy homeomorfizmus 0X és 9Y kozott.

Allitas 1.10. Ha X egy n-dimenzids peremes sokasig és 0X # 0, akkor X
egy (n — 1)-dimenzids sokasdg.

BizoNYiTAS. A 90X altér nyilvdn 15, M, és minden perempontnak van 9.X -beli
{z € R": z,, = 0} alakt kérnyezete, ami R"~!-el homeomorf. O

Tétel 1.11. Legyen X egy n-dimenzios peremes sokasag. Ha f: 0X — 0X egy
tetszdleges homeomorfizmus, amire f o f = idgx, akkor az a topologikus tér, amit
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gy kapunk, hogy kifaktorizalunk az
flx)=y hax,yecoX

Ty = { r=y ktilonben

ekvivalencia reldcidval eqy n-dimenzids (peremes) sokasdg.

BizoNYiTAS. Az allitas feltételei szerint f megszoritva 0X -re egy homeomor-
fizmus 0X kiilonbozé komponensei kozott, vagy olyan homeomorfizmusa egyetlen
komponensnek, ami onmagara képez. Jelolje X; azokat a peremkomponenseket,
amikre f|x, = idx,, X, azokat, amiket f nem onmagukba képez és X3 azokat,
amiket f onmagukba képez de nem az identitdssal. Ha [z] € X/ ~ gy, hogy
xr € XoU X3, akkor van egyetlen olyan y € 0X, y # x, amire [z] = [y]. Ha = € X5,
akkor z-nek egy kis U kornyezetébol és y = f(x)-nek az f(U) koérnyezetébél
konnyen kaphatunk [z]-nek egy R™-el homeomorf kornyezetét. Ha ¢: X — X/ ~
jeloli a faktorleképezést, akkor ¢(U U f(U)) egy kornyezete lesz [x|-nek. S6t, ha
h: U — R x [0,00) egy homeomorfizmus, akkor az az

F:R" = qUUf(U))
leképezés, amire minden v € R"-re

(v) = { q(h1(v)) ha v € R x [0, 00)
¢(f(h"HT'(v)))) hawv e R x (—o0,0],

ahol T' az n-dik koordinata —1-el valé szorzésa, egy homeomorfizmus R™ és ¢q(U U
f(U)) kozott. Ha pedig = € X3, akkor ugyanigy talalhatunk [z]-nek R™-el home-
omorf kornyezetét, de U olyan kell legyen, ami diszjunkt f(U)-t6l. Ha U csak
olyan lenne, hogy y ¢ U, akkor U helyett U — f(U) egy megfeleld kornyezetét
mdar tartalmazza x-nek. Végil konnyen lathatéan ¢(X;) lesz a pereme az X/ ~
sokasagnak. U

Allitas 1.12. Ha X egy n-dimenzios peremes sokasdg és Y eqy m-dimenzios
peremes sokasdg, akkor az X XY direkt szorzat egy (n + m)-dimenzids peremes
sokasdg €s

(X xY)=0X xY)U(X x9Y),
és

(OX xY)N (X x9Y) =0X x 9Y.

BizoNYiTAs. Az eddigick alapjén csak az nem elég nyilvdnvald, hogy ha z € 90X
és y € 9Y | akkor (x,y)-nak van R~ x [0, 00)-el homeomorf kornyezete. Ezt
viszont elég az n = m = 1 esetben bizonyitani, mert ha z-nek U, egy R"! x
[0,00)-€l és y-nak U, egy R™ ! x [0,00)-el homeomorf kornyezete, akkor U, x
U, homeomorf R™™' x R™ ! x [0,00) x [0,00)-€l, tehdt ha megmutatjuk, hogy
[0,00) x [0, 00) homeomorf R x [0, 00)-el, azzal bebizonyitjuk az allitédst. De példaul
az {(z,y) € R* : y > |z|} sikrész és az {(x,y) € R? : y > 0} féltér kozott az
f(z,y) = (z,y — |z|) leképezés egy homeomorfizmus. d
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2. Differencialhaté sokasagok

A tovabbiakban egy R™ — R™ leképezést akkor neveziink differencialhaténak,
ha akarhanyszor differencialhato.

Definicié 2.1 (Térkép sokasdgon). Ha X™ egy sokasdg, U C X egy R"-el
homeomorf nyilt halmaz és a € U, akkor egy z: U — R"™ homeomorfizmust egy a
korili térképnek neveziink.

Ha z: U - R" és y: V — R™ két térkép, akkor
g o i’il|i(Umv)i j(U N V) — g(U N V)

egy homeomorfizmus R" két nyilt részhalmaza kozott. Egy ilyen homeomorfiz-
must akkor neveziink diffeomorfizmusnak, ha differencidlhaté és az inverze is differ-
encialhato.

Definicié 2.2 (Sima struktira). Legyen X™ egy sokasag és D térképeknek egy
halmaza. A D egy sima (vagy differencidlhatd) struktira X -en, ha

(1) a D-beli térképek értelmezési tartomdnyai fedik X -et,

(2) minden z, y € D térképekre yoz~! egy diffeomorfizmus z(DzNDy) és y(DzNDy)
kozott, és

(3) ha T egy olyan térkép, amire jj o z~! diffeomorfizmus minden y € D esetén,
akkor  is benne van D-ben.

Ekkor az X egy sima (vagy differencialhatd) sokasig a D sima struktiraval.

Ha D’ egy olyan halmaza térképeknek, amire az (1)-es és (2)-es tulajdonség
teljesiil, akkor egyértelmiien kiterjesztheté sima strukturava. KEgyszertien csak az
osszes olyan T térképet kell D’-hez hozzavenni, amikre teljesiil, hogy minden ¢ € D’-
re yoz ! diffeomorfizmus. Az {gy kapott D halmazra konnyen ldthatéan (1), (2)
és (3) is teljestil. Emiatt gyakran egy sokasdgon csak egy (1)-est és (2)-est kielégité
D’ halmazzal adunk meg egy sima struktirat.

Példdul R™-en a csak az y: R™ — R", y(x) = x leképezéshil &ll6
D' = {y}
halmaz is kiterjed sima strukturava, ezt hivjuk az R™ standard sima strukturdjanak.
Ekkor a jél ismert tétel szerint ha f: R" — R™ az a € R" egy kornyezetében
differencidlhaté és derivaltjanak a-ban a rangja k, akkor léteznek olyan = és '’
térképek a standard sima struktirakbdl a és f(a) koriil, hogy z(a) =0, Z'(f(a)) =
0 ésaz 7' o fox ! leképezés T(a) egy kornyezetében
(T1,...,xp) = (T1,...24,0,...,0)

alakd. A tovabbiakban R™-en mindig a standard sima strukturat tekintjik.



Persze lehet, hogy egy sokasagon nem létezik sima struktira. Ha a sokasag csak
1-, 2-, vagy 3-dimenzids, akkor mindig van rajta sima struktura, de létezik olyan
4-dimenziés sokasdg, amin nincs.

Definicié 2.3 (Diffeomorf sokasigok). Az X és Y sima sokasdgok diffeomorfak,
ha létezik olyan ¢: X — Y bijekci6, hogy minden a € X és ¢(a) pont koriili
valamilyen Z és y térképekre az
Yyopo z!

leképezés egy diffeomorfizmus Z(a) és y(p(a)) valamilyen kornyezetei kozott.

Diffeomorf sima sokasagok persze homeomorfak is. Egy adott sokasagon két
sima struktirat nem kilénboztetiink meg ha azok diffeomorfak, illetve két diffeomorf
sokasagot is ekvivalensnek tekintiink. Meglepé médon 1éteznek olyan legalabb 4-
dimenzids sokasagok, amiken tobb egymassal nem diffeomorf sima struktira is van.
Példaul R*-en létezik kontinuum sok egyméssal nem diffeomorf sima struktira, de
ha n # 4, akkor R"-en csak egy darab sima struktira van. Vagy példaul S”-en
Osszesen 15 sima struktira létezik, tehat 15 darab olyan sima sokasag van, ami
homeomorf, de nem diffeomorf S7-el.

Definicié 2.4 (Differencialhaté leképezés). Legyenek (X,Dx) és (Y, Dy) sima
sokasagok. Egy f: X — Y leképezés differencidlhato az a € X pontban ha vala-
milyen a és f(a) korilli z € Dy és y € Dy térképekkel az

gofoj_l

leképezés differencialhat6 az Z(a) pontban.

Azért van értelme egyaltalan sokasagok kozotti leképezések differencialhatésaga-
16l beszélni, mert az, hogy o f oz~ ! differencidlhaté-e Z(a)-ban, nem fiigg az =
és y térképek valasztasatél, ha a sima struktirdk rogzitettek. Tehat amiatt tudunk
a valos analizishez hasonléan az X és Y sokasagok kozotti leképezésekkel dolgozni
(példdul derivalni Sket, differencidlegyenleteket felirni, stb.), mert az 7’ o 7! és
7 o i~ kompozicidk diffeomorfizmusok tetszbleges ',z € Dx-re és ¥,y € Dy -ra,
tehat hogy léteznek sima struktirak a sokasdgokon. Ez azt is jelenti, hogy ugyana-
zon a sokasagon két kiilonbozo sima strukturaval teljesen mashogy viselkedhetnek
a fiiggvények, differencidlegyenletek, stb. Pontosan ezt kihasznalva lehet olyasmit

bizonyitani, hogy két adott sima struktira nem ekvivalens.
Lemma 2.5. Egy sima sokasdigra minden r: U — R™ leképezés diffeomorfiz-

mus.

B1zONYITAS. Az T és az identitds térképeken keresztiil konnyen ldthatéan tel-
jesiil a feltétel. O

Persze az, hogy mi egy differencidlhaté leképezés derivaltja (amit a valds azalizisben
Jacobi matrixnak neveztiink) egy pontban, fiigg a térképektél. De példaul a derivalt
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rangja joldefinialt, mert masik térképen keresztiil nézve a derivalas lancszabalya
alapjan a derivaltat akkor egy nemnulla determindnsi méatrixszal kell szorozni.

Definicié 2.6 (Immerzi6 és szubmerzid). Legyen f: X™ — Y™ két sima sokasdg
kozotti differencialhato leképezés. Ha f’ rangja minden z € X pontban megegyezik
n-el, akkor f egy immerzio. Ha pedig m-el, akkor f egy szubmerzio.

Tehat ha f: X™ — Y™ egy immerzio, akkor n < m és ha f: X" — Y™ egy
szubmerzio, akkor n > m.

Ha f: X" — Y™ egy immerzid, akkor minden a € X -re 1éteznek olyan & és ¢
térképek a és f(a) koril, hogy z(a) =0, y(f(a)) =0 és az yo f oz ! leképezés
Z(a) egy kornyezetében

(X1, ..., Tp) = (21,...2,,0,...,0)

alaku.

Ha f: X" — Y™ egy immerzio és n = m, akkor ezek szerint f egy diffeo-
morfizmus minden a € X egy kornyezetében, tehat ha f injektiv, akkor f egy
homeomorfizmus X és f(X) kozott, ahol f(X)-et az altér topoldgidval tekintjik.
Az n < m esetben konnyt példat mutatni olyan injektiv f: X™ — Y™ immerziéra,
ami nem homeomorfizmus X és az f(X) altér kozott.

Definicié 2.7 (Bedgyazds). Ha f: X™ — Y™ egy immerzié és f egy homeo-
morfizmus X és f(X) kozott (ahol f(X)-et az altér topoldgidval tekintjiik), akkor
f egy bedgyazds.

Definicié 2.8 (Részsokasdg). Legyen (X", D) egy sima sokasig, Y C X és
m > 0 rogzitett egész. Ha minden a € Y -hoz létezik olyan z: U — R™ D-beli
térkép, amire Z(a) = 0 és

zYNU)={(z1,...,2,) ER" : 2y = -+ = 2, = 0},

akkor az Y egy m-dimenzios részsokasdg.

Jelolje proj,,: R" — R™ az (x1,...,2,) — (x1,...,%y) projekciét.
Allitas 2.9. 4 2.8 definiciobeli 'Y részhalmaz az altér topologidval egy m-
dimenzios sima sokasdg, ahol a sima struktiurdt a
proj,, o lynu: UNY — R™
térképek hatdrozzak meg. Az i: Y — X, i(a) = a leképezés eqy bedgyazds.

BizONYITAS. Az Y egy m-dimenzids sokasdg, mert egy M, és Ty tér altere
és a proj,, o T|lyny leképezések homeomorfizmusok: az R™-be képeznek bijektiven,
folytonosak és az inverziik is folytonos. Ugyanakkor a proj,, o Z|yny térképek egy
sima struktirat hatdroznak meg, mert ha z: U — R" és y: V — R" két olyan
D-beli térkép, amire UNV NY # 0, akkor mivel

zoy Lig(UNV)—R"
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differencidlhaté, az R™ altérre valdo megszoritasa is az. Az i: Y — X leképezés
valamilyen z: U — R" térkép segitségével az

Toiodlyny =T 0Tlyny
alakban irhat6, ami megegyezik az R™ tér R"-be valé beagyazasaval, igy i diffe-

renciadlhaté és derivaltjanak rangja m, tehat egy immerzié. Ebbdl az is lathatd,
hogy az i: Y — i(Y) inverze folytonos. O

Allit4s 2.10. Legyen f: Y™ — X" eqy bedgyazds. Ekkor f(Y) egy részsokasdg
és [ Y = f(Y) egy diffeomorfizmus.

B1zZONYITAS. Az f egy immerzid, ezért minden a € Y pont egy kornyezetében
megfelel g: U — R™, 2: V = R", gy(a) =0, z(f(a)) = 0, térképeken keresztiil f
megegyezik az

a: R™ — R"
a: (z1,...,2m) = (T1,. .., Tm,0,...,0)
injektiv lineéris leképezéssel. Az f homeomorfizmus Y és az f(Y) altér kozott, ezért
az f(a)-nak valamilyen X -beli W kornyezetére f egy homeomorfizmus f~1(f(Y)N
W) és f(Y)NW kozott. Az g és T térképeken keresztiil ez az

FA) N W) = fY)n W

homeomorfizmus pont az a-val egyezik. Mindebbél az kdvetkezik, hogy f(Y) N W
megfelel az R™ altérnek R"™-ben, tehat f(Y) egy részsokasdg és f egy diffeomorfiz-
mus. U

Definicié 2.11 (Szinguléris és reguldris pont). Legyen f: X" — Y™ két sima
sokasag kozotti differencialhaté leképezés. Ha f’ rangja egy a € X-ben kisebb,
mint m, akkor az a egy szinguldris pontja f-nek és f(a) egy kritikus értéke f-nek.
Ha az f’ rangja egy a € X-ben megegyezik m-el, akkor az a egy requldris pontja
f-nek. Ha az f-nek valamilyen b € Y-ra minden a € f~!(b) pont reguldris pontja,
akkor b az f-nek egy requldris értéke.

Tétel 2.12. Egy f: X" — Y™ differencidlhato leképezés minden reqularis érté-
kének se eqy (n — m)-dimenzios részsokasdg.

BizoNYITAS. Ha g € f(X) egy reguldris érték, akkor biztosan n > m. Tegyiik
fel, hogy p € X és f(p) = q. Legyenek z: U — R" és y: V — R™ térképek p és ¢
koriil. Ekkor az o foz~! leképezésnek a rangja m, ezért 1étezik olyan ¢: R® — R,
©(0) = 0 diffeomorfizmus, hogy az

f=gofoz lop:R®"xR*"™ — R™
(x,y) — 2z
leképezésnek az x szerinti derivaltja a 0-ban maximalis rangu, tehat
of
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Emiatt a

O(z,y) = (f(z,9),9)

leképezés Jacobi matrixa a 0-ban szintén maximdlis rangu, igy a

O: R x R"™ — R"™ x R"™

egy diffeomorfizmus a 0 valamilyen kornyezetében. Ha g: R™ x R*™™ — R™ jeloli
az elsé valtozora vald vetitést, akkor

ezért

god = f,

g=/fod™!

a 0 egy kornyezetében, tehdt g egy masik felirasa valamilyen térképeken keresztiil
f-nek a p egy kornyezetében. De

g1 (0) = {0} x R"™™,

amibdl az kovetkezik, hogy minden p € f ~1(q)-nak létezik olyan U kornyezete, hogy
UnNfq) egy R"™-el diffeomorf részsokasdg X -ben. O

Példak 2.13.

(1)

(2)

Legyen f(x1,...,2,) = Y i, ax?, ahol a; > 0, egy R"-bSl R-be képezd
differencialhaté fliggvény, aminek minden x # 0-ban 1 a rangja. Tehat
minden z # 0-ra f(z) reguldris értéke f-nek. Minden y > 0-ra az f~'(y)
halmaz homeomorf az S™~! gémbbel.

Egy R?"-b6l R*™-be képezd leképezést sokszor egyszeriibb C"-bsl C™-be
képezo leképezésként értelmezni. Példaul az

flu,v) =u*+ VP,

ahol u,v € C és a,b > 2 relativ prim egész szamok egy C? — C fiiggvény,
és mint R* — R? leképezésnek 2 a rangja minden 0 # (u,v)-ben. Ha elég
kicsi € > 0-ra az f~'(e) 2-dimenzids részsokasagot elmetsziik egy kis 6 > 0
sugartit S® = {(u,v) € C*: |u]* + Jv|* = 6°} 3-dimenzids gombbel, akkor
egy 1-dimenzids részsokasagot kapunk S®-ban, ami egy nemtrividlis médon
S3-ba bedgyazott S!.

Hasonléan kaphatunk (2n — 3)-dimenzids részsokasagokat S?"~!-ben egy

n
(U, .oy Up) — Zuf,
i=1

C" — C leképezéssel. Példaul az
flur, ... us) = ub +uj +ui +uj +ul

leképezéssel az
fens

egy 7-dimenzids sokasdg, ami homeomorf, de nem diffeomorf S7-el.



10

(4) Az
flr,y,2) = (Va? +y? =2)" + 22— 1
fliggvény gradiense
V22 —2 1?2+ y? -2
2r-——=—2y ,22),
.ZUZ +y2 /lL'Q +y2

ami konnyen ldthatéan nem 0, ha f(x,y,2) = 0. Ezért f~1(0) egy 2-
dimenzids sima részsokasdg R3-ban, mégpedig egy térusz.

Definicié 2.14. Egy X" sima sokasag A C X részhalmaza 0-mértéki, ha
barmely z: U — R" térképre az (U N A) halmaz 0-mértékd R”-ben.

Nyilvan megszamlélhato sok 0-mértékii halmaz unidja is 0-mértéki.

Ha f: R™ — R" egy differencidlhaté leképezés és K C R™ egy kompakt, A C K
pedig egy 0-mértékii halmaz, akkor f(A) is 0-mértékii, mert

[f(x) = f(y)] < ez -y

valamilyen ¢ € R konstansra minden z,y € K esetén és igy A-nak valamilyen ¢ > 0
Osszmértéki fedése adja f(A)-nak is valamilyen konstansszor ¢ > 0 Osszmértéki
fedését. Egészen pontosan ha A C |J;o, C;, ahol C; valamilyen d; élhosszisdgu
kockak, akkor x,y € C; N K-bdl

1f(z) = f(y)] < cle —y| < ediv/n

kovetkezik, tehat f(C;NK) benne van egy példdul 2cd;v/n élhosszisdgu D; kockdban.
Ezért

f(A)Cf(KﬂUCi)Zf(UKﬁCi)CUDz‘,

és ha e > > "% dI', akkor |J;°, D; mértéke kisebb, mint
oo
S e i < e e
i=1

Raadasul mivel R" el6all megszamlalhato sok kompakt halmaz unigjaként és megszamlalhato
sok 0-mértékii halmaz unidja is 0-mértékii, azt kapjuk, hogy ha f: R* — R" egy
differencidlhaté leképezés és A C R™ tetszéleges 0-mértékii halmaz, akkor f(A) is
0-mérték.

Kovetkezmény 2.15. Legyen X" egy sima sokasag, A C X és D’ térképeknek
olyan halmaza, amire a 2.2 definiciébeli (1)-es és (2)-es teljesiil. Az A halmaz akkor
és csak akkor 0-mértékii, ha minden D’-beli Z: U — R™ térképre az T(A N U)
halmaz 0-mértéki.

Allitas 2.16. Legyen f: X =Y egy differencialhato leképezés két n-dimenzids
sima sokasdg kozdtt és A C X egy 0-mértékd halmaz. Ekkor f(A) is 0-mértéki
Y -ban.
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BizoNYITAS. Legyen ¢: U — R™ egy térkép Y-ban, azt kell beldtni, hogy
g(f(A) NU) egy 0-mértékii halmaz. Az f(A)NU = f(AN f~YU)) egyenlbség
miatt ha megmutatndnk, hogy egy alkalmas z: V — R", AN f~Y(U) C V térképre
(AN f7YU)) egy 0-mértékii halmaz, akkor az el6z8eket az

gofortiz(ANfTHU)) = y(f(A)NU)

leképezésre alkalmazva az kovetkezne, hogy y(f(A)NU) is 0-mérték. Az nem biz-
tos, hogy ANf~Y(U) része valamilyen Z térkép értelmezési tartomanydnak, de mivel
minden sokasag M, tér, létezik legfeljebb megszamlalhatéan végtelen sok olyan
T;: V; = R™ térkép, amire (J;2, V; D AN f~1(U) és igy elég azt megmutatni, hogy
minden z;(V; N AN f~1(U)) halmaz 0-mértékii, hiszen megszamldlhatéan végtelen
sok 0-mértékii halmaz unidja is 0-mértékd. De ha az z;(V; N A) halmaz 0-mértéki,
akkor nyilvdn z;(V; N AN f~1(U)) is az. O

Tétel 2.17. Egy f: X" — Y™ differencidlhato leképezés kritikus értékeinek
halmaza 0-mértéki és reguldris értékeinek halmaza sirid Y -ban.

BizoNYiTAs. Elbszor azt 1atjuk be, hogy a kritikus értékek halmaza 0-mértékii
és ebbdl egyszertien fog kovetkezni, hogy a regularis értékek halmaza stiri.

Tegyiik fel elészor, hogy 1 < n < m, ekkor azt kell beldtni, hogy az f(X)
halmaz 0-mértéki Y-ban. Az X x R™™™ térben X x {0} egy 0-mértéki halmaz
ésaz fop: X x R™™™ = Y leképezésre, ahol p: X x R™™"™ — X a projekcio,

fop(X x{0}) = f(X)
teljesiil. Az f o p két m-dimenziés sokasag kozti leképezés és igy f(X) egy 0-
mértékl halmaz.

Abban az esetben, ha n > m > 1, akkor a bizonyitds n-szerinti teljes in-
dukciéval torténik. Jelolje ¥ az f szinguldris pontjainak halmazat. Elészor azt
mutatjuk meg, hogy két 1-dimenzids sokasag kozti differencialhaté leképezés kri-
tikus értékeinek halmaza 0-mértéki. Tegyiik fel el6szor, hogy X =Y = R. Osszuk
fel X-et végtelen sok azonos hosszisagi kompakt intervallumra. Tekintsik az f
leképezés elsérendlt Taylor polinomjat és az ahhoz tartozé maradéktagot. Ekkor
minden y € Y¥-hoz létezik olyan I, a felosztasban szerepld és y-t tartalmazé inter-
vallum, hogy ha x € I, akkor

[f(2) = fy)| < K(z —y)?
valamilyen K > 0-ra, mert f'(y) = 0 ésigy a Taylor polinom megegyezik a konstans
f(y)-al. Az is igaz, hogy minden z € [-re és y € I N X-ra

(@) = fy)] < K(z—y)*
Jelolje A az I hosszat. Az I feloszthaté s darab A/s hosszu intervallumra, jeldlje
I, ..., Iy azokat, amik metszik »-at. Mindegyik I; hossza \/s, ezért ha x € I; és
y € I; Y, akkor
)\2
f(@) = fly)l < K—

)
82
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tehat f(I;) benne van egy K ’8\—2 hosszti intervallumban. Ebbdl az kovetkezik, hogy
f(INX) mértéke legfeljebb
)\2
sK i K\?/s,
ami 0-hoz tart, ha s — co. Tehat az f(I NX) halmaz 0-mértékd. De a ¥-at fedi
legfeljebb megszamlalhatéan végtelen sok ilyen I, ezért f(X) is 0-mértéki.

Ha X és Y tetszoleges 1-dimenzids sokasagok, akkor legyenek Uy, Us,... C Y
térképeknek olyan értelmezési tartomdnyai, hogy J°, U; = Y. Minden f~1(U;) egy
nyilt részhalmaza X -nek és f~1(U;) = U?; V;, ahol a V; nyilt halmazok valami-
lyen X -beli térképek értelmezési tartomanyai. Ekkor az elézdek alapjan mindegyik
flv;: V; = Us-reigaz, hogy az f(V;NX) halmaz 0-mértékii. De ekkor f( ;’il V;NX)
is 0-mértéki, emiatt az f kritikus értékeinek halmaza 0-mértékii.

Ha n > m > 2, akkor tegyiik fel, hogy n-nél kisebb dimenzidés X sokasagra
igaz az allitas és az n = m = 1 esethez hasonléan eloszor tegyiik fel, hogy X = R"
és Y =R". Egy p € X szingularis pontra a kovetkezok valamelyike teljestil.

(1) Az %(p) parcialis derivalt nem egyenlé 0-val valamilyen 1 < i < m-re és
1 <75 <n-re.

(2) Valamilyen s > 1-re minden 1 < i < m-reés 1 <r < s-re az 9" fi

Oz, -0z, (p) r-

edrendii parcialis derivaltak 0-val egyenléek minden 1 < jy,...,7, < n esetén,
s+1 ¢ . , . .

de &(p) # 0 valamilyen 1 <i<m-re és 1 < ji,...,Js11 < n-re.

dz;, 0y,
(3) Minden s > 1-re minden s-edrendii parcidlis derivalt 0-val egyenlé p-ben.

Az olyan szinguldris pontok halmazat, amikre az (1)-es teljesiil ¥y -el, amikre a (2)-
es teljestil Xo-vel és amikre a (3)-as teljesiil X3-al jeloljiik. Nyilvan az f szingularis
pontjainak halmaza egyenlo
Y1 UM U X3 -al.

Az (1)-es esetben persze m > 2, mert kiilonben p nem szinguldris. Ekkor legyenek
i,j olyanok, hogy gij (p) # 0. Az egyszerliség kedvéért feltessziik, hogy 7 = m.
Ekkor valamilyen 1 és ¢ diffeomorfizmusokra a 1) o f o ¢ leképezés a p~'(p) pont
egy

Ux(a,b) CR" ' xR
kornyezetében
(1, ..y xn) = (g(xy, .o 1), )
alakban frhaté, ahol g egy R"! — R™! tipusi differencidlhaté leképezés. Egy
o(x) € (U x (a,b))-ben az f’ rangja pontosan akkor maximélis, ha (¢ o f o )’
rangja maximalis € U X (a,b)-ben, ami pedig azzal ekvivalens, hogy ¢’ rangja
maximélis 7(z) € U-ban, ahol
(21, n) = (1,0, 1)

a projekcié az elsé n—1 koordinatara. Ebbdl az kovetkezik, hogy 1o fop szingularis
pontjai U x (a,b)-ben megegyeznek 7 !(S)-el, ahol az S halmaz a g szinguldris
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pontjai U-ban. Tehat 1) o f o ¢ szinguldris pontjainak halmaza U x (a, b)-ben
S % (a,b).
A gly egy R — R™ ! tipusi leképezés ahol nyilvdn n — 1 < n, ezért teljes
indukcidval azt kapjuk, hogy ¢(S) egy 0-mértékii halmaz és igy
Yo fop(Sx(ab))=g(S)x(a,b)

is 0-mértéki. Mindezt figyelembe véve azt kapjuk, hogy ¥»; minden p pontjanak
van olyan V, = ¢(U x (a, b)) kérnyezete, hogy f szinguldris pontjainak halmaza V-
ben megegyezik (S x (a,b))-vel, ahol o fop(Sx (a,b)) egy 0-mértékii halmaz. De
akkor fop(S % (a,b)) is 0-mértékd halmaz, ezért ¥; minden p pontjanak van olyan
V, kornyezete, hogy fly, kritikus értékeinek halmaza 0-mértékii. Mivel ¥; C X,
ezért X is Lindelof tér, igy

UV
i=1
valamilyen megszamlalhatéan sok p; € ¥;-re. Ekkor f |U?21Vpi kritikus értékeinek

halmaza 0-mértéki, ezért f(¥;) is 0-mértéki.

A (2)-es esetben tegyiik fel, hogy p € X olyan, hogy p € ¥, tehat
as—i—l fz

55— #0

ale s 8ij+1
valamilyen p-tdl fiiggd s > 1-re, 1 <7 < m-re és 1 < ji,...,7.11 < n-re, de
mindegyik =245 (p) = 0 ha 1 < r < 5. Osszuk fel %,-6t aszerint, hogy egy

Oz, Oy,
p € Y9-hoz melyik s > 1-et, 1 < i< m-et és 1 < 71,..., 7511 < n-eket valasztjuk,
ezeket a részhalmazokat jelolje Y5™7" 7. Ekkor nyilvdn

_ i757j17"’7j
= 5 :

68,1 yeeesis
a szoba joheto 1, s, ji,. .., js-ekre, ami legfeljebb megszamlalhatéan végtelen sok
halmaz unidja.
Jelolje gisji...j, @
O fi
Ou, -+ 0,

fiiggvényt. Ekkor minden p € £5%"7*_nek valamilyen U, C R" kornyezetére a
Gis.jr,onjs U, Tiggvénynek a 0 reguldris értéke és p benne van (g; ... v,) " (0)-ban,
ami egy U,-beli (n — 1)-dimenzids részsokasag. A

v,) ' (0)

i787j17"'ajs
22 ﬂ (gi737j1,~~-7js

pontjai az

S

(Giys,31,e00ds 1Up) H(0)
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megszoritdsnak is szingularis pontjai, ezért a teljes indukcié alapjan, vagy mert
n—1<m,az f(35%""7" N (gisji,..j.lv,) "' (0)) halmaz 0-mértékii. Persze

0,) 1 (0) = Up 0 (gisjune)(0)

(gi,s,jl,...,js
éS . . .
B5" 7 C (G i) (0)
ugyhogy azt kaptuk, hogy az
FEEI 0 0)

halmaz 0-mértékii. Az is igaz, hogy rogzitett ¢,s,j1,...,Js-1€ a halmazt

fedi legfeljebb megszdmlalhatéan végtelen sok U, ,U,,,... kornyezet, ahol p, €
ng,jl,‘..,js

2;757j17---7js

, mert X = R". Az el6z6ek alapjan mindegyik
P G,
halmaz 0-mértékii. Ebbdl kovetkezik, hogy az
f(XgItds U Upk) =[RSy
keN
halmaz is 0-mértékii, emiatt az

FO U B = (%)

ivsmjlv"':js

halmaz is 0-mértéki.

A (3)-as esetben tekintsiik el6szor az f leképezés n-edrendi Taylor polinomjat
és az ahhoz tartozdé maradéktagot. Ekkor minden xy € Y3-nak létezik olyan U
kornyezete, hogy ha x € U, akkor

[f(x) = f(zo)| < K|z — @™

valamilyen K > 0-ra, mert a Taylor polinom megegyezik a konstans f(zg)-al. Fel-
tehetjiik, hogy az U halmaz egy n-dimenziés kocka és az is igaz, hogy minden
reU-raésyelUnNisra

[f(2) = f(y)| < K|z —y["".

Jelolje A az U élének hosszat. Az U feloszthaté s™ darab A/s élhosszisagu kockavé,

jelolje Uy, ..., U, azokat a kockdkat, amik metszik ¥3-at. Mindegyik U; &dtméréje

? n, ezért ha x € U; és y € U; N X3, akkor
)\n—i—l

[F@) = F)l < K V™™,
tehat f(U;) benne van egy

n+1

n+1
2K g/

élhosszusagu m-dimenzids kockaban. Ebbol az kovetkezik, hogy f(U N3X3) mértéke
legfeljebb

n )\n—i—l n+1lym 1 n +1\m
SR Vi) = e QEATT ),
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ami 0-hoz tart, ha s — oco. Tehat az f(U N X3) halmaz 0-mértéki. De a Y3-at
fedi legfeljebb megszamlalhatéan végtelen sok ilyen U, ezért f(33) is 0-mértékii.

Végiil azt kapjuk, hogy ha f: R — R™ egy differencidlhato6 leképezés, akkor az
f kritikus értékeinek halmaza 0-mértékii. Ha pedig X és Y tetszdleges sokasagok,
akkor az m = m = 1 esethez hasonléan kapjuk, hogy az f kritikus értékeinek
halmaza 0-mértéki. U

Ebbdl latszik, hogy a sima sokasdgok és topoldgiai vizsgalatuk miért olyan
fontosak. Ha f: R" — R tetszOleges differencialhaté fiiggvény, akkor az

flz) =0
egyenlet megoldasainak halmaza egy (n — 1)-dimenzids sima sokasag, feltéve, hogy

a 0 regularis értéke az f-nek. Ha nem az, akkor meg mivel a regularis értékek
halmaza stiirti, van olyan tetszolegesen kicsi € > 0, hogy az

flx) =¢
egyenlet megolddsainak halmaza egy (n — 1)-dimenzids sima sokasidg. Ha nem
tudjuk megoldani az f(x) = 0 egyenletet, tehdt ha konkrétan nem ismerjik a

megolddsok halmazét, akkor még mindig vizsgalhatjuk az f~1(0) (vagy a “meg-
perturbdlt” egyenlettel meghatdrozott f~!(¢)) sokasdg topoldgidjat.

3. Sokasag érintotere

Ha f: R — R™ egy differencidlhaté leképezés, akkor az f': R — R™ de-
rivalt minden ¢t € R-ben azt adja meg, hogy mi az f-el paraméterezett gorbe
f(t)-beli érint6 vektora. Az f(R) gorbe kiilonboz6 paraméterezéseivel igy az f(R)
érintovektorait kapjuk. Ezt tetszoleges sima sokasdag f: X" — R™ bedgyazasaira sz-
eretnénk altaldnositani. Példaul az S™ ! C R™ valamilyen sugart és 0 kozéppontt
gomb érintotere olyan vektorokbdl kell alljon, amik merdlegesek a gomb pontjait
meghataroz6 vektorokra, ezért az

{(z,y) ER"xR™: 2 € S" 1 y e R,z L y}-al

definidlt R™ x R™-beli halmaz az S™~! érint6tere, ami egyébként egy (2m —
2)-dimenziés részsokasig is. De ha X nem a gdmb, akkor ez a definicié nem
altalanosithaté egyszertien.

Legyen X C R™ egy részsokasidg. Ha a € X, ¢ > 0 és u: (—g,e) — R™ egy
olyan differencialhaté leképezése a (—¢, €) intervallumnak R™-be, hogy u((—¢,¢)) C
X és u(0) = a, akkor az u/(0) vektort nevezziik az X sokasig egy a-beli érintd
vektoranak. fgy X -nek a-ban annyi kiilonb6zo érinto vektora van, ahdny kiilonb6z6
derivaltja lehet az a-n keresztiilmend X -beli gorbéknek. A kovekezd definicio ezt
arra az esetre altalanositja, amikor X nem egy bedgyazott részsokasaga R™-nek.
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Definicié 3.1 (Erint6 vektor és érint6tér). Legyen (X, D) egy sima sokaség
és a € X egy rogzitett pont. Tekintsiik az olyan u: (—e,e) — X differencidlhaté
leképezéseket, ahol £ > 0 és u(0) = a. Két ilyen X-beli gorbe legyen ekvivalens,
ha valamilyen a koriili térképben az a-beli derivaltjaik egyenléek. Tehét ha

u: (—e,e) > X
és
v: (=€,6) > X
differencialhatéak és u(0) = v(0) = a, akkor legyen
U~ v,
ha valamilyen a koriili & € D térképre
(zou)'(0) = (zowv)(0)

(és ilyenkor nyilvan minden a koriili térképre ugyanez teljesiil). Ez egy ekvivalencia
reldcié az ilyen tipusu gorbék halmazan. Egy u gorbe ekvivalencia osztalyat [u]-
val vagy u-val jeloljiik, egy v gorbe ekvivalencia osztélyat [v]-vel vagy v-vel, stb.
Az ekvivalencia osztdlyokat a-beli érintd vektoroknak, az érinté vektorok halmazat
pedig a-beli érintotérnek nevezzik.

Az X sima sokasag a-beli érintéterét T, X -el jeloljik. Ha a kortl = egy adott
térkép, akkor a
T,X «<— R",

(3.1) u s (z ou)(0)

megfeleltetéssel a T,X nem més, mint az Z(a)-n dtmend differencidlhaté gorbék
derivalt vektorai z(a)-nél, tehat egyszerlien csak z(a)-bdl kiindulé vektorok R™-
ben ha X n-dimenzios.

Allitas 3.2. Legyen X egy n-dimenzids sokasdg. Minden a € X-re a T, X
érintotér eqy n-dimenzios vektortér.

Az érinto vektorok ilyen térképektol fiiggetlen definicidja lehetdséget ad egy
differencialhato leképezés térképektol fliggetlen derivaltjanak értelmezésére.

Definicié 3.3 (Leképezés derivéltja). Legyen X és Y két sima sokasdg és
f: X — Y egy differencidlhaté leképezés. Ha a € X és f(a) = b, akkor azt
a
Of,: T, X = T,Y
homomorfizmust, ami egy u € T, X érint6 vektorhoz az [f ou| € T,Y érintévektort
rendeli, az f leképezés a-beli derivdltjanak nevezziik.

Definicié 3.4 (Sokasdg érintStere). Egy X sima sokasag érintdtere az

U T, X

aeX
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halmaz, amit 7' X-el jeloliink. FEkkor egy f: X — Y differencialhaté leképezés
deriwdltja a 0f: TX — TY leképezés, ami minden a € X-re a 0f,: T,X — Tj)Y
homomorfizmussal van definialva.

Az R™ sokasdg minden a € R"-beli T,R"™ érintéterét azonositani szoktuk maga-
val az R™ sokasaggal. Ez azt jelenti, hogy ilyenkor az z: U — R", a € U C R"”
térképet az
z: R" - R"
identitds leképezésnek valasztjuk, és ekkor egy [u] € T,R"™ érintévektor nem mas,
mint (Zowu)(0) =4/(0), ami egy a-bdl kiindulé vektor R"-ben. Tehat T,R™ mege-
gyezik az a-bol kiindulé vektorokkal.
Ha X egy sima sokasag és iy: U — R" egy a € X korili térkép, akkor ¥ nyilvan
differencidlhat6. A
oy: T, U — Tg(a)Rn
derivalt egy
oy: T,X — Tg(a)Rn
leképezésként is felfoghato, hiszen a € U C X . Ekkor 0y az u € T, X érintévektort
definici6 szerint az [gou| érintévektorba képezi, ami az el6z6 Tj)R™ = R™ azonositdssal
nem més, mint az g(a)-bol kiindulé (g o u)’'(0) vektor. Emiatt a (3.1)-beli
u<+— (gou)(0)
megfeleltetés megegyezik a
oy: T,X - R"
linearis izomorfizmussal.

Lemma 3.5. Az y: U — R" leképezés eqy diffeomorfizmus és 0y: T, X — R"
eqy vektortér izomorfizmus.

Allitas 3.6. Legyen X" és Y™ két sima sokasdg és f: X — Y eqy diffe-
rencidlhato leképezés. Legyen a € X, b € Y és tegyiik fel, hogy T eqy térkép a koriil
és y eqy térkép b = f(a) koril. Ekkor a

8fa: TaX — TbY,
Ofa: [u] = [f o]
homomorfizmus a 0T és 0y izomorfizmusokon keresztil megfelel az
0o df,o(0x) 1 R* = R™,
(Zow)'(0) = (yo fou)(0)
homomorfizmusnak, ahol
(Go fou)(0)=(yo forz ) (z(a))- (zou)(0),
ami nem mds, mint az
gofoz™
Jacobi mdtriza az T(a) helyen szorozva az (T ou)'(0) vektorral.



B1ZONYITAS. (o fou)(0)= (o foz toZzou)(0)=(yofox 1) (Tou(0))-
(Zou)(0) = (go fox ) (2(a)) (¥ou)(0). O

Példaul ha f: X" — X" az identitas leképezés és a € X, akkor két a koriili
Z2: U —=R" és y: V — R" térképen keresztiil az f derivaltja az

821g1 O,f_l “ e _82ng1 o i.—l
(7o) (@(a) = : :

8~ I

B n 0T gt T |

Jacobi métrixszal egyenld, ami az [u]-nak megfelelé (Z o u)(0) vektort az [u]-nak

megfelel6

(Fou)(0) = (Foz ) (z(a)) (zou)(0)
vektorba képezi. Példaul legyen z: U — R" egy térkép és e; € T, X legyen az az
érint6 vektor, amire ha e; = [e;], akkor (zoe;)'(0) az i-edik egységvektor. Hasonléan
legyen y: V. — R" egy masik térkép és f; € T, X az az érintd vektor, amire ha
f; = [f;], akkor (z o f;)'(0) a j-edik egységvektor. Ekkor minden a € U NV -re az
(g o271 (z(a)) métrix szorozva az i-dik egységvektorral megegyezik az e; érinté

vektornak az fy, ..., f, bazisban felirt koordindta vektoraval. Tehat
a 0
€, = ; (a—xlgj @) i’l> e} a_c(a)fj

Allitas 3.7. Legyen i: X — R™ az X sima sokasdg egy bedagyazdsa. FEkkor
minden a € X -re a
3%: T,X — Ti(a)Rm
homomorfizmus injektiv és minden u € T, X -re 0i,(u) az iou gorbe i(a)-bdl induld
derivalt vektora.

BiZONYITAS. 0i,([u]) = [iou] = (Zoiowu)(0), ahol T az a térkép i(a) koriil,
amire Z(v) = v minden v € R™-re. O

Allitas 3.8. Legyen X eqy n-dimenzios sokasdg, Y eqy m-dimenzios sokasdg,
Z eqy k-dimenzios sokasdg. Legyenek f: X — Y és g: Y — Z sima leképezések.
Ekkor a derwdltakra

8(9 o f)a = agf(a) o afa

minden a € X -re.

Bi1zoNYITAS. Térképeken keresztiil. O

Allitas 3.9. Legyen X eqy n-dimenzios sokasdg, Y eqy m-dimenzios sokasag,
Z eqy k-dimenzios sokasdg. Legyen f: X XY — Z eqy sima leképezés. Jelolje px
és py az X XY projekcidit és minden a = (a1,a3) € X XY -ra fo,: X — Z és
Ja: Y = Z az fo,(x) = f(x,00), fo,(y) = f(a1,y) leképezéseket. Ekkor

0f(a) = 0fa,(a1) 0 Ipx(a) + 0fa, (a2) © Ipy (a).
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BizoNYiTAS. Térképeken keresztiil. O

Mivel az & térképek R™-be képeznek és igy az x; koordinata fliggvények meg
R-be képeznek, sokszor hasznosak lesznek az

fiX SR

alaki fliggvények, ahol a TR érintéteret a lehet6 legegyszeriibb médon kezeljiik,
tehat azonositjuk R-el.

Legyen X egy sima sokasag, a € X, és f: X — R egy differencidlhato fiiggvény.
Ha u e T, X és u=[u] = [u], akkor (f ou)'(0)=(fou)(0).

Definicié 3.10 (Irdnymenti derivélt). Legyen X egy sima sokasig, a € X, és
f: X — R egy differencidlhaté fiiggvény. Ha u € T,X, akkor az f irdnymenti
deriwdltja az a pontban az u irdnyban

(f o u)(0),
amit d, f,-al jeloliink (ha nem okoz félreértést mert nyilvanvalé, hogy u egy a-beli
érint6 vektor, akkor csak 0, f-el).

Ha i: X — R™ egy beagyazas, akkor a 3.7-os allitds alapjan egy u € T,X
megfelel R™-ben az i ou gorbe i(a)-bdl indulé derivalt vektoranak. Az
f: X—>R

differencidlhaté fiiggvények megfelelnek az i(X)-en értelmezett foi~! differencidl-
haté fiiggvényeknek. Ha f o i !-et tetszOlegesen kiterjesztjiik i(a) egy R™-beli
U kornyezetére és p: U — U Ni(X) egy olyan differencidlhaté leképezés, hogy
plunicx) = idunicx) , akkor

Oufo=(fou)(0)=(foiTtopoiou)(0)=(foi " op)(i(a)) (iou)(0).

A kovetkezokben az irdnymenti derivalt olyan tulajdonsdgait nézziik meg, ami-
ket altalaban a szdmolasok soran hasznélunk.

Allitas 3.11. Ha f: X — R egy differencidlhato figgvény, u,v € T,X és
a, B € R, akkor
aoquerf = aauf + 6avf

BIZONYITAS. Legyen u = [u], v = [v] és au+ v = [w]. Azt kell beldtni, hogy
(f o w)'(0) = a(f ou)'(0) + B(f 0 v)(0).
Ha Z egy a koriili térkép, akkor
(fow)(0)=(foz " ozow)(0)=(foz ") (%(a))(zow)(0) =
(f o) (@(a))(a(z 0 u)'(0) + B(z 0 v)'(0))

a T, X -en 1évo vektortér struktira definiciéja miatt. De ez utébbi konnyen lathatéan
egyenlé a(f ou)'(0)+ B(f ov)'(0)-val. d
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Allitas 3.12. Ha f,g9: X = R differencidlhato figgvények, u € T,X és o, €
R, akkor

8u(af + Bg) = aauf + ﬂaug
€s

Ou(fg) = g(a)Ouf + f(a)Oug.
B1zoNYITAS. Legyen u = [u] és T egy a koriili térkép. Ekkor

Oulaf + Bg) = ((af + Bg) oz 1) (z(a))(Z ou

((afox™ )+ (Bgox™))(z

(af oz (2(a))( 0o uw)'(0) + (Bg 0 1) (%(a)) (% 0 ) (0) = aduf + BOug.
Hasonléan

1)) (#(a))(T 0 u)'(0) =

"(0) = g(a)ouf + f(a)Oug.
U

&
—~
\
s
Il
—~
—~~
\
e)
&I
L
—~
&I
&
B
e)
E
=
Il
-
e)
—~ K
N
E
fe)
8l
&I

Egy masik fajta jelolés az érint6 vektorokra és iranymenti derivaltra az, hogy
ha f: X — R egy differencialhaté fiiggvény és u € T, X, akkor

uf = ouf.

Legyen C*(a) az a kornyezetein értelmezett differencidlhaté fiiggvények halmaza.
Ekkor az el6bbiek szerint egy u € T, X érintévektor egy olyan leképezés C*(a)-bdl
R-be, hogy ha f,g: U — R differencialhato fliggvények, ahol U az a egy kornyezete,
akkor

uf =u(fly)

minden U C U kornyezetére a-nak,

u(af + fg) = auf + fuyg
minden «, § € R-re és

u(fg) = gla)uf + f(a)ug.
Ha még v € T, X is, akkor hasonléan

(ou+ Bv)f =auf + pvf
minden «, 5 € R-re.

Lattuk, hogy ha X" egy sima sokasag, a € X, z: U — R" egy a koriili térkép,

u: (—e,e) — X egy X-beli gorbe és u(0) = a, akkor a (T o u)(0) vektornak az

[u] € T, X érint6 vektor felel meg. Legyen e; € T, X az az érinté vektor, amire ha
e, = [e;], akkor (Z oe;)'(0) az i-edik egységvektor. Ekkor az

e,...,e, €T, X,
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amik persze fiiggnek az T térképtol, egy bazisa az a-beli érintétérnek. Ha f: X — R
differencidlhat6, akkor fo z7! is az és

Bof = (Fo7 0T o0e)(0) = (f o7 V(7)) - (70 ) (0) = o f 0 77 (7(a).
Legyenek az z leképezésnek zi,...,7,: U — R a koordinata fliggvényei. Ha
veT,X és

VvV = Z )\iei
i=1
a T,X érintotérben, akkor persze
(o) (0) = (A1,..., )

és
n

O (25) = Y Nl () = Z )\z'@%ifj oz~ !(z(a)) = Z )\ia—xixj(f(a)) = Aj-

i=1

VvV = i 8‘,(:@)61
=1

Ebbdl az is kovetkezik, hogy 0O, (Z;) = 0, j, ahol 0; ; a Kronecker delta.

4. Vektormezok és tenzormezok

4.1. Vektormezok.

Legyen (X", D) egy sima sokasdg, a € X és

z:U—R"
egy a koriili rogzitett térkép. Minden 1 <7 < n-re legyen e}, € T,X az az a-beli
érinté vektor, amire ha e} ; = [e¢] valamilyen e: (—¢,¢) — X, e(0) = a gorbével,
akkor (Z oe)'(0) az i-edik egységvektor. Ekkor minden a € U-ra az
er,,....er, €T, X

egy bézisa az a-beli érintotérnek, ami persze fiigg a rogzitett * térképtdl is.

Definicié 4.1 (Vektormez6). Ha (X", D) egy sima sokasig és v: X — T'X egy
olyan leképezés, hogy

(1) minden a € X-re v, € T, X és
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(2) minden z € D térképre a
v, = Z Aai€h ; (a € D3)
i=1
altal meghatarozott
)\7;: _Dj — R7
)\Z(CL) = /\a,i
fliggvények differencidlhatoak,

akkor a v: X — TX leképezés egy (differencidlhatd) vektormezé X -en.

Nyilvan a \; fliggvények is fliggenek az & térképtol.

Jelolje V(X) az X-en értelmezett vektormezék halmazdt és F(X) az X-en
értelmezett differencialhato fliggvények gytiriijét.

Allitas 4.2. V(X)) egy vektortér R felett és modulus F(X) felett.

4.2. Tenzormezok.

Legyen minden a € U-ra

E;,,. . . E, eT,X"
az €} 1,...,el € T,X dudlis bazisa a T, X* dudlis vektortérben, tehdt

Ei,i(eg,j> = 04,

ahol 1 <1i,57 <n. Tehat példaul ha V, = Z?:l Ao EZ ., akkor

a,i)

Va(el,) =Y AaiBLi(el) =D Aaidiy = Aaj,
i=1 =1

ezért
n

V, = Zva(ei,i)Ei,i'

i=1
Jelolje TX™* az

U T,X*

halmazt.

Definicié 4.3 (1-tenzormezd). Ha (X", D) egy sima sokasdg és V: X — T X*
egy olyan leképezés, hogy

(1) minden a € X-re V, € T,X* és
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(2) minden z € D térképre a
Vo= MiEL, (a € D)
i=1
altal meghatarozott
)\’i: Di‘ — R,
)\Z(CL) = /\a,i
fiiggvények differencidlhatoak,

akkor a V: X — TX* leképezés egy (differencidlhatd) 1-tipusi tenzormezd (vagy
1-tenzormezd) X -en.

A \; figgvények persze pontosan akkor differencialhatéak, ha a Dz-en értelme-
zett a — Vg (el ;) fiiggvények differencidlhatéak.

Definicié 4.4 (Leképezés differencidlja). Ha f: X — R egy differencialhaté
leképezés, akkor azt a df -el jelolt 1-tenzormezét, amire

dfa(v) = 6vf

minden v € T, X -re, az f fliggvény differencidljdnak nevezziik.

A df: X" — TX* tényleg egy differencidlhaté 1-tenzormezé a kovetkezdk mi-
att. Nyilvan minden z: U — R" térképre és a € U-ra

dfa - i )\a,iEfL’i
=1

valamilyen A,; € R egytutthatokkal. Ekkor
dfa(eaj,i) = )\a,ia
dfa(el,) = Oes

és 5
0, = 5 o7 (ala)
miatt az
a )‘a,i

fiiggvény nem mas, mint

9 ¢ oz (2(a)),

(2

a+—

ezért differencidlhaté.

Megjegyezzik, hogy minden 1 < 1,5 < n-re
Eaj,i(ei,j) =0, = aei’j (74),

ezért

d(ji)a - Ei,i
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és igy

0 __ _
8xifox Ha(a) - d(T)a

dfo=)_
=1

is frhat6. Példdul ha f = y;, ahol y: V' — R" egy térkép, akkor

az U NV halmazon.
Az 1-tenzormezéket altaldnositjuk a kovetkezdkben.

Legyen m € N. Ha X egy sima sokasag és a € X, akkor jeldlje L" a
T X% T, X >R

tipusi, m darab T,X direkt Osszegén értelmezett multilinedris leképezések vek-
torterét. Jelolje L™ az
UL

acX
halmazt. Nyilvan £! = TX*.
Definicié 4.5 (Tenzormezd). Ha (X", D) egy sima sokasag és V: X — L™ egy
olyan leképezés, hogy
(1) minden a € X-re V, € L és
(2) minden z € D térképre és minden 1 < iy,..., 4, < n-rea Dz-en értelmezett
arr V(g ,....e5; )

fiiggvények differencialhatoak,

akkor a V: X — L™ leképezés egy (differencidlhatd) m-tipusi tenzormezd (vagy
m-tenzormezd) X -en.

Jelolje V"(X) az X -en értelmezett m-tenzormezok halmazét.

Allitas 4.6. V(X)) egy vektortér R felett és modulus F(X) felett.

Ha Zz: D; — R™ egy térkép az X" sima sokasagon, akkor minden a € Dz-re és
minden 1 < iq,...,%, < n-re jeldlje

m
x .
EZ, . @Tax SR
j=1

azt a multilinearis leképezést, amire minden 1 < j1,..., j,n < n-re
Bt i (Cagis €)= Oiri Dign
Ekkor az Ef; ; leképezések egy bazisdt alkotjdk L'-nek.
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Allit4s 4.7. Ha (X", D) egy sima sokasdg és V: X — L™ eqy olyan leképezés,
hogy minden a € X -re V, € LT, akkor a kovetkezok ekvivalensek.

a ’

(1) Minden & € D térképre a

Vo = Z /\a7il7-~.,imE§,i1,...,im (CL S Df)

1<it .o im<n

altal meghatdarozott

A : Dz — R,

U1 5eeebm

)\il,...,im(a) = )\a,i1,...,im

figgvények differencidlhatoak,
(2) minden T € D térképre és minden 1 <iy,...,i, < n-re a Dz-en értelmezett

ar V(e ,....el, )

> Zayim

fuggvények differencidlhatoak,
(3) minden U C X nyilt halmazra és minden vy,...,v,: U — TX vektormezdre
az U-n értelmezett

a— Va(vi(a),...,vp(a))

figguények differencidlhatoak.

BI1zONYITAS. Legyen T € D egy térkép. Ha 'V, = Zl§i1,...,im§n Ayt eeeiim Bl iy i
akkor
T T o T T T —
Va(ea,j17 ce 7ea,jm) = § Aaﬂ;lwnimEa,il,“.,im (ea,j17 e 7ea,jm) = Aa i,
1<i1,00yim<n
tehat mindegyik a +— V,(ef, ,..., e}, ) differencidlhaté pontosan akkor, ha min-

degyik a — Ay ;.. ;. is az. Emiatt az (1) és a (2) ekvivalensek. A (3)-ashoz ha
minden 1 <i < m-re v;: U — TX vektormezok és

Vi(CL) = Z /\M»,jef’j ((I € U)
j=1

valamilyen differencidlhaté a — A, j-kel, akkor az a € U-hoz a
VG<V1 (a')7 R ?Vm(a)) = Va(z )\a717je§,j7 Tt Z Aa’m’jegvj) -
j=1 j=1

n n
E E T T
)\a717.j1 e )\avmvjmva(ea,jl7 et ea,jm>

J1=1 Jm=1

értéket rendelé fiiggvény differencidlhaté ha a (2)-es feltétel igaz. A (3)-asbdl a
(2)-es nyilvanvaléan kovetkezik. d
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Allit4s 4.8. Egy V: X — L™ m-tenzormezé meghatdroz eqy

m

Prvx) - F(x)

i=1
tipusi, minden a € X -re és vy,...,v,, € V(X)-re az
a— Vy(vi(a),...,v(a))

formuldval definialt, minden vdltozdjaban F(X)-linedris leképezést. Forditva, ha
V: éV(X) — F(X)
i=1
eqy F(X)-multilinedris leképezés, akkor V egy m-tenzormezd.
B1zoNYITAS. Az allitds els6 része trividlis, ezért csak azt kell beldtni, hogy ha
V: éV(X) — F(X)
i=1

egy F(X)-multilinedris leképezés, akkor V meghatdroz egy m-tenzormezét. De
minden a € X-ben a

(vi(a),...,vim(a)) = V(vi,...,vy)(a)

leképezés L™-beli, ahol vq,...,v,,: X — TX vektormezok, sot, az
ar— V(vy,...,vy)(a)
fiiggvény differencialhaté is, hiszen F(X)-beli. OJ

Az egyik legfontosabb példa tenzormezdkre a 2-tenzormezdk, azaz a bilinedris
formak sokasdgokon.

Definicié 4.9 (Riemann sokasdg és Lorentz sokasdg). Legyen X" egy sima
sokaséag és legyen ¢ € L2 egy 2-tenzormez6. Ha minden a € X -re ¢, szimmetrikus
és pozitiv definit, akkor X egy Riemann sokasdg a ¢ Riemann metrikdval. Ha
minden a € X-re ¢, szimmetrikus, nemelfajulé és (1,n — 1) szignaturédjd, akkor X
egy Lorentz sokasdg a ¢ Lorentz metrikdval.

Ha X egy Riemann sokasig a ¢ Riemann metrikaval, akkor értelmezhetjiik egy
f: X — R differencialhat6 fliggvény gradiensét.

Definicié 4.10 (Leképezés gradiense). Az f fliggvény gradiense az a
grad f: X - TX

vektormezd, amire
p(v,gradf) = df (v)

minden v: X — TX vektormezdre.
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Tehat a gradienssel és a Riemann metrikaval egy f fiiggvény iranymenti de-
rivaltjait lehet kiszamolni.

Minden a € X pontban a gradf vektormezét mar definidlja az, hogy minden
v, € T, X vektorra

©Ya(Va, gradf,) = dfa(va)
a @, bilinearitasa és pozitiv definitsége miatt. Ha z: D; — R" egy térkép az X-en

és a — ef;j a bazis vektormezék Dz-en j = 1,...,n-re, akkor minden a € Djz-re
igaz, hogy
7 5 o . 4
@a(ea,jagradfa) = dfa(ea,j) oz, o l($(a))
Zj

Ha

gradf, = Y g€l

i=1

akkor

Soa(ef,ja gradf,) = ‘Pa(eaj,ja Z )‘a,iea i Z Aaipa(e ]7 € z)
i=1

Ha a kovetkez6 fejezetet felhasznalva (de az alabblakat a 2-tenzorok bézisanak a
Ej ;-el jelolt 2-tenzorokat vélasztva Ef @ Ef-ek helyett is) Dz-en p-t a

> B ® Ef

1<k,I<n

alakba irjuk, akkor

wa( a,j? az - Z :uaklE )®E ( ) ,ua,]l
1<k,l<n
Ezért
ZAG’L@& ’37 az ZAG’LMG]’L
és igy a

@a(ei,gﬂ gradf,) = dfa(ei,j>
egyenloség a

n a L
;M“’j’i/\a’i = 8_1'] ox 1(1](@))

alakba irhatd. A
Hi1 - Hin

Hni = Hnn
matrix szimmetrikus pozitiv definit, ezért invertalhaté. Jeldlje az inverz matrixot

[ﬁz,]] Ekkor
D kg Y Hiihi = Ak,
j=1 i=1
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emiatt
n ~ a - -
Aok = Zﬂk,jyf oz~ !((a)),
= 0T

amibdl kovetkezik, hogy az a — A,; fiiggvények differencidlhatéak. Tehédt a gradf
vektormezo tényleg differencialhato.

Allitas 4.11. Ha & olyan térkép, amire Dz-en
=Y E;®E]
k=1

akkor Dz-en

n a B
gradf, =" = f o7 (#(a))e;
i=1 v

O
BizoNYiTAS. Ha az 7: Dy — R" térkép valaszthaté ugy, hogy
Paji = i,
azt kapjuk, hogy
) 1
Aajj = 8_J;jf oz (z(a)).
Tehat ezzel az T térképpel minden a € Djz-re
n ) .
radf, = oz Yz(a))er ..
gadfu =3 5of o7 Gla)el,
O

Ha f: M — R egy sima leképezés és p € M egy reguldris érték, akkor gradf,
egy normalvektora az f~1(p) részsokasidgnak M -ben.
4.3. Tenzormezok szorzata és differencial formak.

Definicié 4.12 (Tenzormezdk szorzata). Legyen Vi: X — L7 egy r-tenzormezd
és Vo: X — L? egy s-tenzormez6. A 'V és Vo szorzata az a

Vi®Vy: X — L7*
(r 4+ s)-tenzormezd, amire minden a € X -re és minden vq,...,v,. s € T, X-re
(Vi®Va)o(Vi, o s Vi, Vi 1y o+ Vigs) = Via(Vi, oo, Ve ) Vo (Vegt, -0, Vigs).
Fontos megjegyezni, hogy a szorzast ugy értelmezziik, hogy kiillonbozé Vi, Vy-re
Vi1 ® Vs # Vo ® Vi nem feltétleniil teljesiil, még akkor sem, ha r = s.
Allitds 4.13.
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(1) A
®: V'(X) x V(X) = V' (X)

leképezés bilinedris.
(2) Ha V1,Vy és V3 tenzormezdk, akkor

(Vi®Vy)®@Vs=V;®(Vy® Vy).
(3) Ha Vy,...,V, € V(X)) egy bdzisa V}(X)-nek, akkor a

Vl.1 R ® ViT
r-tenzormezék, ahol 1 <1iy,...,i, <n, egy bazisa V" (X)-nek.
Persze nem minden X -re léteznek olyan Vy,...,V, 1-tenzormezok, amik egy

bézisat alkotjdk V(X )-nek. De példdul ha X = R", vagy X = St x ... x S1, akkor
igen. S6t, ha X = S3 vagy S7, akkor is. Altalaban fontos kérdés, hogy milyen sima
X sokasdgokra van V!(X)-nek 1-tenzormez&kbél all6 bézisa, ezeket a sokasdgokat
nevezzik paralellizalhaté sokasdgoknak.

Példaul ha V egy X"-beli m-tenzormez6 és z: Dz — R" egy térkép X -en,
akkor minden a € Dz-re

Va - Z )\a,h,...,i E? X Eiima

m a,il
1<i1 oeryim<n

mert Ef , =Ej ®---®@E] . Tehat Dz-en

V = E )\ilp--,imdfil ® st ® dffim.
1<t yim<n
Kiilonosen fontosak lesznek azok az m-tenzormezok, amelyek —1-szeresiikre

valtoznak, ha két valtozdjukat felcseréljiik.

Definicié 4.14 (m-forma). Egy V: X — L™ m-tenzormez6 alterndld, ha min-

den a € X-re, vi,..., v, € T, X-re és 1 <i,57 < m-re
Va<V1, ey Vi1, Vs Vi, e 7Vj_1,Vj,Vj+1, e ,Vm) =
= Va(Vi, Vie, Vi Vigd, - Vi, Vi Vi - Vi)

Egy alterndl6 m-tenzormezét m-edrendi differencidl formdnak (vagy m-formdnak)
neveziink.

A széamolasok megkonnyitésének érdekében szeretnénk valamilyen baziselemek
tenzorszorzataként el6allitani az m-formakat, lehetéleg 1-formaknak olyan szorzata-
ként, ami az alterndlé tulajdonsiggal is rendelkezik. Ehhez egy masik szorzast
definialunk a differencidl formak halmazan, ami abban kiilonbozik a ® szorzastol,
hogy két alterndld tenzormezo szorzata is biztosan alternald lesz és egy fajta kom-
mutativitasi szabaly is teljesiilni fog.
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Definicié 4.15 (Ekszorzat). Legyen Vy: X — L7 egy r-forma és Vy: X — L°
egy s-forma. A 'V, és V, ékszorzata az a

Vl/\Vgi X%£T+s

(r 4+ s)-forma, amire minden a € X-re és minden vy,...,v, s € T,X-re
1
(ViAV2)a(vi,. . Vi) = el Z sgn(0)Via @ Vau(Vo()s - Vo(rrs)),

ahol o végigmegy az Osszes permutaciéjan az {1,...,r 4+ s} halmaznak és sgn(o)
jeloli a o permutacié eldjelét.

Megjegyzés 4.16. Legyen X = R*. Ha V,,V, € A'(X) és vy, vy € V(X),
akkor

VAVt = [ o)) Vel

minden a € X-re. Ugyanis

(Vl A\ V2)a(vla V2) = Z SgH(O')VLa ® V2,a(va'(1)7 VU(2))

) Viai(@) Via(va(@) ] _
] Voavi (@) vz,a<v2<a>>]‘;Sg“("m“(%>V27a<vo<2>>.

Jelolje A" (X) az X-en értelmezett m-formdk halmazét.
Allit4as 4.17. A" (X) egy vektortér R felett és modulus F(X) felett.

Allitas 4.18.
(1) A A N(X) x A (X) = L75(X) leképezés bilinedris és \'°(X)-be képez.
(2) Ha Vi€ N'(X), Vo e N°(X) és V3 e NY(X), akkor

ViAVy=(=1)"VyAV,
és
(ViAVy) AV3 =V A (V2 AVy).
(3) Ha f: X — R egy differencidlhatd figgvény, akkor
(fVI)A V2 =ViA(fVs) = f(ViIAV,).
(4) Ha Vy,...,V, € N'(X) egy bdzisa \'(X)-nek, akkor a
Vi A AV,

alterndld r-tenzormezék, ahol 1 < iy < -+ < i, <n, egy bdzisa N\ (X)-nek.

BizoNYyiTAs. Jelolje A azt a linedris leképezést, ami egy V' r-tenzorhoz hozzarendeli
az

1
5 Z sgn(o)V (‘o(1) -+ s 'o(n))
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r-tenzort. Ez egy linearis leképezés a tenzorok terén. Ekkor a A szorzasra

(r+s)!

VIiANVy, =
rls!

A(Vi @ Vs).

Ez két bilinedris leképezés kompozicidja, ezért bilinedris, emiatt (1) igaz. Az asszo-
ciativitashoz felhasznéljuk, hogy (minden pontban is)

AAVI @ Vo) @ Vs) = AVi @ Va @ Vs) = A(V; @ A(V2 @ V3)).

A V1, V5, V3 alterndld r, s, t-tenzorokra

!
inv ave= S v o) -
r+s+t)! r 4+ s)! r+s+t)(r4+s)!
((T+S)!t!) A(( 7‘!5!) ANiel)els) = ((T+5)!t!) (7‘!5!) AAN @ V2) ® Vs) =
(r+s+1)!
g AN eRkels),

tehat az ékszorzas asszociativ.
Az antikommutativitdshoz kiszdmoljuk A(V; @ V5)-6t és A(Va @ V))-et.
AV @ Vo) (v1, ..o, Upys) =

1
m ; Sgﬂ(U)%(UU(l), RN ’UO—(T)>‘/2(/UG-(T+1), RN ,UU(H_S))
és ha az els6 s és utols6 r indexet kicseréljik, azaz 7(1,...,s,s+1,...,s+71) =
(r+1,...,7r+s,1,...,r), akkor ez
1
m . Sgn(U o T)Sgn(T)‘/Z(Uoo‘r(l)a v 7’Ucro‘r(s))‘/1(vcro‘r(s+1)a v 7Ua'o7'(r+s))-

Mivel sgn(7) = (—1)"*, a (2) is igaz. A (3)-as kovetkezik az (1)-es bizonyitasabdl. A
(4)-eshez elég az, hogy a V;, ® ---®V;, bazis A éltali képe generdlja az r-formékat,
tehat {V;, A--- AV, 1 <id; < -+ < i, < n} generdlja az r-formékat. Ezek

linedrisan fiiggetlenek, mert az e;,, . .., e;, vektormezdket behelyettesitve akdrmilyen
0-val egyenld linedris kombinaciéjukba Vi, A --- AV, = 4 j, -0, ; miatt az
egyiitthatok nullak. g

A bizonyitasbdl az is latszik, hogy
(D ki)t
Hi il

Példaul R3-ban dx A dy, dy A dz, dz A\ dz egy béazisa a 2-formak terének.
Allitas 4.19. Egy V € N™(X) m-forma meghatdroz egy

é V(X) = F(X)

Vin---AV, =

AVi®@ - & V).
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tipusd, minden a € X -re és vy,...,v, € V(X)-re az
a— Vy(vi(a),...,vi(a))

formuldval definidlt, minden vdltozéjaban F(X)-linedris alterndld leképezést. Fordit-
va, ha

\'g é V(X) = F(X)

eqy F(X)-multilinedris alterndlo leképezés, akkor V egy m-forma.

Allitas 4.20. Legyen X = R".

(1) Ha Vy,...,Vie N"(X) és vy,...,v, € V(X), akkor
(ViA---AV))a(vi(a),...,vi(a)) = det[V,.(vj(a)))ij=1

minden a € X -re.
(2) AVy,...,V, € /\I(X) akkor és csak akkor linedrisan ésszefiiggéek, ha

ViA---AV; =0.

Ha X" egy sima sokaség, akkor legyen \°(X) = F(X) és A(X) = @, A" (X).
Persze ha m > n, akkor A" (X) = 0. Az ékszorzast kiterjesztjiikk az egész A\ (X)-re
a

PNY = (fl +ZV1,m> A (f2+ZV2,m> =
m=1 m=1

f1f2 + Z fQVLm + Z flVQ,m + Z Vl,ml A V2,m2
m=1 m=1

mi,ma=1

formuldaval, ahol fi, fo € F(X) és Vi, Vo, € AN"(X).

5. Integralas sokasagokon

5.1. Figgvények integralja.

Definicié 5.1. Ha X egy sokasag, akkor egy A C X részhalmaz mérhetd, ha
A eloall egy X -beli Borel halmaznak és egy 0-mértékii halmaznak az unidjaként.

A mérhet6 halmazok rendszerét A-val jeloljiik.

Allitas 5.2. Egy A C X részhalmaz Borel halmaz akkor és csak akkor, ha
minden T: U — R" térképre T(ANU) egy R™-beli Borel halmaz.
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BizonyiTAs. Ha A € X egy Borel halmaz, akkor A N U egy relativ Borel
halmaz U-ban, de akkor (A NU) is, mert Z egy homeomorfizmus. A forditott
iranyhoz elészor megmutatjuk, hogy az z(U)-beli Borel halmazok z~! 4ltali képei
X -beli Borel halmazok, nem csak U-beli relativ Borel halmazok. Jel6lje ehhez B az
z(U)-beli Borel halmazokat. Az U-beli nyiltak altal generdlt S o-gytirii része az X -
beli Boreleknek, mert az U-beli nyiltak X -beli Borelek. Ugyanakkor az S o-gytiri
minden eleme U-beli halmaz (példaul U hatvanyhalmaza is az U-beli nyiltakat
tartalmazé o-gyliri, ezért tartalmazza S-et). Az z(S) egy Z(U)-beli o-gylirt, és
B C z(S), mert 7(8S) tartalmazza az z(U)-beli nyiltakat. Emiatt z7'(B) C S.
Tehat z71(B) része az X -beli Boreleknek. Ha most A C X olyan, hogy minden
z: U — R™ térképre £(ANU) egy Borel halmaz, akkor A NU egy X-beli Borel
halmaz, és igy A = ANUX,U; is az, ha U; megszamlalhaté sok térkép, ami fedi
X -et. U

Lemma 5.3. Legyen X" eqy sokasdg és x: U — R" eqy térkép. Ha B C R"
eqy Borel halmaz, akkor 271 (B) egy X -beli Borel halmaz. Ha X egy sima sokasdg
és A CR" egy 0-mértéki halmaz, akkor z71(A) egy X -beli 0-mértéki halmaz.

BizoNYITAS. Legyen C' = 271(B), ekkor C = C NU egy Borel halmaz. Ha
y: V — R" egy masik térkép, akkor

y(cnV)=g@ Y (Bnz(VNU)))

egy Borel halmaz R™-ben, mert 7(VNU) és B azok, joz ! pedig homeomorfizmus.
Emiatt teljesiil az elézd allitas feltétele és C' egy X-beli Borel halmaz. Ha X
egy sima sokasag és A C R"™ egy 0-mértékii halmaz, akkor a 0-mértékii halmaz
definicidja utdn bizonyitottak alapjan z=!'(A) egy X-beli 0-mértékii halmaz. O

Allitas 5.4. Ha X" eqy sima sokasdg, akkor eqy A C X" halmaz pontosan
akkor mérhetd, ha minden T: U — R"™ térképre az (U N A) halmaz Lebesgue
mérhetd. Az A eqy o-algebra. Egy g: X — R fiigguény pontosan akkor mérhetd,
ha minden T: U — R™ térképre a go ' fiigguény mérheté.

Bi1zoNYIiTAS. Ha A C X mérhetd, akkor A = A’ U A”, ahol A’ Borel és A”
0-mértékd. Ekkor minden z: U — R" térképre z(A' N U) Borel és (A" NU)
0-mértékd, tehat (A N U) Lebesgue mérhetd. Forditva, ha A C X és minden
z: U — R" térképre 2(ANU) = B'U B”, ahol B’ Borel és B” 0-mértékii, akkor
Y (B'UB")=ANU és

A=ANUR U =U2 ANU; = U2, (27 1(B) uz H(BY)))

megszamlalhato sok Borel és 0-mértékii unidja az el6z6 lemma alapjan, ezért egy
Borel és egy 0-mértékii uniéja, tehat mérhets. Az A egy o-algebra a kovetkezok
miatt. Az A tartalmazza X -et, mert X megszamlalhaté sok nyilt U; uniéja. Ha
A, B € A, akkor

A-B=(A-B)nuUu2U;=UX(A-B)NU;
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és

ami mérhetd, ezért mindegyik (A — B)NU; is és igy A — B is mérheté. Hasonldéan
ha A; € A, akkor pedig

UjoilAj = (U?’ilAj) NUZ Ui = Ufil(ugo‘ilAj) nUi,
(U2, A;) NU;) = 2i(U52, (A N U;)) = U2, 24(A; N U;),

ami mérhetd, ezért U2, A; is az. Tehat A egy o-algebra. Végiil ha g: X — R
mérheto fliggvény és A C R mérheto, akkor

(goz ) (A) =a(g (A NT),

ami mérhetd, mert g~ '(A) N U is az. Ha pedig minden z: U — R" térképre és
A C R mérhetd halmazra z(g~'(A) N U) mérhetd, akkor g~'(A) mérhetd. O

Definicié 5.5. Ha X egy Riemann sokasag és z: U — R" egy térkép, akkor a

YU =R
] (eZ1.€31) - (el1.€qn)
7*(a) = det :
<eaf,n7 eai,1> o <eaf,n7 eaf,n>

differencialhato fuggvényt az  térképhez tartozé6 Gram determindnsnak nevezziik.

Ha vy,...,v, ortonormalt érint§ vektormezék, akkor €f = > 7 | A; x vy miatt

n
T
el) =) Aird,
h=1

és igy ¥ = det(ATA) az

maétrixra. Ebbdl az kovetkezik, hogy v* > 0.

A klasszikus analizisbdl ismert, hogy ha A, B C R" nyilt részhalmazok, g: B —
R egy tetszbleges fliggvény és f A — B egy diffeomorfizmus, akkor g € L;(B)
pontosan akkor ha go f € Ly(A) és ilyenkor

/g—/QOf!detf!

teljesiil a Lebesgue integralokra. Ezért ha z: U — R" és y: V — R™ két olyan
térkép az X Riemann sokasdgon, hogy egy A € A nyilt halmaz benne van U NV -

ben, és a megszoritott
\/’y ox 1| (A)
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fiiggvény L (z(A))-beli, akkor
/ VAo rz M d(xy,. .., x,) =
Z(A)

/ Vytoztozoytldet(zoy )| d(yi,. .., Yn)
y(A)

A /T oy t|det(z oyt fiiggvény kiszdmitdsdhoz mar lattuk, hogy

(zoy ") (4(a) = : :
9 = _——1 o = =1
5,7 Tn 0 Y ann oy |
és
el = Z ( 5y o7 > jel
Ekkor
<e%7 e?) © gil e <e91767 eg> o gil
: r (og™!) =
(ef.ef)oy™t - (el ef)oy!
(ef, e oyt ... (ef ed) oy 1oy g0y !
<ej ej‘> le) Tt R <e e > T i_ T R i_ ' T
ny 1 Y n»€n) Y 8y11‘n0y aynxnoy
(ef,ef) oy’ (ef,ef) oy
(ef,ef) oy (ef,ef)oy!
és hasonldan
(ef,ef)oy! (ef,el) oyt
(Zoy )" =
(ef,ef) oy (ef,ef)oy™!
(ef,el) oy (el,e¥) oyt
(ef,ef) oy (eV,ef)oy™!

emiatt
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Tehat
/( )\/7””0?]‘1\det(f0§‘1)'|d(yl,-.',yn) = /( )\/vgoﬂ‘ld(yl,.-',yn)
g(A (A

és igy

/ \/yfoi'_ld(xl,...,xn) :/ V /yyo?j_ld(yla"‘vyn)‘
Z(A) y(A)

Allit4s 5.6. Ha X" eqy Riemann sokasdg, akkor az A o -algebrdn egyértelmiien
létezik olyan p mérték, amire teljesiil, hogy ha A € A és eqy ©: U — R™ térképre

A CU, akkor
p) = [ ATer )
#(A)

Tehdt ha a \/7* o T=Y 54y fiigguény Ly (Z(A)) -beli, akkor n(A) véges, kiilonben pedig
pu(A) = oo.

Bi1zoONYITAS. O

Definicié 5.7. Ha g: X — R egy mérheto fliggvény az X sima sokasdgon,

/ g
X

jeloli a g fuggvény integraljat, ha az véges, tehéat ha g € L1(X).

Példdul ha i: RP? — R* a projektiv siknak egy bedgyazésa, akkor az R*-
beli skaldrszorzat indukdl egy Riemann metrikdt az i(RP?) részsokasagon és i
segitségével RP2-n is. Ezt a metrikdt haszndlva az RP? felszine megegyezik az
azonosan 1 fliggvény integréaljaval, tehat

w(RP?) = /sz 1.

Allitas 5.8. Legyen X" egy Riemann sokasdg. Legyen g: X — R egy Li(X)-
beli fligguény. Legyen a
{hi: X = [0,1] : i € N}
eqy X -et fedd
{z;: U; - R": j € N}
ortonormalt térkép rendszernek aldrendelt lokdlisan véges eqységosztds. Ekkor
= :g) 0T I/ AFioz; ! yee s T,
X > [, eattamon e )

és ezek az integralok végesek.

Bi1ZONYITAS. O
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Kovetkezmény 5.9. Ha A C R™ egy m-dimenziés részsokasag, f: A — R"”
egy bedgyazas és g: f(A) — R egy Li(f(A))-beli fiiggvény, akkor a g fiiggvény
integréljat az f(A) paraméterezett részsokasdg mentén az

| @)V s

formula adja meg, ahol f' az f leképezés n x m-es Jacobi matrixa. O

Ha m =1, akkor

Vdet(f7(x)f () = |f ()],
ha pedig m = 2, akkor

VAT ) —\/ )| || - (S plw) -
95 0
8331 81'2( )‘

Ezért példaul egy f: [a,b] — R™ gorbe ivhossza

[ i

ha F': R" — R™ egy vektormez6, akkor az v: [a,b] — R™ 1t mentén végzett munka
az

b £(0) b ,
/a (FUO), ) [P0 / (PUF®), F(6)dt

vonalintegral, és egy F': R"® — R" vektormezének az f: A2 — R" feliilet mentén a
fluxusa pedig

oo (@) x gh(x) | of of
F(f(x)), 22 O X ——(x)|dx =
J Pl e g 9

mert o o
e ) X 5a-(@)
az f(A) feliiletre meréleges vektormezo.

5.2. n-formak integralja.

A Stokes tételnek is létezik sokasagokra val6 altalanositasa. Ehhez bevezetiink
egy kicsit masfajta integralt, amit csak 1.n. iranyithaté sokasagokon tudunk értelmezni.
Ez az f;’ f = — [ f formulénak fog megfelelni, ahol f egy [a,b] intervallumon
értelmezett fiiggvény.
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Definicié 5.10. Az X sima sokasag irdnyithatd, ha létezik olyan Q: X — L

n-forma, ami semelyik a € X-ben sem a 0 € L leképezés. Ekkor ) egy irdnyitdsa
X -nek.

Allitas 5.11. Ha az X" eqy 1ranyithato Riemann sokasdg az ) iranyitdssal,
akkor egyértelmien létezik olyan w n-forma, hogy minden a € X -ben

Wa(Vi, ..., vp) =1

ha vi,...,v, € T,X olyanok, hogy Qa(v1,...,v,) > 0 €s p(v;,v;) = 0;j, ahol ¢
a Riemann metrika.

B1zoNYITAS. Egy e; ONB bdzishoz T, X -ben rogzitiink egy tetszoleges ¢: T,X —
R™ iranyitastarté izomorfizmust ami izometria is a standard Euklideszi metrikaval.
Definidljuk p € X-ben az w formaét:

wWp(v1, ..., v,) = detfth(vr), ..., Y (v,)].
Ekkor minden ONB-re 7, X-ben w, = 1. Ebbdl az is kovetkezik, hogy w sima:
Legyen e; egy koordinatarendszernek megfelelé bazis 7, X -ben, ami nem feltétleniil
ONB, legyen
[95.(P)]i; = lep(ei €5)]iy = AT A,
ahol a matrix A az e; = Y ,_, o, fr egyltthatékat tartalmazza és fi egy ONB.
Ekkor

wyler, ... en) =det(A)wy(fi, ..., fn)

az n-linearitds miatt. Mivel det A > 0 ha e; iranyitdsa ugyanaz, mint az f;, ONB
bazisé,

wyler, ... en) = \/det(A)? = Vdet ATA = y/det[gi;(p)]i,

ami siméan fligg p-tol. U

Ezt az w n-format térfogati formanak nevezziik.

Allit4s 5.12. Ha X" eqy 1ranyithato Riemann sokasdg az w térfogati formdval,
akkor minden Ly (X)-beli n-forma valamilyen Li(X)-beli f: X — R fliggvényszerese
w -nak.

BI1zZONYITAS. O

Ha z: U — R" egy térkép, akkor
dzy N\ --- Ndx, = fw

valamilyen f: X — R sima figgvényre. Ekkor az (ef,...,e~) vektor n-esen

L=dz, A Ndzy(e],....el) = fw(e],...,e’) = f1/det]gi li;

y~n rn
ezért

f = 1/ det[gi7j]i7]’.
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Tehat az U halmazon a térfogati forméra

w|U = det[gi,j]i,jdil VANRRIIVAY dfn

\/detlgijli; = V"

Definicié 5.13. Ha az X" egy iranyithaté Riemann sokasig az w térfogati
formaval, g: X — R egy Li(X)-beli figgvény és a = gw, akkor az a egy L -beli
n-forma. Az « integrdlja az [ + g integral, amit

/ « -val
X

Ha z: U — R™ egy térkép, és a egy L;(

U)-b
W
g

Persze

jeloliink.

-beli n-forma az U halmazon, akkor

a=Adx1 N NdT, = —=dT1 N --- NdZ,
\/_x

valamilyen L;(U)-beli \: U — R fﬁggvénnyel. Ekkor

A -
/oz—/)\/\/ z—/ or \/’yf’foifld(wl,...,xn):
) VYT oI
/ )\Of_ld(,l'l,...,l'n)
z(U)

Példdul ha az M egy 1-dimenzids sokasdg R"-be dgyazva, v: (a,b) — M egy
paraméterezése M -nek és a egy 1-forma R"-en, akkor

@“Zfﬁwmwmm,

ahol o = ), frdxy az fi differencidlhaté fiiggvényekkel és f = (f1,..., fn) a
kovetkezok miatt.

Ha v € R" egy a € R"-beli érintévektor és v = >, vgey, ahol e az
egységvektorok, akkor
v) = fla)vg
k=1

miatt a y(t)-beli egység hosszi +/(t)/|7 (t)| érintévektorara M -nek

n

ayo (Y (/@) = ) fe(yO) () /17 (D).

Hogy megoldjuk M -en az
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egyenletet, csak azt kell észrevenni, hogy

woOMO)
S ACTO A ] RRCAUACAR

ha +/(t) megfeleld irdnyu (ellenkez6 esetben tekintsiik —w-t). Tehét

}:ﬁ (/17 (1)

és igy a v: (a,b) — M paraméterezés miatt

[ o= [ omwh o= [ e o

Egy mésik példa az, amikor M egy 2-dimenziés sokasdg R3-ban, v: A — M
ennek egy paraméterezése az A C R? nyilt halmaz szerint és a egy 2-forma R3-on.
Ekkor

/a_/’ D (s,8) x D(s,1))d(s, 1),
ahol

a= fidyNdz+ fodz Ndx + fsdz A dy.

A formuldban f = (fi, f2, f3), az fr fliggvények differencidlhatéak és dy A dz,
dz N\ dx és dx N dy olyan 2-formak, amik egy bazisat alkotjak az Osszes lehetséges
2-formak modulusanak. Tehét ha v,w € R3 valamilyen a € R3-beli érintévektorok

és v = Zi:l Vpel, W = 22:1 wyey,, akkor
ag(v,w) = fi(a)dy N dz(v,w) + fa(a) dz A dz(v,w) + f3(a) dz A dy(v, w) =
Ji(a)(vaws — vswy) + fa(a)(vswy — viws) + f3(a

(1

(Ulwz - Uzwl)

a), f2(a), fs(a)),v x w).

/\\_/

Megint az M -en
a = gw
valamilyen ¢g: M — R-re. Ha talalunk M -hez megfeleléen irdanyitott ortonormélt

érint6 vektorokat és kiszamoljuk rajtuk o értékét, akkor megkapjuk a ¢ fiiggvényt,
mert az w akkor 1 kell legyen. A

o 0(s,1)
0 oy (s, )]

és

0s7(s,
01y (5,1) — (2252 cos ) 15, 0)

|0y (s, t) sin g
ortogondlis és egység hosszui érinté vektorok, ahol ¢ a két vektor altal bezart szog.
Ekkor

Wry(s,t) =

v X W _ 857<37t) % atﬂy(sat) _ 887(87t) X at7<37t)
WD TN T A (s, )] T [0y (s, ) sing| Dy (s, £) X Dy (s, b)]
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ezért
887(87 t) X 675’7(87 t)
7 ’aSW(S,t) X at/}/(sat” ’
ahol feltettiik, hogy w olyan térfogati forma M-en, hogy w (s (Vy(se), Wy(sp)) = 1.
Tehat

_ < 0s7(s,t) X Opy(s,t) ) . o
/Mg—/AU‘(v( 1), 91(5.1) x aﬁ(sjmﬂaﬂ( 1) x 0y(s, )] d(s, )

/A (F((5.6)), B (5. 1) x Dy (s, ). 1)

Oy (s,t) ('Uv(s,t% wv(s,t)) = <f</7(87 t))

6. Differencial formak derivalasa

A kovetkezokben egy X" sokasagon egy olyan R-linedaris

d: \(X) = A\X)
leképezést is definidlunk, amire d o d = 0 teljestil. Ha f € /\O(X ), akkor legyen

d(f) = df
az [ differencidlja. Ham > 1, V € A™(X) egy m-forma és z: U — R™ egy térkép,
akkor minden a € U-ra
Va = Z )‘a,il ..... imd(i‘il)a JANRIRIA d(i‘im)a
1<) <--<im<n

valamilyen \;, ;. : U — R differencidlhat6 fiiggvényekkel. Legyen U-n a dy(V|y)
ugy definidlva, hogy minden a € U-ra

dy(VIv)a= Y. dQairoin)a Ad(E)a A Ad(Es,,)a,

1<i1 < <tm<n

ahol d(Xai...in) & Ay, 4, differencidlja, tehat

n a o ~ ~
d(Nasiy,..im )a = Z a_)\a,il ..... im O 1(-T(a))d(ﬂfj)a-
=1 9t
Nyilvan dy(V]y) € A" (U) és az a-ban dy csak V|p-nak egy a tetszéleges kis
kornyezetére valdé megszoritasatél fiigg.

Allitas 6.1. A kévetkezdk teljesiilnek.

(1) A dy: N™U) = N"THU) leképezés R-linedris.

(2) Minden a € U-ra (dy), csak V|y-nak az a egy tetszdleges kis kirnyezetére valo
megszoritasatol figg. Minden W C U-ra dy meghatdroz eqy dy: N(W) —
AW) R-linedris leképezést: dw = dy|w -

(3) Minden f: U — R sima figgvényre dy(f) = df .



42
(4) Ha Vi € N'(X) és Vo € N*(X), akkor nyilvin (V1 AVa)|y = Vilu A Valy és
du((Vi A Vo) |u) = du(Vilu) A Valu + (=1)"Vi|u Adu (Vo).

(5) dU e} dU =0.

Bi1zONYITAS. O

Allitas 6.2. Ha V egy térkép és eqy D: N™(V) = N"TH(V) leképezésre teljesiil
az elézd dllitas (1)—~(5) pontja, akkor

dg =D
az UNV halmazon.

BI1zZONYITAS. O
Tétel 6.3. Egyértelmiien létezik olyan d: N™(X) — N™(X) leképezés, amire
19az, hogy

(1) R-linedris,
(2) minden f: X — R sima figgvényre d(f) = df,
(3) ha Vi e N'(X) és Vo € \*(X), akkor

d(ViAVy) =d(Vi) AN Va4 (=1)"Vi Ad(V2),
(4) dod=0.

Bi1ZONYITAS. O

Lemma 6.4. Ha f: X — Y egy sima leképezés, V. € A(Y), vy,... 0 €
V(X), akkor az f*(V)(v1,...,v) = V(Of(v1),...0f(vx))-val definidlt f*-ra
frd=df*.
Lemma 6.5. Az f: X — Y, g:Y — Z, id: X — X sima leképezésekre
ffg*=(go f)* ésid* =1id.

Ha v: X — TX egy vektormezd, akkor m > 1-re legyen iy: A"(X) —
/\m_l(X) az a leképezés, amire minden a € X esetén minden vy, ..., v, € V(X)-
re

iviV)a(Vi, .o, V1) = Va(v(a), vi(a),...,vi_1(a))

és iy(f) = 0 ha m = 0. Ezt a szokdsos médon az egész /\ (X )-re kiterjesztve kapunk
egy iv: A(X) = A(X) leképezést.

Allitas 6.6. A kovetkez6k teljestlnek.

(1) Raogzitett v vektormezdre az iy: N\(X) — N(X) leképezés F(X)-linedris.
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(2) Rogzitett Ve N"(X) esetén a

Vx) = A\(X)
v = iy (V)

leképezés F(X)-linedris.
(3) Ha Vi € N'(X) és Vy e N°(X), akkor

iv(Vi A V) =i, (V1) A Vo + (=1)" Vi Aiy(Vy).
(4) iyoiy =0.

Egy rogzitett v: X — TX vektormezére legyen Ly: A™(X) = A"(X) az a
leképezés, amire minden a € X esetén

LV(V>a = Z'V(dXV>a + dX(iV(V))a
ha m>1és Ve N"(X),és Ly(f) = 0y(f) ha f e N\"(X).
Allitas 6.7.
(1) Az Ly: N(X) = N\(X) leképezés R-linedris.
(2) Ha Vi € N'(X) és Vo € N°(X), akkor
Ly(ViIAVy) =Ly (Vi)AVa+ Vi AL,(Vy).
(3) Ha f e N'(X) és Ve N"(X), akkor
LV =df Niy(V)+ fL(V).
(4) Lyod=do L.

7. Stokes tétel

A Stokes tétel a Newton-Leibniz formula altalanositasa, ami a klasszikus analizisben
R™-beli sokasagokra ismert. Ebben a fejezetben nem csak R™-be bedgyazott, hanem
altalaban sima sokasagokra bizonyitjuk be. Alkalmazasként az Euklideszi terekben
jol ismert Green, Stokes és Gauss-Ostrogradsky tételeket is megkapjuk.

7.1. Peremes sokasagok.

Emlékeztetiink, hogy egy (X,U) topologikus tér egy n-dimenziés peremes sokasag,
ha az X tér Ty, My és minden x € X -nek létezik olyan kornyezete, ami homeomorf
R™-el vagy az

R x[0,00) = {z € R" : x,, > 0}
zart féltérrel. Ha egy a € X -nek nincsen R"™-el homeomorf kornyezete, akkor a €
0X.
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Ha U C R" ! x[0,00) és V C R™ ! x [0, 00) relativ nyilt halmazok, akkor egy
p: U — V differencidlhato6 leképezés egy olyan leképezés, amire minden a € U N
R x {0}-ban valamilyen ¢'(a) métrixra az U — {a}-n definiglt 2&—e@)—¢(a)z—a)

|z—al

tart 0-hoz ha z tart a-hoz. Ekkor léteznek az R"~! x{0}-beli egyenesek mentén vett
iranymenti derivaltjai p-nek és az R"~1 x [0, 0o)-beli, peremmel nem parhuzamos, de
perembe érkezd félegyenesek mentén vett egyoldali iranymenti derivaltak is. Ilyenkor
az a perempontban is van Jacobi matrix, ami megegyezik ¢'(a)-val.

Definicié 7.1 (Peremes sima sokasdg). Legyen n > 1 és legyen X" egy peremes
sokasdg. Tegyiik fel, hogy 0X # (). Ha U C X egy R"-el vagy R"! x [0, 00)-nel
homeomorf nyilt halmaz és a € U, akkor egy z: U — R" homeomorfizmust egy
a koriili térképnek neveziink. Legyen D térképeknek egy halmaza. A D egy sima
(vagy differencidlhatd) struktira X -en, ha

(1) a D-beli térképek értelmezési tartomanyai fedik X -et,

(2) minden z, y € D térképekre yoz ! egy diffeomorfizmus Z(DzNDy) és y(DzNDy)
kozott, és

(3) ha T egy olyan térkép, amire § o z~' diffeomorfizmus minden § € D esetén,
akkor Z is benne van D-ben.

Ekkor az X egy peremes sima (vagy differencidlhatd) sokasdg a D sima struktiraval.

Egy a € 0X™ pontban is ugyanugy létezik az n-dimenziés T,X érintotér,
mint az X belsé pontjaiban. Ezért a vektormezok és tenzormezok is ugyanugy
altalanosithatok. Ekkor X egy (n — 1)-dimenzids sima sokasiag és a T, X vek-
tortérnek altere az a-beli T,0X érint6tér. Ha v € V(0X) egy vektormezd és
i: 0X — X jeloli az identitds bedgyazast, akkor i,v-vel jeloljiikk a V(X)-beli

Ve = 014(Vy)
vektormez6t. Ha pedig V € VF(X) egy m-tenzormezd, akkor az
V(v .o, Vi) = Va(iuvy, .o 6,VE)
formulaval definidlt i*V: 90X — L leképezés egy V*¥(0X)-beli k-tenzormezd.

Ha ©Q egy n-forma altal meghatarozott irdanyitas az X™ peremes sokasagon,
akkor az

iv(2)

(n — 1)-forma a 0X-en meghatdroz egy irdnyitast, ahol v olyan vektormez& 0X -
en, ami X-nek lokdlis koordinata rendszerein keresztill A, > 0-val valamilyen
Yo Aie;-nek felel meg. Ezt az i, (Q)-t az Q altal indukdlt irdnyitdsnak nevezziik,
a v vektormezot pedig befelé mutaté normalmezonek. Ha w a térfogati forma az
X Riemann sokasdgon és v € V(0X) egy befelé mutaté 1 hosszisagu normélmezd,
akkor definici6 szerint

(=1)" Hiv(w)
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a térfogati forma 0X-en. Ha v,vy,...,v,_1 ortonormalt, vi,...,v,_1 € TOX, és
w(vy,...,vy_1,v) =1, akkor
(=) Yy (W) (v, V1) = (=D tw(v, v, Vi) = w(Ve, ., Vil V) = L

Tétel 7.2. Legyen X egy iranyitott peremes Riemann sokasdg és o egy dif-
ferencialhaté (n — 1)-forma X -en, ami 0X -en Li(0X)-beli. Teqyiik fel, hogy do

Ly(X)-beli. Ekkor
/da:(—l)”/ a.
X '

/da:O.
X

B1zONYITAS. Hasonlitsuk 6ssze [ da-tés [, a-tolyan z: U — R" térképeken
keresztiil, amikre teljesiil, hogy valamilyen A C U halmazra z(A) megegyezik a
[—a,a|™ n-dimenzids kockaval valamilyen a > 0-ra. Feltehetd, hogy ha AN 9JX #
0, akkor Z(ANOX) = [—a,a]" ' x {—a}. Tlyen térképekkel fedheté X, és még
az is feltehet6, hogy az ilyen A halmazok belsejei is fedik X-et. Ekkor létezik
megszamlalhaté sok Ay is, amiknek belsejei fedik X-et. Legyen {h;: X — [0,1] :
i € N} az intAg-knak aldrendelt lokdlisan véges egységosztas. Ekkor

(71) hz‘O[|U = Z )‘il 77777 im—1 dfil JANEREIAY dlfin71

1<i1<<ip_1<n

Ha 0X =0, akkor

-----

dhialy = Y AN AT A AT, =

1<i1 < <ip—1<n

Z (Z a% (Nitsinog 07 71) 0 jd@‘) ATy N NdT;,_, =
J

1<i1 < <ip_1<n \j=1

n
.0
d (-1 = (Noz ) oxdry A Ady,
- al‘j
J=1
ahol \; jeloli azt a A;, _; ,-et, amire j nincsen iy, ...,%,_; kozott, és az el6jelek

attdl fiiggnek, hogy paros vagy paratlan sok cserével lett dz; Adz;, N---ANdz;, ,-bdl
dzy A -+ A dT,. Példaul dz, ANdzi A+ ANdT,_1 = (—=1)""1dz; A --- A dZ,. Emiatt

- j—1i o7 Noz F _
[ =[S erT) oa/ VAT =

k(i) j=1

St G er ) eny =

j=1 Ak(i)

Z(_l)j—l / ai% ()\j o :f_l) d(xy, ..., T,).

j=1 [—ak(),ar@)]™
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Ha a j-dik valtozo szerint integralunk legeloszor és alkalmazzuk a Newton-Leibniz
formulat, akkor

0
Njod Vd(xy, ... w,) =
/[ak(i)’ak(i)]n dz; (Ao d(as,..., )

/ / T zla"'7'Ij—17a7xj+17"'7xn>)_
—a —a

Ny, 1, =T, X))y - day AT e dTy,.

Ha Apy NOX = Q), akkor minden j-re \; = 0 az Ay peremén, mert h; ott 0.
Emiatt ilyenkor az azonosan 0 fiiggvényt integraljuk, ezért

Ak(s

Ha Ay NOX # 0, akkor mivel Z(Ayiy NOX) = [—a,a]" ' x {—a}, ezért \; =0 az
Ay peremén ha j # n. Ugyanakkor A\, = 0 az z7'([—a,a]"" ! x {a}) halmazon,
de az 7Y ([~a,a]" ' x {—a})-n nem ismerjiikk \,-et. Ilyenkor

/ dh;o = ( / / (21, T, —a))dxy - dT,_ .
Ak() —a —a

Mivel

a kiszdmitott integralok meghatdrozzék [, da-t. Az [, a integral kiszamitasdhoz
ha Ay NOX =0, akkor h; =0 a 90X halmazon, ezért

/ h,iOé =0.
0X

Ha Apu NOX # 0, akkor nézziik az z: U — R™ térkép megszoritasat U N 0X -re.
A ¢: 0X — X identikus bedgyazas megad egy ¢*h;a format 0.X -en, és az

/ Y h;a
Ag(iyNOX

integralt szeretnénk kiszamitani. A ¢*-ot alkalmazva

So*hi@‘U = Z )\il,...,in_l SO*di'z'l ARRRRA ¢*dfin_1 =

1<i1 < <in—1<n
A1 ATy A N @ AT,
mert p*dz, =0 a TOX érint6téren. A dudlis 1-formak az indukalt térképen a 90X

sokasagban ¢*dzy,...,¢*dT, 1 és ez a sorrend adja 0X iranyitdasat mert a térfogati
forma U NOX-en (—1)" Yz (w), ahol w a térfogati forma X -en. Igy

/ © ha—/ / N2y, T, —a))day - dT,_y.
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Megint
gp*hia:/ go*hioz:/ o ( h,»oz):/ o a.
Végiil
/dhia:0 és / h;a =0,
X ax
illetve

/dhia— / / (21, 1, —a))doy - dTy,
X
/ *ha—/ / (21, T1, —a))dzy - dT, 1.
X
/da:(—l)”/ .
X X

Példaul ha X egy 2-dimenzids sokasig R3-ban, v: A — X ennek egy paraméterezése
az A C R? kompakt korlap szerint és

a = fidx, + fadxs + fadxs

és
Ezért

0

egy 1-forma R3-on, akkor
da = dfy Ndxy + dfs N dxg + dfs A dzs =
(Oafs — O3 f2)dxy Ndxg + (O3 f1 — Orfs)dxs A day + (O1fa — Oofr)dxy A das.
Ezért
[ o= [ worsa(s.0).000(5,8) x (. 0)d(s.0),

ahol
rot f = ((O2fs — O5f2), (Osf1 — O fs), (Orfa — D2 f1)),

és X-en 0sv(s,t), 0yy(s,t) adja az irdanyitdst. Ugyanakkor ha o: [a,b] — 0X egy
paraméterezése X -nek és ¢/(t) az indukalt irdnyitdsat adja X -nek, akkor

/6)(&_/ (hile (0(1)), fs(o(t))), '(£))dt.

Feltessziik, hogy o' (t) és a belsé normadlis ugyanazt az iranyitast adja, mint ds7y(s,t),
0ry(s,t). Ekkor a Stokes tétel szerint

[ w05, .0 (5. x D (5,5, 1) =
b
[ (e, et £ileto)). e
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Ha ~ olyan bedgyazas, aminek a 3-dik koordinata fiiggvénye azonosan 0, akkor
specialis esetként megkapjuk a Green tételt.

A Gauss-Ostrogradsky formula bizonyitasahoz legyen «v: X — R3 a 3-dimenzids
kompakt Osszefliggé X peremes sokasagnak egy beagyazasa. Ha

a = fidy Ndz + fadz N dx + fsdx N dy
egy 2-forma R3-on, akkor

da =dfy Ndy N dz + dfy Ndz Ndx + dfs Ndx A dy =

3
O frda A dy N dz + Do fody A dz Ad + s fadz Adx Ady = O frde Ady A dz.
k=1
Ekkor

3
/X da = Z O frd(x,y, 2).

X =1
Mivel R®-ban w = dx A dy A dz a térfogati forma és 90X -en az indukalt térfogati
forma definicié szerint n = 3-ra (—1)""'iy (v, vy), ahol v egy belsé normélisa 9X -
nek, ezért a X peremen az irdnyitdst gy kapjuk, hogy az R3-beli standard bézis
elso két vektora 0X érintévektorainak felel meg, és a harmadik bazis vektor pedig
0X bels6 normalisanak. Ha vy és vy a két ortonormalt érintévektora 90X -nek és v

a bels6 normaélis, akkor

/6XO‘:/8X<JC,V1 X V) :/ax<f’v>'

Lf}akfkd(x,y,z>=—/ (),

A Stokes tétel szerint

amiben ha v helyett az n kiils6 normalist irjuk, akkor

/Xi@kfkd(x,y,z) =/8 (f,n).

k=1 X

8. De Rham kohomolégia

Definici6 8.1. A
kerd: AF(X) — AM(X)
alteret zart k-formaknak, az
imd: AFHX) = AF(X)
alteret egzakt (k — 1)-forméknak nevezziik. A
kerd/imd = H*(X)
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hanyados teret a k-dik de Rham kohomoldgia csoportnak nevezziik.

Allitds 8.2. Az X — H*(X) és f — f*, id — id* megfeleltetés egy funktor.
Ha X ésY diffeomorfak, akkor H*(X) = H*(Y).

Allitas 8.3. Az X" zdrt sokasigra H"(X) = R.

BizoNYITAS. Nyilvén ker(d: A"(X) — A""(X)) = A"(X). A h: kerd — R,

h(a):/Xa

homomorfizmusra a Stokes tétel miatt

has) = [ as=o.

ezért a h indukdl egy g: H"(X) — R homomorfizmust. Ekkor h(w) = [,w =

Jx 1> 0 miatt g([w]) = [h(w)] = h(w) > 0 és ezért g izomorfizmus. O

Legyen D?-n adott egy a 1-forma, ekkor a = adx + bdy valamilyen (a,b)
vektormezore, da = da A dz + db A dy = (010 — Osa)dx A dy. Ha da = 0, akkor
a = df valamilyen f fiiggvényre, ezért H'(D?) = 0.

Tétel 8.4. Ha f: D?> — D? sima, akkor van fizpontja.

BizoNYiTAS. Ha nincs fixpontja egy f-nek, akkor létezik egy
Stc D? = St
identikus leképezés, ahol a mésodik leképezés egy r: D? — S! retrakcid, amit az
z, f(x) € D? altal meghatdrozott f(z) kezdépontu félegyenes S'-et metszd pon-
tja definial. A -* funktort alkalmazva azt kapjuk, hogy létezik egy H'(D?) = 0

vektortéren keresztilmené H'(S') — H'(S') izomorfizmus, ami lehetetlen, hiszen
H'(S") = R. 0

Allitas 8.5. A pdros dimenzids projektiv terek nem irdnyithatoak.

BizoNYiTAsS. Tegyiik fel RP?" irdnyithatd, ekkor az f: S?" — RP?" egy iranyitdstarté
fedés. Ha A: S?" — S?" az antipodalis leképezés, akkor mivel fo A = f, az wgen,
wrpen térfogati formakra

Wg2n = f*wRPQn = A*f*(.URPQn = A*wszn = —Wg2n,

ami ellentmondas. O
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