Metrikus és topologikus terek

1. Metrikus terek

A valés szamegyenesen vagy altalanosabban a tobb dimenziés Euklideszi térben
két pontot Osszekoto egyenes szakasz hosszat hasznéljuk a tavolsag mérésére. Ezt
altalanositja a metrikus terek elmélete. Legyen X egy tetszoleges halmaz. Barmely
két p,q € X pontra szeretnénk a kozottik 1évé “tavolsagot” definidlni, valami
olyasmit, ami ugy viselkedik, mint a “kozottiik 1évo legrovidebb 1t hossza”, még
akkor is, ha esetleg nincs t1l sok értelme az X halmaz pontjai kozotti utak hosszarol
beszélni. Ez motivalja a kdvetkezo definiciot.

Definicié 1.1 (Metrikus tér és metrika). Az X halmaz egy rogzitett
d: X x X — [0,00)
figgvénnyel egy metrikus tér (rovidebb jeloléssel az (X, d) egy metrikus tér), ha
(1) barmely z,y € X pontokra d(z,y) = 0 akkor és csak akkor ha = =y,

(2) barmely z,y € X pontokra d(z,y) = d(y,z) és
(3) barmely z,y, 2z € X pontokra d(z,y) < d(z,z) +d(z,y).

Ekkor d egy metrika az X -en.

A definiciéban (1) és (2) olyan alapvet6 dolgokat fejez ki, mint hogy egy pont
onmagatol vett tavolsdga 0 és més esetben nem lehet 0 a tavolsag, meg hogy mind-
egy, hogy két adott pont esetén az els6tol a masodikig, vagy a méasodiktol az elsoig
mérjiik a tavolsdgot. A (3)-as azt irja le, hogy ez a d fiiggvény tényleg olyan, mint a
“legrovidebb” tavolsag, azaz két pont tavolsdga egy harmadik pont kozbeiktatasaval
csak nohet.

Egy gyakran hasznélt kovetkezménye a (2)-esnek és (3)-asnak, hogy
|d(z,y) — d(z,y)| < d(z, 2)
barmely z,y,z € X-re.

Példa 1.2. Nagyon sok struktira valéjaban metrikus tér, példaul

(1) ha valamilyen rogzitett n € N-re X = R"™ és minden z,y € R™ esetén

akkor az (X, d) egy metrikus tér, amit Euklideszi térnek neveziink,
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(2) ha valamilyen régzitett n € N-re X = R" és minden z,y € R" esetén

d(x,y) = max {|zr; — yi|},

1<i<n

akkor (X, d) szintén egy metrikus tér,
(3) ha valamilyen rogzitett n € N-re és p > 1-re X = R" és barmely z,y € R"
esetén

d(z,y) = <Z |z — Z/i|p> ;
i=1

(4) valamilyen rogzitett n € N-re és 0 < p < 1-re az X = R” és minden z,y € R"
esetén

d(l’,y) = Z |Zl§', - yi|p>
i=1

(5) valamilyen rogzitett p > 1-re ha X az [a, b]-n folytonos fiiggvények halmaza és
minden f,g € X-re

aro=([ V@) — o) dx)% ,

(6) ha X az [a,b]-n folytonos fiiggvények halmaza és minden f,g € X-re
(5,9) = mas (17(z) — g (o))},

(7) ha X azolyan (a,) sorozatok halmaza, amikre az ) _ a,, sor abszolit konvergens,
akkor minden (a,), (b,) € X esetén a

d((an), (bn)) = Z |ai — bi]

definiciéval (X, d) szintén egy metrikus tér,
(8) ha X a korldtos sorozatok halmaza és (a,), (b,) € X esetén

d((an), (bn)) = iglgﬂan — bul},

(9) ha X tetszéleges halmaz és x,y € X esetén d(z,y) =0 ha z =y és d(z,y) =1

ha = # y,
(10) ha (Y,d) egy metrikus tér és X C Y egy tetszéleges részhalmaz, akkor az X

halmaz a d|x«x megszoritassal is egy metrikus tér,
(11) ha (X1,dy) és (Xa,ds) metrikus terek, akkor az X; x X5 halmaz

(@1, 22), (y1,y2) € X1 x Xy
esetén a
d((z1,22), (Y1, y2)) = adi(x1,y1) + Bda(z2, y2)

fliggvénnyel, ahol «, 3 > 0 rogzitett szamok, szintén metrikus tér,
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(12) ha (X,d) egy metrikus tér, akkor az X halmaz a

_d(zy)
d(z,y) = m

metrikaval, ahol z,y € X,
(13) ha (X,d) egy metrikus tér, akkor az X halmaz a

d(z,y) = min{l,d(x,y)}

metrikaval, ahol z,y € X,

(14) ha (X, d) egy metrikus tér és f: [0,00) — [0,00) egy olyan monoton névekedd
fiiggvény, hogy f(x) = 0 akkor és csak akkor ha x = 0 és minden s, ¢ € [0, c0)-re
f(s+1t) < f(s)+ f(t), akkor az X halmaz a

d(z,y) = f(d(z,y))

metrikaval, ahol x,y € X, szintén egy metrikus tér.

Ha a metrikus terek legfontosabb tulajdonsagait akarjuk megérteni, akkor elo-
szor halmazok tavolsagat és kornyezeteit kezdhetjiik el vizsgalni.

Definicié 1.3 (Pont és halmaz tavolsdga). Legyen (X,d) egy metrikus tér,
A C X egy részhalmaz és © € X. Az z pont és az A halmaz tavolsiga az

inf{d(z,y)}
szam, amit o(z, A)-val jeloliink.

Definicié 1.4 (r sugart nyilt kornyezet). Ha (X, d) egy metrikus tér, a € X
egy rogzitett pont és r > 0, akkor a

D,(a) ={x € X :d(z,a) <71}

halmazt az a pont r sugari nyilt kérnyezetének (vagy csak az a pont r sugari
kérnyezetének) nevezziik.

A definiciébol régton kovetkezik, hogy D,.(a) # (). Fontos lesz azt megvizsgdlni,
hogy egy halmaz és a benne 1év6 nyilt kornyezetek hogyan viszonyulnak egymashoz.

Definicié 1.5 (Halmaz belseje és lezdrasa). Ha (X, d) egy metrikus tér és A C
X, akkor az

H{Dr(@) 12 € Ar > 0,D,(2) C A}
halmazt az A halmaz belsejének nevezziik és int A-val jeloljiik. Az
{reX:po(x,A) =0}

halmazt pedig az A halmaz lezdrdsdnak nevezzik és cl A-val jeloljiik.

Néhany alapveto tulajdonsag a kovetkezo.

Allitas 1.6. Ha (X, d) egy metrikus tér, akkor
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(1) it =cld=0 ésint X =cl X =X,
(2) ha A C X tetszdleges halmaz, akkor

intACACclA,
(3) ha A, B C X tetszdleges halmazok, akkor
int (AN B) =int ANint B

cdd(AUB)=clAUclB,
(4) ha A C X tetszéleges halmaz, akkor

intint A =1int A

clel A =cl A.

B1ZONYITAS. Az (1)-es, (2)-es és a (3)-asbdl az int (AN B) = int ANint B a
definicié alapjan nyilvanvalé. A cl (AUB) = cl AUcl B egyenl6séghez ha o(x, A) = 0
vagy o(z, B) = 0, akkor nyilvdn o(z, AU B) = 0. Ha pedig = € X olyan, hogy van
olyan (z,) € AUB sorozat, hogy d(z,z,) — 0, akkor (z,)-nek van olyan (x,, ) € A
vagy (x,,) € B részsorozata, hogy d(z,z, ) — 0. Tehat ha o(z,AUB) = 0,
akkor o(z, A) =0 vagy o(x,B) =0. A (4)-esben a (2)-es miatt intint A C int A és
clcl A D cl A nyilvanval6. Ha y € int A, akkor y € D,.(z) valamilyen D,(z) C int A-
ra, de akkor D,.(z) C intint A is teljesiil. Tehat intint A D int A. Ha pedig = ¢ cl A,
akkor a definiciébdl kénnyen lathatéan valamilyen r > 0-ra D,.(x)NA = (), de akkor
D, jo(z)Ncl A =0, mert cl A-beli pontok nem lehetnek r/2-nél nagyobb tavolségra
A-t6l. Tehdt = ¢ clcl A és gy clcl A C cl A is teljestil. O

Egy olyan tetszéleges A C X halmazt, amire a € A és D,(a) C A is tel-
jesiil valamilyen r > 0O-ra, szintén szokds az a pont egy kornyezetének hivni.
Késébb ebben a jegyzetben nem fogunk ilyen tipusu kornyezetekkel foglalkozni, de
most még nevezziik ezeket “altalanos kornyezeteknek” megkiilonboztetve cket az 1.4
definiciébeli kérnyezetektdl.

Azokon a nyilvanval6 allitasokon kiviil, hogy egy altalanos kornyezet tartalmaz
valamilyen r > 0 sugaru nyilt kornyezetet és hogy minden r > 0 sugard nyilt
kornyezet egyben altalanos kornyezet is, harom fontos tulajdonsag a koévetkezo.

Allit4s 1.7. Legyen (X,d) egy metrikus tér és minden p € X -re jelolje N, a
p pont dsszes dltaldnos kornyezetébol dllo halmazrendszert. Ekkor

(1) ha A,B € N, akkor ANB € N,
(2) ha A € N, és valamilyen B C X halmazra A C B teljesil, akkor B € N,
(3) legyen r > 0 tetszdleges riogzitett szim, ekkor D, (p) € N, minden q € D,(p)-re.
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Bi1zoNYITAS. Ha A tartalmazza p-nek egy ry sugart kornyezetét és B tar-
talmazza p-nek egy rp sugaru kornyezetét, akkor A N B tartalmazza p-nek egy
min{r, 7} sugaru kornyezetét is, amibdl (1) nyilvan kovetkezik. A (2)-es is nyil-
véanvald, hiszen ha D,(p) C A C B, akkor D,(p) C B. Végiil pedig ha ¢ € D,(p),
akkor D, (q) C D,(p) teljesiil ' = r — d(p, q)-val. Emiatt D, (p) € N, amibdl (3)
kovetkezik. U

Prébéljuk most egy metrikus térben 1évé pontok altalanos kornyezetei helyett
az 1.4 definiciobeli » > 0 sugari nyilt kérnyezetek uni6ibodl felépitheté halma-
zokat megvizsgélni. Legyen (X,d) egy metrikus tér és édlljon U az Osszes olyan
részhalmazabdl X -nek, amik valamilyen pontok valamilyen sugari nyilt kornyezetei-
nek uniéi. Tehat ha Y C X tetszOleges részhalmaz és R: Y — (0,00) tetszbleges
fliggvény, akkor az

v = U Da o
peY
halmaz egy eleme U -nak.

Allitas 1.8. Az U a kévetkezd alapvetd tulajdonsdgokkal rendelkezik.

(1) Ha YV C U, akkor |JV € U. Tehdt U uniczdrt.
(2) Ha Uy,...,U, €U, akkor (_,U; € U. Tehdt U zdrt a véges metszetre.

BizoNyiTAS. Mivel V minden eleme pontok valamilyen sugari nyilt kornyezetei-
nek unidja, ezért 1V elemeinek unidja is pontok valamilyen sugari nyilt kornyezetei-
nek uniéja. Ezért (1) nyilvanvalé. A (2)-eshez pedig elég csak azt megmutatni, hogy
két D, (p1) és D,,(p2) nyilt kornyezet metszete is U-beli. De ha z € D, (p1) N
D,,(p2), akkor d(x,p1) < 11 és d(x,p2) < 1o, és ezért Dy g p(x) C Dy (p1) és
Dy, —d(zp)(x) C Dyy(p2). De akkor

Dmin{"l—d(%m)m—d(w,m)} C Dy, (pl) nD,, (p2)7

ami azt mutatja, hogy D, (p1) N D,,(p2) is valamilyen sugard nyilt kornyezetek
unidja, tehdt U-beli. Ezzel a (2)-est is bizonyitottuk. O

Meglepé médon sok allitast metrikus terekrol mér csak ezeknek a tulajdonsagok-
nak a felhasznalasaval, elfelejtkezve magarol a metrikarodl is bizonyitani lehet. Ez
azt mutatja, hogy a metrikus terek elmélete mogott valamilyen absztraktabb és
mélyebb struktiura huzédik meg. Ugyanakkor sokszor konnyebb is megérteni egy
komolyabb probléméat ha absztraktabb szinten kozelitiink hozza, ez vezet el minket
a topologikus terek definicigjahoz.

2. Topologikus terek

2.1. A topologikus tér definicigja.



Definicié 2.1 (Topologikus tér). Legyen X egy tetszéleges nemiires halmaz.
Ha

f:P(X) — P(X)

egy olyan leképezés, hogy minden A C X részhalmazra

AcC f(A),

F(F(A) = f(A),
barmely B C X esetén f(AUB) = f(A)U f(B) és
f

0) =

akkor az (X, f) part topologikus térnek nevezziik.

(1)
(2)
(3)
(4)

Az 1.6 allitas alapjan minden (X, d) metrikus tér az
f(A)=clA

leképezéssel meghataroz egy topologikus teret. Ezt hivjuk az (X, d) metrikus tér
altal indukdlt topologikus térnek. Tetszéleges (X, f) topologikus tér esetén az f
leképezést is cl -el szokés jelolni, még akkor is, ha a topologikus teret nem metrikus
tér indukalja.

Allitas 2.2. Ha (X, cl) egy topologikus tér, akkor minden A C B C X -re
clACclB.

BiZONYITAS. B = AU (B — A), ezért ¢l B =clAUcl(B — A), tehdt cl B D
clA. O

Definicié 2.3 (Nyilt halmaz, zart halmaz). Legyen (X, cl) egy topologikus tér
és A C X egy tetszéleges halmaz. Ha ANcl (X —A) = (), akkor A-t nyilt halmaznak
nevezzilkk. Ha cl(A) = A, akkor A-t zdrt halmaznak nevezziik.

Ha A zart, akkor konnyen lathatéan X — A nyilt és forditva.

Allitas 2.4. Ha (X, cl) egy topologikus tér és U jeldli a nyilt halmazok rend-
szerét, akkor

(1) bel,

(2) Xel,

(3) ha V C U, akkor |V € U, tehdt U unidzdrt és

(4) ha Uy,...,U, €U, akkor ;_,U; €U, tehdt U zdrt a véges metszetre.

Ha F jeloli X dsszes zart halmazainak rendszerét, akkor minden A C X -re
ddA=(|{FeF:AcF}

az A-t tartalmazo legszikebb zdrt halmaz.
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B1ZONYITAS. Az (1)-es és (2)-es trividlis. A (3)-ashoz

Uvndax -y =Jvndx-{Jv)c JVnd(X-V)) =0.

Vey Vey

A (4)-eshez pedig

Ui)ﬂOcl(X—Uj):
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7=1

Ha F jeloli X osszes zart halmazainak rendszerét, akkor nyilvdn cl A C ({F € F :
A C F}, mert ha AC F,akkor clA CclF =F. Es mivel clcl A = cl A, ezért ¢l A
zart, tehdt A C cl A miatt clA € {F € F: A C F} is teljesiil. O

Azt sem nehéz belatni, hogy a zart halmazok rendszere metszetzart és zart a
véges uniora.

Egy (X,cl) topologikus teret az eléz6 allitas alapjan gyakran az X nyilt vagy
zart halmazainak rendszerével adunk meg. Ha U jeloli X oOsszes nyilt részhalmaza-
nak rendszerét, akkor a tovabbiakban (X, cl) helyett az

(X, U)
jelolést is hasznalni fogjuk.

Allitas 2.5. Ha U C P(X) olyan halmazrendszer, amire az el6zé dllitdsbeli
(1)-(4) teljesiil, akkor az

fA=({X-U:UcU ACX-U}

leképezéssel (X, f) egy topologikus tér, amiben a nyilt halmazok rendszere megegyezik
U -val.

BizoNYITAS. Mivel a feltétel szerint A része minden X —U-nak, ezért A C f(A)
teljesiil. Ebbél nyilvan f(A) C f(f(A)) is kovetkezik. A rovidség kedvéért jeldlje
F az U-beli halmazok komplementereit. Ekkor konnyen ldthatéan (), X € F és F
zart a metszetképzésre és a véges uniéra. Az f(f(A)) C f(A) bizonyitdsahoz elég
azt megmutatni, hogy f(A) € F, mert akkor az f(f(A)) =({F € F: f(A) C F}
metszetben f(A) is szerepel. De F metszetzartsaga miatt az f(A) = {F € F :
A C F}is F-beli. Az f(AUB) D f(A) U f(B) tartalmazashoz csak azt kell
meggondolni, hogy ha f(AUB) =(\{FFe F: AUB C F}, akkor A/ BC AUB
miatt f(A), f(B) C f(AUB). A forditott f(AUB) C f(A)U f(B)-hez pedig elég
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azt latni, hogy
FAVUFB)=({FeF:ACFIU({{F"eF:BCF'}=
(WFUF':F . F"e F,ACF ,BCF"}

és ez ut6bbi metszetben mindig AUB C F'UF" € F,igy az f(AUB) =(|{F €
F : AU B C F} metszetben is szerepel minden olyan F’ U F” | amire F' F" €
F,AC F,B C F". Végil f(0) = 0, mert § € F miatt f(0) = ({F € F :
) C F} =0. Még azt kell megmutatni, hogy az (X, f) topologikus térben a nyilt
halmazok rendszere megegyezik U-val, de ehhez elég azt, hogy a zart halmazok,
tehdt azok az A C X halmazok, amikre f(A) = A, megegyeznek F-el. Ha A € F,
akkor A = ({F € F: AC F} = f(A), tehat A zart. Ha pedig A zért, akkor
A= f(A)=({FeF:ACF}, de mivel F metszetzart, ezért A € F. O

Ezek szerint egy X alaphalmazon a 2.1 definiciébeli (1)-(4) feltételeket kielégité
f:P(X) — P(X) leképezések és a 2.4 allitasbeli (1)-(4) feltételeket kielégité U C
P(X) halmazrendszerek kolesonosen egyértelmiien meghatarozzék egymast.

Megjegyzés 2.6. Legyen X egy tetszOleges nemiires halmaz és minden p € X -
hez legyen N, C P(X) egy olyan rogzitett nemiires halmazrendszer, hogy

) a p pont benne van az Gsszes N,-beli halmazban,

) ha A, B € N, akkor ANB €N,

) ha A € N, és valamilyen B C X halmazra A C B teljesiil, akkor B € N,, és

) minden A € N, tartalmaz olyan B € N, halmazt, amire B € N, minden
q € B-re.

(1
(2
(3
(4

Ha v: X — P(P(X)) jeloli azt a fiiggvényt, amire v(p) = N, akkor az (X,v)
part szintén szokds topologikus térnek nevezni. Ilyenkor az N,-beli halmazokat
a p pont dltaldnos kornyezeteinek nevezziikk. Az 1.7 &llitas szerint minden (X, d)
metrikus tér meghataroz egy topologikus teret ebben az értelemben is, egyszertien
minden p € X-re legyen v(p) a p pont altaldnos kornyezeteinek csalddja. Ekkor azt
mondjuk, hogy egy p € X pont egy B halmaz belsd pontja, ha B € v(p). Meg hogy
egy B C X halmaz nyilt, ha B € v(q) minden g € B-re, tehdt ha B-nek minden
q € B bels6 pontja. A kés6ébbiekben altalanos kérnyezetekkel nem foglalkozunk.

Definicié 2.7 (Nyilt kornyezet). Ha (X, cl) egy topologikus tér és p € X,
akkor barmely U nyilt halmazt amire p € U, a p egy nyilt kornyezetének (vagy
roviden csak kornyezetének) neveziink. Ha A C X, akkor barmely V' nyilt halmazt
amire A C V', az A egy (nyilt) kérnyezetének neveziink.

Egy metrikus térben a D,.(p) alakd nyilt kdrnyezeteket r sugaru nyilt kornyeze-
teknek vagy réviden csak r sugard kornyezeteknek fogjuk nevezni.

Allitas 2.8. Legyen (X, d) egy metrikus tér.

(1) Az indukalt topologikus térben az r > 0 sugari kornyezetek nyilt halmazok.
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(2) Az indukdlt topologikus térben egy halmaz pontosan akkor nyilt, ha elédll valam-
ilyen sugari kornyezetek unicjaként.

B1zONYITAS. Az (1)-eshezlegyen r > 0, x € X és tekintsiik a D, (z) kornyezetet.
Azt kell megmutatni, hogy D,.(x) Ncl (X — D,(x)) = (), ehhez pedig elég azt, hogy
c (X — D,(x)) C X — D,(x). Konnyen lathatéan ha p € cl (X — D,(x)), akkor

0= _inf {d(p,y)} =limd(p,yn,)

yeX—Dr(x)
valamilyen (y,) € X — D,(x) sorozatra, de akkor d(x,y,) > r és igy

d(p,z) > d(z,yn) —d(p,yn) =27 — €

tetszolegesen kicsi € > 0-ra ha n elég nagy. Tehat d(p,x) > r és ezért p € X —
D,(x). A (2)-eshez elég azt meggondolni, hogy valamilyen sugaru kérnyezetek uniéja
az (1)-es alapjan biztosan nyilt halmaz, és hogy tetszéleges olyan A C X -re, amire
Ancl (X —A) =0, az A el6all valamilyen sugari kornyezetek unidjaként. Ez utébbi
azért igaz, mert ha x € A, akkor

rdc(X—A)={ye X:oly,X—A) =0},

tehat
0<elx,X—A)= inf {d(zy)},

ezért ha d(z,y) elég kicsi, akkor y € A. O

Allitas 2.9. Legyen (X,cl) egy topologikus tér, A € X és p € X. Ekkor
p € cl A akkor és csak akkor, ha p minden U kornyezetére U NA # (.

BizoNyiTAs. Tegyiik fel, hogy p € cl A. Beldtjuk, hogy ha U egy kornyezete
p-nek, akkor A — U valdédi része A-nak. Ha A — U = A teljesiilne, akkor A N
(X = U) = A miatt cl(AN(X —U)) = clA is igaz lenne, de p ¢ cl (X — U) és
cd(AN(X —-U)) Cc(X —U) miatt p ¢ cl(AN(X —U)), ami viszont p € cl A
miatt azt jelenti, hogy A —U # A. Ha pedig p minden U kornyezetére UN A # (),
de p € X —cl A, akkor vélasszuk U-nak X — cl A-t. Ez valéban kornyezete p-nek,
mert cl (X —U) =cl (X — (X —clA)) =clcl A =clA miatt UNcl(X —U) = 0.
Ekkor UNA=(X —clA)NA =10, mert AC clA, de ez ellentmond a feltevésnek,
miszerint U N A # (). O

Altaldban amikor két matematikai struktirat azonosnak tekintiink, létezik koz-
tiikk egy bijekcid, ami a két strukturat is megfelelteti egymasnak.

Definicié 2.10 (Homeomorfizmus). Két (X, cly) és (Y, cly) topologikus teret
akkor tekintiink azonosnak, ha létezik olyan ¢: X — Y bijekcid, hogy

cly @(A) = <p(ch A)
minden A C X-re és
cy ¢ ' (B) = ¢ (cly B)
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minden B C Y-ra. Ekkor az (X, cly) és (Y, cly) topologikus terek homeomorfak és
@ egy homeomorfizmus kozottik.

Allitas 2.11. Két (X,U) és (Y, V) topologikus tér akkor és csak akkor homeo-
morf, ha létezik olyan

p: X =Y
bijekcio, ami minden U € U nyilt halmazt valamilyen o(U) € V nyilt halmazba visz

és aminek a =t inverze szintén minden V € V nyilt halmazt valamilyen ¢~ (V') €
U nyilt halmazba visz.

B1zoNYITAS. Jelolje Fx és Fy az X és Y-beli zart halmazok rendszerét. Te-

gyiik fel, hogy létezik a feltételeket kielégité ¢ bijekcio. A 2.4 allitds alapjan ha
A C X, akkor

plelxA) = ({p(F) € Fr : AC F} = [ {p(F) € Fy : o(A) C p(F)} = cly(p(A))
és hasonléan ¢~ '-re és B C Y-ra. Ha pedig ¢: X — Y olyan bijekcid, hogy

Cly (p(A) = (p(ClX A)
minden A C X-re, akkor minden A € Fx-re

p(A) = p(clx A) = cly p(A) € Fy

és hasonléan ¢~ '-re és B € Fy -ra. O

2.2. Topologikus tér bazisa.

Az r sugaru nyilt kornyezetek metrikus terekben annyira fontosak voltak, hogy
a topologikus terek absztrakt elméletében egy ennek megfeleld kiilon fogalmat is
bevezetiink.

Definicié 2.12 (Bézis). Legyen (X,U) egy topologikus tér. Egy B C U hal-
mazrendszer bdzisa (X,U)-nak, ha az U halmazrendszer minden # () eleme eléall
B-beli halmazok unidjaként.

Példdul ebbél rogton kovetkezik, hogy egy (X, d) metrikus tér altal indukalt
topologianak egy bazisat adja az 0sszes lehetséges r sugaru kornyezeteknek a csalad-
ja. Egy bézis azért hasznos, mert altalaban csak egyszeriibb szerkezetii halmazokbol
all, mint az Osszes lehetséges nyilt halmaz, ugyanakkor egyértelmiien meghatarozza
a topologiat.

Legyen X egy halmaz és (X,U) és (X,V) két topologikus tér. Legyen B az
(X,U) egy bazisa, C az (X,V) egy bazisa.

Allitas 2.13. Az (X,U) és (X, V) topologikus terek homeomorfak akkor és csak
akkor, ha minden U € B elddll C-beli halmazok unicjaként és minden V € C elddll
B-beli halmazok unicjaként.
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B1zONYITAS. Az allitdsban szerepld feltétel ekvivalens azzal, hogy B C V és
CCU. Deekkor U CV és V CU, tehat U =V . O

Legyen X | Y két halmaz és (X,U) és (Y, V) két topologikus tér. Legyen B az
(X,U) egy bazisa, C az (Y,V) egy bézisa.

Allitas 2.14. Az (X, U) és (Y, V) topologikus terek homeomorfak akkor és csak
akkor, ha létezik olyan ¢: X — Y bijekcid, hogy minden U € B-re o(U) elddll
C-beli halmazok unidjaként és minden V € C-re ¢ (V) elddll B-beli halmazok
uniojaként.

Bi1zoNYITAS. Hasonléan az el6z6 4llitds bizonyitdsahoz, a feltétel azzal ekvi-
valens, hogy p(U) CV és o (V) CU. Tehdt p(U) =V . O

Haszndlni fogjuk a kovetkezo allitést.

Allitas 2.15. Legyen (X,d) egy metrikus tér és (X,V) egy topologikus tér.
A d dltal indukdlt topologikus tér homeomorf (X,V)-vel akkor és csak akkor, ha
minden x € X -re minden D,(x) alaki r sugari kérnyezet tartalmazza valamilyen
V €V kornyezetét x-nek és minden x € X -nek minden V€V kornyezete tartalmaz
valamilyen D, (x) kornyezetet.

BizoNyiTAs. Minden y € D, (x)-re 1étezik valamilyen D_(y) C D, (), de akkor
y € V C D.(y) is valamilyen V € V-re. Forditva is minden V € V eléall a metrika
altal indukalt topoldgia baziselemeinek unidjaként. Ezért 2.13-bol kovetkezik az
allitas. O

Lattuk, hogy egy B bazis egy olyan halmazrendszer kell legyen, hogy a B-beli
halmazok uniéi, tehat azok a halmazok, amiket nyiltaknak tekintiink, kielégitsék a
2.4 §llitasban szerepl6 (1)-(4) feltételt. Felmeriil a kérdés, hogy egyaltaldn milyen
halmazrendszer lehet valamilyen topologikus tér béazisa.

Allités 2.16. Legyen X eqy halmaz és B C P(X). A B halmazrendszer valam-
ilyen (X,U) topologikus tér bazisa akkor és csak akkor, ha barmely véges sok B-beli
halmaz metszete elddll B-beli halmazok uniojaként.

BizonyiTAs. Ha B egy bdzis, akkor a B-beli halmazok nyiltak, tehdt véges
metszeteik is nyiltak, amik akkor tényleg el6allnak B-beli halmazok unidjaként,
mert minden nyilt halmaz el6éll B-beli halmazok unidjaként. (Az iires halmazt az
“lires uniéval” kaphatjuk meg.) Ha meg barmely véges sok B-beli halmaz metszete
el6all B-beli halmazok uniéjaként, akkor a B-beli halmazok tetszoleges uni6ibdl allé
halmazrendszer egy B &ltal generdlt topoldgia lesz. Azaz

(1) a @ tres halmaz az “lires uniéval” kaphatd,
(2) az X az “lres metszettel”, mint véges metszettel kaphaté és akkor ezek
szerint B-beliek uniéja,
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(3) B-beli halmazok unidinak uniéi nyilvan B-beliek unidi, és
(4) B-beli halmazok uniéinak véges metszetei el6allnak véges metszeteknek (igy
B-beliek uniéinak) az uniéjaként.

U

Allitas 2.17. Legyen X egy halmaz és B C P(X). A B halmazrendszer valam-
ilyen (X,U) topologikus tér bazisa akkor és csak akkor, ha az X elédll B-beli hal-
mazok unidjaként és minden U,V € B-re és minden b € U NV -re létezik olyan
WeB, hogybe W ésW CcUNV.

B1zoNYITAs. Az éllitdsban szerepld feltétel azt jelenti, hogy bérmely két (és
akkor véges sok) B-beli halmaz metszete B-beli halmazok uniéja. (Illetve az iires

metszet, azaz X is.) fgy ez az elozo allitasbol kovetkezik. O

Példa 2.18. Nézziink meg néhany példat topologikus terekre.

(1) Legyen X = R" és legyen (R™,U) a d(z,y) = \/Z?:l |z; — y;|° metrika &ltal
indukélt topologikus tér. Ekkor az (R",U) bézisdinak nem csak ezzel a d
metrikaval kapott r > 0 sugaru nyilt kornyezetek csaladja valaszthatd, hanem
példaul az 1/k sugari nyilt kérnyezetek csalddja, ahol &k a természetes szamokon
fut végig. Sot, az is feltehetd, hogy az 1/k sugaru nyilt kornyezetek kdzéppontjai
csak racionalis koordinataju pontok R"-ben és raadasul k& mindig nagyobb,
mint valamilyen elére rogzitett K € N. Ebbdl rogton kovetkezik, hogy ennek
az. (R™,U) topologikus térnek van olyan bézisa, ami csak megszamlalhatéan
végtelen sok halmazt tartalmaz.

(2) Ugyanezt az (R™,U) topologikus teret indukélja az 1.2-es példaban a (2)-ben,
(3)-ban és (4)-ben definialt metrika is.

(3) Az 1.2 (9)-es példdnak megfeleléen legyen R"-en d az a metrika, amire d(z,y) =
0 ha x =y és d(x,y) =1 ha = # y. Ekkor az indukélt topolégidban R™-nek
minden részhalmaza nyilt lesz. Tehat U = P(X), ezt hivjuk diszkrét topologikus
térnek. Ennek a topologikus térnek az X egyelemi részhalmazainak rendszere
egy bézisa.

(4) Ha X tetsz6leges halmaz, akkor a mésik legegyszertibb topoldgiat tigy kaphatjuk,
hogy U = {0, X}, ezt hivjuk antidiszkrét topologikus térnek.

(5) Legyen X egy tetszOleges halmaz és p € X egy rogzitett pont. Egy részhalmaz
U C X legyen nyilt, azaz legyen U € U, ha U = () vagy p € U. Ekkor (X,U)
egy topologikus tér. Egy érdekes tulajdonsaga ennek a térnek az, hogy nincsenek
nemiires diszjunkt nyilt halmazok benne, hiszen minden nemiires nyilt halmaz
tartalmazza p-t.

(6) Legyen X egy tetszdleges végtelen halmaz és legyen U € U ha U = ) vagy
U véges sok X-beli pont komplementere. Ebben a topologikus térben sin-
csenek diszjunkt nemiires nyilt halmazok. De a nyilt halmazok struktiraja mar
valtozatosabb, mint az el6z6 példaban, mert ebben a térben tetszéleges pontnak
van masik tetszéleges pontot nem tartalmazé nyilt kornyezete.
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(7) Ha (X,U) egy topologikus tér és Y C X egy részhalmaz, akkor az U NY
nyiltnak definidlt halmazokkal, ahol U végigfut az U elemein, az Y egy topologi-
kus tér és tigy nevezzilk, hogy az (X,U) megszoritdsa Y -ra. Ugy jeloljiik, hogy
(Y,U|y). Sét, ha B egy bazisa (X,U)-nak, akkor a B NY halmazok csaladja,
ahol B végigfut a B elemein, egy bazisa (Y,U|y)-nak.

(8) Legyen példdul X = R? a d(z,y) = /(21 —y1)% + (22 — y2)? metrika 4ltal
indukélt topologikus tér. Ha Y az

{(z,y) eR? 1y > 0}
felso félsik, akkor X -nek az Y -ra valé megszoritasa egy topologikus tér, aminek
egy bazisa az 0sszes Y -ba es6 valamilyen r > 0 sugart nyilt korlap és az osszes
olyan

Y N D, ((z,0) = {(u,v) e R*:v >0, (u—1x)*+0> <r’}

fél nyilt korlap, ahol (z,0) az x koordinéta tengely egy pontja és r > 0.

(9) Valtoztassuk meg kicsit az eléz6 példaban 16v6 Y fels félsik topoldgidjat. Most
legyen egy bazis majdnem ugyanaz, mint el6bb, de minden egyes Y N D,.((x,0))
fél nyilt korlapbol hagyjuk el azokat a pontokat, amiknek az y-koordinatéja 0,
de a korlap (x,0) kozéppontjat tartsuk meg. Ez a 2.17 allitds alapjan tényleg
béazisa lesz valamilyen topoldgianak. Késobb latni fogjuk, hogy az igy kapott
topologikus tér nem homeomort az el6z6 példaban levovel.

3. Miuveletek halmazokkal

Allitas 3.1. Legyen (X,cl) egy topologikus tér és Y € X. A
cly: P(Y)— P(Y)
cly(A)=cl(A)NY

leképezéssel (Y, cly) egy topologikus tér.

B1zoNYITAS. A C ¢l (A) NY nyilvén igaz, mert A CclA és ACY.
cl yCly(A) = Cly(A)

azért teljesiil, mert cl(A) NY C cl(cl(A) NY) és akkor nyilvan cl(A)NY C
(cl(cl (A)NY))NY isigaz. Ugyanakkor YNcl A C cl A miatt ¢l (YNcl A) C clcl A =
clAésigy YN (YNclA) CYnclA is teljesiil. cly(AUB) =cly(A) Ucly(B)
pedig azért igaz, mert ha A, B C Y, akkor

cly(AUB) =YnNcl (AUB) = YN(cl AUcl B) = (YNcl A)U(YNel B) = cly AUcl y B.
cly® = 0 nyilvédnvald. O
Definicié 3.2 (Megszoritas és altér). Legyen (X, cl) egy topologikus tér és

Y C X. Az (Y,cly) teret az (X, cl) tér Y-ra valé megszoritisinak nevezzik és azt
mondjuk, hogy (Y,cly) az (X, cl) egy altere.
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Allités 3.3. Ha (X,cl) egy topologikus tér és U a nyilt halmazok rendszere,
akkor az (Y,cly) altér nyilt halmazai az U NY halmazok, ahol U € U .

B1zoNY{TAS. Azt mutatjuk meg, hogy (Y, cly) zdrt halmazai az FNY alakd
halmazok, ahol X — F € . Ha A C Y és A zart Y-ban tehdt A = cly(A) =
cl (A)NY, akkor mivel cl (A) zért, nyilvin A = FNY valamilyen F' zart halmazra.
Ha pedig A = FNY valamilyen F' zdrt halmazra, akkor cly(A) = (clA)NY =
(WF'NY :ACF X —F €U}, de ebben a metszetben FNY = A is szerepel,
ezért cly(A) = A. O

Tehéat ha U nyilt X-ben, akkor UNY nyilt Y-ban. Ha pedig A zart X -ben,
akkor ANY zart Y-ban. Az (Y,cly) alteret (Y,U|y)-al is szokés jelolni.

Allitas 3.4. Legyen (X,U) egy topologikus tér és Y C X .

(1) Ha Y nyilt X -ben, akkor (Y,U|y) minden nyilt halmaza nyilt X -ben is.
(2) Ha 'Y zdrt X -ben, akkor (Y,U|y) minden zdrt halmaza zdrt X -ben is.

B1zONYITAS. Az (1)-eshez ha A C Y nyilt Y-ban, akkor definici6 szerint A =
Y NU, ahol U nyilt X-ben. De ha Y is nyilt X-ben, akkor A is nyilt X-ben. A
(2)-eshez hasonléan ha A C Y zért Y-ban, akkor A =Y N F, ahol F zart X-ben.
Tehat ha Y zart, akkor A is az X -ben. O

Definicié 3.5 (Halmaz lezardsa, kiilseje, belseje, hatéra). Legyen (X, cl) egy
topologikus tér és jelolje U a nyilt halmazok rendszerét. Ha Y C X egy tetszoleges
részhalmaz, akkor clY az Y lezdrdsa. Az X —clY egy nyilt halmaz, ezt ext Y jeloli
és az Y kilsejének nevezziik. Hasonldan intY jeloli az Y belsejét, ami a legh6vebb
nyilt részhalmaza Y -nak, tehét

inty = U U.

Ucy,Ueu
Végiil
frYy =X —(intY UextY)

az Y hatdra.

Sokat fogjuk hasznalni a diszjunkt unio fogalmat.
Definicié 3.6 (Diszjunkt unid).
(1) Ha X és Y két halmaz, akkor az X és Y diszjunkt unidja az
(X x {0 U (Y x {1})

halmaz, amit X U Y -nal jeloliink.
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(2) Ha (X,U) és (Y,V) topologikus terek, akkor az X LY is topologikus tér a
wW={UuUuV:Uecl,V eV}

nyilt halmazokkal. Az (XUY, W) az (X,U) és (Y, V) topologikus terek diszjunkt
unioja.

Az el6z6 fejezet alapjan

Yy = ﬂ F

YCF,X-Feu

a legszitkebb Y-t tartalmazoé zart halmaz és p € clY akkor és csak akkor, ha p
minden kornyezete metszi Y -t.

Allitas 3.7. Legyen (X,U) egy topologikus tér, A C X tetszbleges és p € X .
Ekkor

) pEint A <= létezik p-nek olyan kirnyezete, ami benne van A-ban,

) pEext A < létezik p-nek olyan kérnyezete, ami benne van X — A-ban,
) pefrA <= p-nek minden kirnyezete belemetsz A-ba is és X — A-ba is,
) int (X —A) =ext A,

) int A, ext A és fr A diszjunktak és X =int AUfr Alext A,

)

(
(
(
E
(6) dA=AUfrA=int AUfrA.

1
2
3
4
3
6

Bi1zoONYITAS.

(1): Az, hogy p-nek létezik olyan kornyezete, ami benne van az A-ban pont azt
jelenti, hogy valamilyen U nyilt halmazra p € U C A. Ez viszont azzal ekvi-
valens, hogy p € UycapenU-

(2): Definicié szerint p € ext A pontosan akkor, ha p € X — cl A, tehdt valamilyen
A-t tartalmaz6 F' zart halmazban nincs benne p. Ez azzal ekvivalens, hogy
p € X — F, tehat hogy p benne van egy X — A-beli nyilt halmazban.

(3): Definicié szerint p benne van fr A-ban, tehat p nincs benne int A-ban és ext A-
ban pontosan akkor, ha p-nek minden kérnyezete belemetsz X —A-ba is és A-ba
is.

extA=X-dA=X- (] F= |J X-F=imtX-4
ACF.X—-FelUu ACF,X—Felu

mert A C F ekvivalens azzal, hogy X —F C X — A és persze X — F' végigmegy
az Osszes nyilt halmazon.

(5): A definicié miatt fr A diszjunkt int A U ext A-tdl, és mivel int A C cl A, ezért
int A is diszjunkt X — cl A-t6l, tehat ext A-tol.

(6): Az (5)-0s alapjan clA = X —ext A=int AUfrA. Azint AUfrAC AUfrA

tartalmazas nyilvanvalé és

AUfrACcdAUfrA= (X —ext A)UfrA=(int AUfrA)Ufr A =int AU fr A.
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U

Felmeriil a kérdés, hogy egy (X,d) metrikus térben egy p kozépponti r > 0
sugaru nyilt kornyezet lezarasa nem-e az

{r e X :d(zx,p) <r}
halmaz. El6szor persze azt kéne megvizsgalni, hogy ez a halmaz zart-e egyaltalan.

Allitas 3.8. Az {x € X : d(z,p) < r} halmaz zdrt és tartalmazza D,(p)
lezarasat.

B1zoNYITAS. Eldszor azt kell megmutatni, hogy az A = {z € X : d(z,p) >
r} komplementer halmaz nyilt. De ha valamilyen x € X-re d(x,p) > r, akkor
Dz py—r(x) C A, mert ha d(x,y) < d(z,p)—r, akkor r < d(x,p)—d(x,y) < d(y,p).
Tehat A nyilt.

Végiil mivel D,(p) C {z € X : d(z,p) < r} nyilvan teljesiil, ezért cl D,(p) C
{zr € X :d(x,p) <r} is, hiszen az utébbi zart halmaz. O

Létezik olyan (X, d) metrikus tér, amiben altaldban az {z € X : d(z,p) < r}
halmaz nem egyenlé D, (p) lezarasaval. Példaul legyen X egy legaldbb kételemii
halmaz és a d legyen olyan metrika, hogy z,y € X esetén d(z,y) = 1 akkor és csak
akkor ha = # y. Ebben a metrikus térben ha x € X, akkor D;(x) = {x}, ami zart
halmaz, tehdt cl Dy(z) = {z}. Ugyanakkor az {y € X : d(y,z) < 1} halmaz az
egész X .

Ha (X,d) egy metrikus tér, A C X egy részhalmaz és x € X, akkor az = pont
és az A halmaz tavolsagat a

ol A) = inf{d(.»)}

jelolte. Az indukélt (X, cl) topologikus térben pedig p € cl A akkor és csak akkor,
ha p minden kornyezete metszi A-t.

Allitas 3.9. Legyen (X, cl) az X halmazon eqy d metrika dltal indukdlt topolo-
gikus tér, A C X eqy részhalmaz és p € X . Ekkor

peEcA < p(p,A)=0,
pEextA < po(p,A) >0,

(1)

(2)

(3) peint A <= p(p,X —A) >0,

(4) pefrA < o(p,A) =0 és o(p, X —A) =0.

Bi1ZONYITAS.

(1): Rogton kovetkezik cl definiciéjabol.
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(2): Ha o(p, A) > 0, akkor p-nek valamilyen sugarti kérnyezete nem metsz bele A-
ba, tehat p € ext A. Ha pedig valamilyen r > 0-ra D,(p) C X — A, akkor

o(p, A) = .

(3): peint A < pecext(X —A) és a (2)-es miatt teljesiil az 4llités.

(4): Végiila (4)-esapefrd < pe X — (int AUext A) és a (2)-es és (3)-as
miatt teljestil.

0
Allitas 3.10. Legyen (X,U) egy topologikus tér és A C P(X). Ekkor

UclACcl UA.

AcA AcA
Ha A véges sok halmazbol dll, akkor |J, e 4cl A =cl Uy eq A

Bi1zoNyiTAs. Haegy F C X zart halmazra (J,. 4 A C F, akkor minden A € A-
ra A C F ésigy clA C F, de akkor |JucclA C F is igaz. Emiatt az Osszes
Uacq A-t tartalmazé zart halmaz metszetében (J,. 4 cl A is benne van.

Ha A véges sok halmazbdl &ll, akkor egy x € X-re, amire z € cl |, 4 A, az
is teljesiil, hogy
T € U cl A,

AcA
kiilonben x ¢ cl A lenne minden A € A-ra, de akkor = véges sok kdrnyezetének
metszete, ami egy nyilt halmaz, diszjunkt lenne |J,. 4 A-t6l. U

Definicié 3.11 (Topologikus terek véges direkt szorzata). Legyenek
(Xl,[/[l), sy (Xnaun)

topologikus terek. Legyen U az Uy X- - - x U, alaki halmazokbdl 4ll6 halmazrendszer,
ahol U; C X; tetszOleges nyilt halmazok. Ekkor az ¢/ halmazrendszer a 2.16 allitas
alapjan béazisa valamilyen topolégidanak, ezért az U-beli halmazok unidibdl allo V
halmazrendszer egy topoldgiat definial X; x --- x X, -en. Az

(X X - x X,,,V)
topologikus teret az (Xi,U,),. .., (X,,U,) terek direkt szorzatinak nevezziik.

Hasonldan definidlhatjuk metrikus terek direkt szorzatat is.

Definicié 3.12 (Metrikus terek véges direkt szorzata). Legyenek
(X17 d1)7 sy (Xna dn)

metrikus terek. A

d((z1, -5 @), (Y1, -5 Yn)) = Zdz’(%,yi)
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leképezés egy metrikat definidl az X; x --- x X, halmazon, az
(X1 x - x X,,d)
metrikus teret az (Xi,dy), ..., (X,,d,) metrikus terek direkt szorzatinak nevezzik.

Allitas 3.13. Legyenek
(Xh dl)v R (Xn7 dn)

metrikus terek és
(Xl,[/[l), sy (Xnaun)

az indukdlt topologikus terek. Ekkor az (Xix---x X,,,d) direkt szorzat dltal indukdlt
topologikus tér megegyezik az (X1 X - -+ x X,,, V) direkt szorzattal.

BizoNnyiTAs. Jelolje X az X; x---x X, halmazt. Egy z € X barmilyen V € V
kornyezete tartalmazza valamilyen Uy X - - - x U,, € V bézis kornyezetét x-nek, tehat

x=(21,...,2,) €Uy X -+ X U,.

Mivel minden 1 < ¢ < n-re U; a d; metrika altal indukalt topoldgiaban nyilt halmaz,
ezért létezik olyan ¢; > 0, hogy x; € D, (x;) C U;. Legyen € = min{ey,...,e,}.
Ekkor ha y € X olyan, hogy d(z,y) < e, akkor minden 1 < i < n-re d;(z;,y;) <
d(z,y) < ¢ < ¢g;, amibdl kovetkezik, hogy y € V. Tehdt z-nek az (X,d)-beli €
sugaru kornyezete benne van V -ben.

Még azt is be kell ldtnunk, hogy ha z € X, akkor minden D,(z) kérnyezet
tartalmaz olyan V' € V nyilt halmazt, amire x € V. Ha r > 0, akkor y € D,(x)
azt jelenti, hogy > 7" | d;(z;,v;) < r. Ha minden 1 < ¢ < n-re g; > 0 olyan, hogy
g; < r/n, akkor d;(x;,y;) < €;-b6l d(x,y) < r kovetkezik. Legyen a V halmaz a

D, (1) x -+ x D, (x,) €V

kérnyezete x-nek, akkor az el6bbiek szerint z € V' C D,(x). O

Még egy gyakran hasznélt konstrukeié a kovetkezd. Legyen (X,U) egy topologi-
kus tér és legyen Q egy particidja (més néven diszjunkt halmazokra bontésa) X -nek,
tehat Q egy olyan halmaza X részhalmazainak, amire teljesiil, hogy a O-ban 1évo
halmazok diszjunktak és unidjuk az egész X . Jelolje X/Q az osztdlyok halmazat
és p: X — X/Q azt a leképezést, ami egy = € X-hez hozzdrendeli azt az osztélyt,
ami tartalmazza z-et.

Definicié 3.14 (Hényados topolégia). Egy U C X/Q részhalmaz legyen pon-
tosan akkor nyilt, ha p~'(U) nyilt. Ez egy topoldgiat hatdroz meg az X/Q halma-
zon és az igy kapott topologikus teret az (X,U) hdnyadosterének (vagy Q-val vett
hényadosterének) nevezziik.
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4. Szétvalaszthatosagi axiomak és megszamlalhatosag

4.1. Szétvalaszthatosagi axiomak.

Vizsgaljuk meg most azt, hogy egy topologikus térben bizonyos halmazok men-
nyire “kozel” vannak egymashoz. Ha A, B két részhalmaza egy topologikus térnek,
akkor még ha diszjunktak is elképzelhetd, hogy valamilyen “legsziikebb” Oket tartal-
mazo6 halmazok mar metszik egymast. Ezt értelmezhetnénk tgy, hogy ilyenkor A és
B lényegében egymas mellett vannak. Ezeknek az A-t és B-t tartalmazd legsziikebb
halmazoknak a szerepét a topoldgiaban tipikusan a cl A és cl B lezarasok jatszak.
Tehat mondhatnank azt, hogy A és B tavol esnek egymastol, vagy “elvalaszthato-
ak”, ha clANclB = (). Ezek szerint ha azt akarjuk mérni, hogy egy topologikus
térben két elvalaszthaté halmaz altalaban mégis mennyire van tavol egymastol,
kézenfekvonek tlinik azt megvizsgalni, hogy a diszjunkt zart halmazok “mennyire”
diszjunktak. Ez motivalja a kovetkezd definicidt.

Definicié 4.1 (Szétvalaszthatésagi axiomak). Legyen (X,U) egy topologikus
tér.

(1) Ha tetszOleges két kiilonbozé p,q € X-re létezik p-nek vagy ¢-nak olyan U
kornyezete ami diszjunkt a mésik ponttdl, akkor az (X,U) topologikus tér egy
TQ tér.

(2) Ha tetszéleges két kiilonbozé p,q € X-re létezik p-nek olyan U kornyezete és
g-nak is olyan V' kornyezete ami diszjunkt a mésik ponttdl, akkor az (X,U)
topologikus tér egy Ty tér.

(3) Ha tetszéleges két kiilonbozd p,q € X-re létezik p-nek olyan U kornyezete és
g-nak is olyan V kornyezete amikre U NV = ), akkor az (X,U) topologikus
tér egy Ty tér, vagy mas néven Hausdorff tér.

(4) Ha tetszéleges p € X-re és olyan zart A C X-re, amire p ¢ A létezik p-nek
olyan U kornyezete és A-nak olyan V' kornyezete amikre U NV = () akkor az
(X,U) topologikus tér requldris.

(5) Ha tetszéleges diszjunkt zart A, B C X -re létezik A-nak olyan U kornyezete és
B-nek olyan V kornyezete amikre U NV = () akkor az (X,U) topologikus tér
normdalis.

Ha egy topologikus tér regularis és 77, akkor az egy 13 tér. Ha meg normalis és
Ty, akkor Ty tér.

Nyilvanvalo a definiciébdl, hogy a T, tulajdonsaghdl kovetkezik a T3 tulaj-
donség, abbdl a Ty és abbdl pedig a T} és végil a Ty tulajdonsag.

A regularis és normalis terek definicidjaban zart halmazokrol van szo, ezért kell
a T3 és T, terek definiciéjaban feltenni, hogy a megfelel6 tér 77 is ahhoz hogy a
T; tulajdonsdg (ami pontokra vonatkozott) egyaltalan kovetkezzen. Ehelyett azt is
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feltehetnénk, hogy a pontok zart halmazok, de ez ekvivalens a T tulajdonsaggal,
ahogy a kovetkezo allitas mutatja.

Allitas 4.2. Egy topologikus tér Ty tér akkor és csak akkor ha minden egyelemd
halmaz zart halmaz.

B1zoNYITAS. Az allitds egyszeriien kovetkezik abbdl, hogy egy topologikus tér-
ben egy egyelem@i halmaz pontosan akkor zart, ha a komplementerének minden
pontja belsé pontja. 0

Definicié 4.3 (Konvergens sorozat). Legyen (X,U) egy topologikus tér. Egy
a: N — X fiiggvényt X-beli sorozatnak neveziink és (a,)-nel jeloljik. Az (a,)
sorozat konvergal a p € X ponthoz, ha p-nek minden U kornyezetéhez létezik
olyan K € R korlat, hogy minden n > K-ra a, € U. Ekkor a p pont az (a,)
sorozat hatarértéke.

Allitas 4.4. Legyen (X,d) egy metrikus tér. Eqy (ay) sorozat konvergdl p € X -
hez az indukalt topologikus térben akkor és csak akkor ha minden ¢ > 0-hoz létezik
olyan L € R korldt, hogy minden n > L-re d(a,,p) < €.

BizoNyiTAs. Ha egy (a,) sorozat konvergal p € X -hez az indukélt topologikus
térben, akkor minden ¢ > 0 esetén a D.(p) kornyezethez is létezik egy megfelel
L korlat. Forditva, ha adott p-nek egy U kornyezete, akkor valamilyen £ > 0-ra
D.(p) C U, és akkor ha ehhez az e-hoz létezik megfelel6 L, akkor az szintén j6 lesz
az U-hoz is. U

A valés analizisben megszoktuk, hogy ha egy sorozat konvergens, akkor a hatar-
értéke egyértelmiien 1étezik. Mégis van olyan topologikus tér és benne olyan kon-
vergens sorozat, aminek tobb hatarértéke is van. Legyen X = R és egy nemiires
halmaz legyen nyilt, ha véges sok pont komplementuma. Legyen az a,, sorozat ugy
definidlva, hogy a, = n. Ekkor minden x € R pontra igaz, hogy hatarértéke az
(ay) sorozatnak. A kovetkezd allitas azt mutatja, hogy ez a topologikus tér nem T5.

Allitas 4.5. Eqgy T topologikus térben minden sorozatnak legfeljebb csak eqy
hatarértéke lehet.

Bi1zoNyiTAs. Ha egy konvergens (a,) sorozatnak egy p és egy ¢ is hatdrértéke
lenne, ahol p # ¢, akkor egy indextdl kezdve a sorozat Osszes tagja benne lenne
p-nek is és ¢-nak is a T, tulajdonsag miatt 1étez6 diszjunkt kornyezeteiben, ami
ellentmondas. U

Allitas 4.6. Egy (X,U) topologikus tér

(1) regularis akkor és csak akkor ha minden p € X pont minden U kérnyezetéhez
létezik a p-nek olyan V' kérnyezete is, hogy clV C U és

(2) normdlis akkor és csak akkor ha minden A zdrt halmaz minden U kornyezetéhez
létezik az A-nak olyan V' kérnyezete is, hogy clV C U.
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BizoNyiTAs. (1): Ha U egy p € X kornyezete, akkor X —U egy p-t6l diszjunkt
zart halmaz. Tehat ha létezik p-t és X — U -t elvalaszto V' és W két diszjunkt nyilt
halmaz, akkor clV C X — W, mert X — W olyan zart halmaz, ami tartalmazza
V-t. De mivel X — W C U ezért clV C U. Forditva, ha p € X és A C X egy
p-t6l diszjunkt zart halmaz, akkor X — A egy kornyezete A-nak, és ha létezik olyan
V kornyezete p-nek, hogy clV C X — A, akkor V' és X —clV diszjunkt, p-t és A-t
elvélaszté nyilt halmazok lesznek. A (2)-es bizonyitdsa ugyanigy megy p helyett az
A zart halmazzal. O

A fenti allitasokbdl azt latjuk, hogy a T, terek azok, amik rendelkeznek azokkal
a tulajdonsagokkal, amiket dltalaban természetesnek tekintiink. A kovetkezdkben
megmutatjuk, hogy minden metrikus tér T} tér.

Lemma 4.7. Legyen (X, d) egy metrikus tér és A C X egy részhalmaz.

(1) Minden x,y € X -re

|Q($7A) - Q(y>A)| < d(x,y)

(2) Ha B C X, akkor jeldlje o(A, B) az inf{d(a,b) : a € A,b € B} szamot. Ekkor
minden © € X -re
0o(A,B) < o(z,A) + o(z, B).

B1zoNYITAs. (1): Mivel minden a € A-ra
d([lf, a) - d(l’,y) < d(yv CI,) < d(Iv a’) + d(l’,y),

ezért infimumra attérve

o(z, A) —d(z,y) < oy, A) < o(z, A) +d(,y).
(2): Minden a € A-ra és b € B-re d(a,b) < d(a,z) + d(z,b), ezért o(A,B) <
o(z, A) + o(x, B) is teljesiil. O

Allitas 4.8. Minden (X,d) metrikus tér T, tér.

B1zoNYITAS. Ha p,q € X és p # ¢, akkor a Dy q)/2(p) €5 Dygp.q)/2(q) diszjunkt
kornyezetei p-nek és g-nak, tehat konnyen latszik, hogy a tér T tér. Legyen A és
B két diszjunkt zart halmaz. Definidljuk az f: X — [0,1] fliggvényt a kovetkezd
modon:
fla) = olx,4)

o(z,A) + o(z, B)
Ekkor f(A) =0 és f(B) =1, tehdt f~1([0,1/2)) és f~1((1/2,1]) diszjunkt, A-t és
B-t tartalmazo6 halmazok. Megmutatjuk, hogy ezek nyilt halmazok is. Ehhez elég
megmutatni, hogy ha f(z) < 1/2, akkor x-nek egy kis kornyezetébe esé minden y-
ra f(y) < 1/2 (és hasonléan ha f(x) > 1/2, akkor f(y) > 1/2). Ehhez viszont elég
azt megmutatni, hogy |f(z) — f(y)| < Kd(x,y) valamilyen K € R-re, ha d(z,y)
elég kicsi. Tegyiik fel, hogy y € D.(x) valamilyen ¢ > 0-ra. Ekkor

sup{o(z,A) + o(z,B): z € D.(z)} = L,
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ahol L € R.

@)= 100 = |52

g:cA +o(,B) oy y,B‘
‘(m, A) (oly, )+@(y,B))—Q(y, )((, ) + o(x ))‘
(o(z, A) + o(z, B)) (e(y, A) + o(y, B))
lo(z, A) — o(y, A)|
o(A, B)?

max{o(z, A) + o(z, B), o(y, A) + o(y, B)} <

lo(z, A) —Q(y,A)|ﬁ <
Ha 0 < <e és y € Ds(x), akkor

_ < f—
1) = F0)| <0
és mivel 0 tetszOlegesen kicsi lehet, kapjuk az allitast. U

Példa 4.9. A 2.18 (4)-es és (5)-0s példdban ha X = R, akkor az igy kapott
topologikus tér a (4)-es példdban nem Ty, az (5)-6sben pedig Ty de nem 77. A 2.18
(6)-os példaban 1év6 topologikus tér T, de nem T,. A 2.18 (9)-es példdban 1évé
topologikus tér pedig nyilvan T, de nem T3, mert ha = € R, akkor az (z,0) pont
valamilyen U bazis kornyezetének komplementuma egy olyan zart halmaz, aminek
tetszoleges kornyezete belemetsz U -ba.

Allitas 4.10. Ha az (X,U) és (Y, V) topologikus terek Ty, Ty, Ty, vagy T3
terek, akkor a direkt szorzatuk is ennek megfeleloen Ty, Ty, Ty, illetve Ty tér. [

De T, terek direkt szorzata nem feltétlentl T, tér. Egy nevezetes példa a
kovetkezo. Legyen X = R, de a nyilt halmazok nem a szokasos metrika altal
meghatarozott nyilt halmazok lesznek, hanem az

{la,b) : a,b € R}

halmazrendszer, mint bézis altal meghatarozott topoldgiat tekintjik. Ez tényleg
bézis, mert véges sok balrol zart, jobbrdl nyilt intervallum metszete el6all szintén
ilyen tipustu intervallumok uniéjaként. Az igy kapott topologikus teret Sorgenfrei
egyenesnek nevezziik. Konnyen ellenérizhetd, hogy a Sorgenfrei egyenes Tj tér.

Allitas 4.11. A Sorgenfrei eqgyenes onmagdval vett direkt szorzata nem Ty. [

Fontos kérdés, hogy milyen topologikus terek allnak el6 valamilyen metrikus tér
altal indukalt topologikus térként, tehat hogy milyen topologikus terek metrizdalhato-
ak. Az elébbiek alapjan a Sorgenfrei egyenes nem metrizalhatd, hiszen ha metrizalha-
to lenne, akkor az onmagaval vett direkt szorzata is az lenne, ami akkor T tér
lenne. De mivel nem Ty, ezért a Sorgenfrei egyenes sem metrizalhat6. Késobb azt
is megmutatjuk, hogy egy olyan T, tér, aminek van olyan bazisa, ami legfeljebb
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csak megszamlalhatoan végtelen sok halmazbdl all, mindig metrizalhaté. Tehat a
Sorgenfrei egyenesnek nincsen megszamlalhaté bazisa.

4.2. Megszamlalhatosag.

Az, hogy egy topologikus térnek van-e megszamlalhaté bazisa, olyan fontos
tulajdonsag, hogy egy kiilon elnevezést is bevezetiink.

Definicié 4.12 (M, topologikus tér). Egy topologikus tér M, tér, ha létezik
legfeljebb megszamlalhatéan végtelen sok halmazbdl allo bazisa.

Allitas 4.13.

(1) Ha (X,U) egy My topologikus tér és Y C X, akkor az (Y,U|y) megszoritds is
M.
(2) Ha (X,U) és (Y, V) két My topologikus tér, akkor a direkt szorzatuk is M, .

O
Allitas 4.14. Minden Ty és My tér T, tér is.

B1zoNYITAS. Legyen (X,U) egy T3 és M, topologikus tér. Ekkor egy B bazisa
eléall
B=A{U,...,Up,...}
alakban, ahol U, nem iires és nyilt halmazok. Legyen A, B C X két diszjunkt zart
halmaz. Legyen

Uy ={U, :clU,NB=0}={U;,....U,, ...}
és
U ={U, : U, NA=0}y={U/,....U!, ...}
Legyen
Va=Jua & Ve=Jus.

Ekkor X — B = Vy, mert egyrészt V), olyan halmazok uniéja, amik diszjunktak B-
tol és igy V4 C X — B. Masrészt X — B C V), mert ha x € X — B, akkor mivel az
X topologikus tér Ty, 1étezik olyan U, € B kornyezete x-nek, hogy clU, C X — B.
Ekkor clU, N B = () és emiatt U, C Vy, tehat x € V4. Hasonléan kapjuk, hogy
X —-A=V;g.

Tehéat V4 és Vg kornyezetei A-nak és B-nek, de nem biztos, hogy diszjunktak.
Legyenek

H*=U' —(dU/U---UclU")
és
HE =U"— (U, U---ucdl)),
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ezek nyilvan nyilt halmazok. Ha
HA=|JH} ¢ H=|]H)
n=1 n=1

akkor A C HA és B ¢ HP. Végill HA N HB = ( is teljesiil, mert H2 C U/ de
HBNU!, =0 ha m>n, tehat H}NHE =0 ha m > n, és hasonléan HANHE = ()
ha m <n. O

Gyakran az M, tulajdonsagnél egyszeriibb ellenorizni a kovetkezot.

Definicié 4.15 (Szeparabilis tér). Egy (X,U) topologikus tér szepardbilis, ha
létezik olyan, legfeljebb megszamlalhatéan végtelen sok pontbdl &llé részhalmaza,
aminek a lezérasa X.

Ezt kicsit egyszeriibben is meg lehet fogalmazni, ha bevezetjik a kovetkezd
definiciét.

Definicié 4.16 (Stiri részhalmaz). Egy (X,U) topologikus tér Y részhalmaza
surt az X -ben, ha clY = X.

Allitas 4.17. Eqgy topologikus tér Y részhalmaza strt akkor és csak akkor, ha
minden nem tres U nyilt halmazra Y NU # ().

BizoNyiTAs. Ha clY = X és U # 0 egy nyilt halmaz, akkor az U kornyezete
valamilyen x € U-nak, és akkor mivel = € clY, az x minden kornyezete, igy U
is belemetsz Y -ba. Forditva, ha x € X, akkor mivel xz-nek minden kornyezete
belemetsz Y-ba, x € clY. O

Tehat egy topologikus tér szepardabilis, ha van legfeljebb megszamlalhatoan
végtelen sok pontbdl all6 stirti részhalmaza.

Allitas 4.18. Minden M, topologikus tér szepardabilis.

Bi1zoNYITAS. Legyen B egy megszdmlalhaté bazis. Ekkor ha minden U € B-bél
kivalasztunk egy pontot, az igy kapott halmaz stri lesz. U

Egy példa szeparabilis, de nem M, topologikus térre a kovetkezd. Legyen X
egy nem megszamlalhatéan végtelen halmaz (példaul X = R) és egy nemiires
részhalmaz legyen pontosan akkor zart, ha véges sok pontbdl all, vagy ha mege-
gyezik X -el. Ebben a topologikus térben minden végtelen részhalmaz stirdi, hiszen
az azt tartalmazé legsziikebb zart halmaz csak az X lehet. Ez a topologikus tér
nem Ms, mert ha létezne egy

{01,...,0n,...}
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megszamlalhaté bézisa, ahol o; # 0, akkor az

DX — 0;
i=1

halmaz megszamlalhato lenne, mivel mindegyik X — o; zart és igy véges vagy tires

halmaz. De mivel
U X — 0; = X — ﬂ ag;
i=1 i=1

és X megszamlalhatoan végtelennél tobb pontot tartalmaz, ezért biztosan van

valamilyen
o0
x e ﬂ ;.
i=1

De ekkor X — {z} nyilt halmaz, igy el6 kell allnia valamilyen uniéjaként valahany
0; béaziselemnek, ami lehetetlen, ha mindegyik o; tartalmazza x-et. Tehat ez a
topologikus tér nem Ms.

Allitas 4.19. Minden szeparabilis metrikus tér My .

B1zoNY{TAS. Legyen (X,d) egy szepardbilis metrikus tér. Legyen Y C X
egy megszamlalhaté siirii részhalmaz és legyen B az Y pontjai koriili 1/n sugard
kornyezetekbol all6 halmazrendszer, ahol n végigmegy N-en. Ekkor B megszamlal-
hat6é. Még azt kell megmutatni, hogy B bazis, de ehhez meg elég azt, hogy ha U
egy nyilt halmaz és x € U, akkor van olyan V € B, hogy

zeV cCU.

Ha z € U, akkor van olyan n € N, hogy Di(x) C U, és mivel Y sfirii, van olyan
y €Y, hogy y € D%(x). Ekkor

zeDa(y)
is teljesiil, és D%(y) C D%(l’) is, mert ha valamilyen p-re d(p,y) < 5-, akkor
d(p,z) < d(p,y) +d(y,z) < 5= + 5= = 1/n. Teh4t
x € D%(y) cU.
0

Elképzelheto, hogy egy topologikus tér nem M, , de minden pont kozelében gy
viselkedik, mint egy M, tér.

Definicié 4.20 (Kornyezetbazis). Legyen (X,U) egy topologikus tér és z € X .
Az x pont egy kornyezetbdzisa az x kornyezeteinek olyan B, halmazrendszere, amire
teljesiil, hogy az x minden V kornyezetéhez létezik olyan U € B,, hogy U C V.
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Példaul egy metrikus tér altal indukélt topologikus térben a D, (z) halmazok,
ahol r > 0 tetsz6leges, a rogzitett x pont egy kornyezetbazisat adjédk. Sét, a Dy /()
halmazok is, ahol n € N tetszoleges.

Definicié 4.21 (M; topologikus tér). Egy topologikus tér M; tér, ha minden
pontnak létezik megszamlalhato kornyezetbézisa.

Allitas 4.22. Egy M, topologikus tér M, tér is. U
Allitas 4.23. Minden metrikus tér M, tér. O

5. Folytonos leképezések

Egy f: R — R fiiggvényt folytonosnak neveziink, ha minden z € R-re tel-
jesiil, hogy minden ¢ > 0-hoz létezik olyan § > 0, hogy ha |xr — y| < ¢, akkor
|f(x) — f(y)| < e. (Vagy egyszeriibben fogalmazva, ha y elég kozel van z-hez,
akkor f(y) is elég kozel van f(x)-hez, csak sajnos ez nem egy matematikailag
preciz allitds.) Elészor metrikus terekre altaldnositjuk a folytonossig fogalmat,
majd topologikus terekre is. Ennek az lesz a nagy elénye, hogy matematikailag
intuitivan gondolkodhatunk a folytonossagrol (tehat az “e-d-as” éllitasok helyett
az “elég kozel” fogalmat fogjuk inkabb haszndlni).

A leggyakrabban hasznalt definicié a kovetkez6.

Definicié 5.1 (Folytonossiag metrikus terekben). Legyen (X, d;) és (Y, ds) két
metrikus tér és f: X — Y egy leképezés. Az f leképezés folytonos, ha minden
x € X-re teljesiil, hogy minden ¢ > 0-hoz létezik olyan ¢ > 0, hogy ha 2’ € X és
di(z,2') < 0, akkor da(f(z), f(2')) < e.

A definicidbeli feltétel nyilvan ekvivalens azzal, hogy minden x € X -re és min-
den ¢ > 0-hoz létezik olyan 6 > 0, hogy f(Ds(z)) C D.(f(x)), vagy mésképp
fogalmazva Ds(z) C f~(D.(f(x))).

Ha X =Y = R és a metrika mindkét esetben a szokasos Euklideszi metrika,
akkor egy f: X — Y leképezés pontosan akkor folytonos a szokdsos értelemben, ha
folytonos a 5.1 definicié értelmében. Ez a definicié azt akarja kifejezni, hogy ha =z
és o' elég kozel vannak, akkor f(x) és f(2') is elég kozel vannak.

Allitas 5.2. Legyen (X,dy) és (Y,ds) két metrikus tér és f: X — Y egy
leképezés. A kovetkezok ekvivalensek.

(1) Az f folytonos,

(2) minden A C X -re f(clA) Cclf(A),

(3) minden x € X -re ha az (x,) sorozat konvergdl x-hez, akkor az f(x,) sorozat
konvergal f(x)-hez.
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BizoNYiTAs. (1) = (2): Ha © € X és y € Y, akkor legyen pi(z, A) =
infrea{di(z,2")} és 02(y, B) = infep{da(y,y’)}, ahol A C X és B C Y tetszbleges
halmazok. Azt kell belatni, hogy ha f folytonos, x € X és g;(z, A) = 0, akkor

o2(f(), f(A)) =0.

Legyen £ > 0, ekkor létezik olyan 6 > 0, hogy 2/ € A és dyj(z,2’) < 0 esetén
dy(f(x), f(2) < e. Ekkor

02(f (), f(A)) = inf {do(f(2), f(2")} < e

ha van olyan 2’ € A, hogy di(z,2') < 6. De mivel g(z, A) = 0, valamilyen
¥ € A-ra dy(z,2') < 6. Ha € > 0 tart a 0-hoz, akkor ebbdl az kivetkezik, hogy
infea{do(f(2), f(z'))} = 0. (2) = (3): Ha az (z,) € X sorozat konvergél
x € X -hez, akkor N minden végtelen N részhalmazéra = € cl{x, : n € N'}. Ekkor
f folytonossiga miatt f(z) € cl{f(z,) : n € N}, tehdt N minden végtelen N
részhalmazara

0= oa(f(2), {f(wn) :n € N'}) = inf {do(f(2), f(xa))},

tehat f(x) hatérértéke f(x,) minden részsorozatdnak. (3) = (1): Ha valamilyen
x € X-re lenne olyan ¢ > 0, hogy minden n € N-re f(D;,,(x)) nincs benne
D.(f(x))-ben, akkor valamilyen (x,) € Di/,(x) sorozatra (f(z,)) ¢ D.(f(z)),
tehat f(x,) nem konvergélna f(z)-hez. O

Allitas 5.3. Ha (X,d) egy metrikus tér és A C X, akkor az
v o(x, A) = inf {d(z, y)}
yeA

fliggvény, ami X -bél [0, 00) -be képez, folytonos.
BizonyiTAs. Egyszerlien kovetkezik a 4.7 lemmabdl. O

Egy masik példa az elézdekben mar latott folytonos leképezésre a 4.8 allitas
bizonyitasaban hasznalt
o(z, A)

flz) =
o(z,A) + o(z, B)
leképezés, hiszen a bizonyitasban pont azt mutattuk meg, hogy folytonos.

Az 5.2 allitas segitségével a folytonossagot topologikus terek kozotti leképezések-
re is altalanosithatjuk.

Definicié 5.4 (Folytonossédg topologikus terekben). Legyen (X, cl x) és (Y,cly)
két topologikus tér. Egy f: X — Y leképezés folytonos, ha minden A C X-re
f(clA) Cclf(A).

Allitas 5.5. Legyen (X,U) és (Y,V) két topologikus tér és f: X — Y egy
leképezés. A kovetkezok ekvivalensek.

(1) Az f folytonos.



28

(2) Minden V € V-re f~Y(V) €U, tehdt minden nyilt halmaz ése nyilt.
(3) Minden zdart halmaz dse is zart halmaz.
(4) Létezik (Y,V)-nek olyan bazisa, aminek minden elemének az dse nyilt halmaz.

B1zONYITAS. (1) = (3): Legyen B C Y tetsz6leges zart halmaz. Ekkor

F(dfNB)) C e f(fU(B) =B =B,
tehat cl f~1(B) C f~Y(B), igy f~1(B) zart. (3) = (1): Legyen A C X tetsz6leges
halmaz. Ekkor f~!(cl f(A)) zart halmaz és tartalmazza A-t, mert f(A)-nal bévebb
halmaz &se. Ezért clA C f~'(cl f(A)) is teljesil. (2) <= (3): Egy halmaz
pontosan akkor nyilt, ha a komplementere zart, ebbdl konnyen addédik az allités.
(2) = (4): Nyilvanvalé. (4) = (2): Ha V = |J, B, valamilyen (Y,V)-beli
baziselemek unidja, akkor f~(J, Ba) = U, f(Ba) is nyilt halmaz. O

A 5.1 definiciéban igazdbdl egy © € X pontban valé folytonossagot definialtunk,
és akkor volt folytonos egy f: X — Y leképezés, ha minden x € X pontban
folytonos volt. Erdemes ezt topologikus terekre kiilon definialni.

Definicié 5.6 (Pontbeli folytonossdg). Legyen (X,U) és (Y, V) két topologikus
tér, f: X — Y egy leképezés és x € X. Az f leképezés folytonos az x pontban, ha
f(x) minden Vj(,) kornyezetéhez létezik x-nek olyan U, kérnyezete, hogy f(U,) C
Vi)

Allitas 5.7. Legyen (X,U) és (Y,V) két topologikus tér és f: X — Y egy
leképezés. Az f folytonos akkor és csak akkor, ha minden x € X -ben folytonos.

BizoNyiTAS. Ha f folytonos, x € X és Vjq,) egy kornyezete f(z)-nek, akkor
F (Vi) egy olyan U, kérnyezete xz-nek, amit f a Vj)-be képez. Ha pedig f
folytonos minden x € X-ben és V € V, akkor ha = olyan, hogy f(x) € V', akkor
van olyan U, kérnyezete x-nek, hogy U, C f~!(V), tehat minden z € f~1(V) belss
pontja f~1(V)-nek, ami azt jelenti, hogy f~*(V) nyilt. O

Allitas 5.8. Folytonos leképezések kompozicioja is folytonos. U

Allitas 5.9. Legyen (X,U) egy topologikus tér és f és g két X -en értelmezett
R-be képezd folytonos fligguény, ahol R-et az Euklideszi topoldgidaval tekintjik. Ekkor
az f4+g, fg és f/g figguények is folytonosak.

Bi1zoNYITAs. Legyen x € X és € > 0. Ekkor 1étezik x-nek olyan U kornyezete,
hogy ha y € U, akkor |f(z) — f(y)| < e. Szintén létezik x-nek olyan V' kornyezete,
hogy ha y € V', akkor |g(x) — g(y)| < e. De ekkor ha y € U NV, akkor
+g(x

|f(z) +g(x) = (f(y) + 9(v))] < 2,

[F(@)g(x) = f()g ()| = [(f(2) = f(y)g(x) + (9(z) = 9(y)) ([ (y) = [(z) + [(2))] <
|(F (@) = F)g(@)] + (g(x) = g)IIf (y) = F)] + [(g(x) — g f (@)] <
elg(@)| +&* + el f ()],



- B 9(y) — g(x) o 2%
g(x)  g(y) 9(x)g(y) | = lg(x)gy)| ~ lg(=x)?

ha ez utébbi esetben g(z) # 0 és y € Vg~ ((g(z) — |g(2—w)|,g(x)+|g(2—x)|)), ami persze

egy kornyezete x-nek. Ezekbol mar rogton kovetkezik az allitas. U

Allitas 5.10. Legyen (X,dy) és (Y,dy) két metrikus tér és f: X — Y egy
leképezés. Az [ folytonos akkor és csak akkor, ha az f folytonos az indukdlt
topologidaban. O

1 1‘_

Sokszor nem konnyt ellendrizni, hogy példaul egy bazis minden elemének az
Ose nyilt-e, mert esetleg a bézis elemei bonyolult halmazok. Ezért lesz hasznos a
kovetkezo.

Definicié 5.11 (Elébézis). Legyen (X,U) egy topologikus tér. Egy B C U
halmazrendszer egy eldbazisa (X,U)-nak, ha a B’ elemeinek véges nem iires met-
szeteibél allé halmazrendszer bazisa (X,U)-nak.

Nyilvan egy elobazis elemei is nyilt halmazok.

Allitas 5.12. Legyen X eqy tetszbleges halmaz. Ekkor tetszéleges B C P(X)
halmazrendszer elobazisa valamilyen topologidinak X -en. U

Allitas 5.13. Legyen (X,U) és (Y,V) két topologikus tér és f: X — Y egy
leképezés. Az [ folytonos akkor és csak akkor, ha (Y,V) wvalamilyen el6bdzisdnak
minden elemének az dse nyilt halmaz. U

Gyakran a folytonos leképezések a “természetes” leképezéseknek felelnek meg.
Példéul egy (X,U) topologikus tér és annak egy Q particidja esetén a p: X — X/Q
hényadosleképezés folytonos. Az (Xi,Uy),...,(X,,U,) topologikus terek direkt
szorzatan értelmezett

7TZ'IX1 X"'XXn—>XZ'
koordinata projekciék, ahol m;(x1, .. ., x,) = z;, kdnnyen ellendrizheté médon szintén
folytonosak.

Allitas 5.14. Legyen (Y, V) egy topologikus tér. Eqy f:Y — X; X --- x X,
leképezés folytonos akkor és csak akkor, ha minden 1 <1 < n-re a m;o f kompozicio
folytonos. O

Definicié 5.15 (Sorozatfolytonos leképezés). Legyen (X, U) és (Y, V) két topo-
logikus tér, f: X — Y egy leképezés és © € X. Ha minden (x,) sorozatra,

aminek hatérértéke x, teljesiil, hogy az (f(x,)) sorozat hatarértéke f(z), akkor
az f leképezés sorozatfolytonos.

Allitas 5.16. Legyen (X,U) és (Y,V) két topologikus tér, f: X — Y egy
leképezés és x € X .

(1) Ha az [ folytonos x-ben, akkor f sorozatfolytonos x-ben.
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(2) Ha (X,U) egy M, tér és [ sorozatfolytonos x-ben, akkor f folytonos x-ben.

B1zONYITAS. Az (1)-eshez ha (z,,) € X egy z-hez konvergalé sorozat és Vi(,) C
Y egy kornyezete f(z)-nek, akkor valamilyen U, C X kornyezetére z-nek, ami
biztosan tartalmazza wx,-et ha n elég nagy, f(Uy) C Vj). Tehdt Vi is tar-
talmazza f(x,)-et ha n elég nagy. A (2)-eshez ha f nem lenne folytonos x-ben,
akkor valamilyen V() kornyezethez létezne olyan megszamldlhato Uy D Uy D ---
kornyezetbazisa x-nek, hogy f(U;) nincsen benne Vj(,)-ben. De ekkor van olyan
x, € U, sorozat, hogy f(z,) ¢ V), ami ellentmond annak, hogy f(x,) konvergal
f(z)-hez, ha x, konvergdl x-hez. O

Folytonos leképezésekkel azt is megfogalmazhatjuk, hogy mikor tekintiink két
topologikus teret azonosnak.

Allitas 5.17. Az (X,clx) és (Y,cly) topologikus terek homeomorfak akkor és
csak akkor, ha léteznek koztik olyan folytonos f: X — Y és g: Y — X leképezések,
hogy fog és go f azidentitds leképezések. Ilyenkor f és g is bijekciok. O

Ha két topologikus tér homeomorf egymassal, akkor minden topologikus tu-
lajdonsaguk meg kell hogy egyezzen, mert ha az egyik térben bizonyitani tudunk
valamit csak a nyilt halmazokbdl kiindulva, akkor az f és g bijekciok miatt a
maésik térben is bizonyitani tudjuk azt. Példdul a 2.18 (8)-as és (9)-es példaban
1évé topologikus terek nem homeomorfak egymassal, mert a (8)-as példdban 1évé T
tér, de a (9)-es példaban 1év6 nem.

Egy masik példa olyan topologikus terekre, amiknél a folytonossag fontos sze-
repet jatszik, a topologikus csoportok.

Definicié 5.18 (Topologikus csoport). Egy (X, cl) topologikus tér topologikus
csoport, ha X egy csoport is és az X x X — X szorzas a direkt szorzat téren és az
X — X inverz képzés miiveletek folytonosak.

Allitas 5.19. Legyen (X, cl) egy topologikus csoport.

(1) Tetszdleges részcsoport lezdrdsa részcsoport.
(2) Normdaloszto lezdrdsa normdloszto.

B1zoNYITAS. Az (1)-eshez el6szor megjegyezziik, hogy az
fr X xX—=X

(a,b) — ab™*

leképezés is folytonos és hogy f(Y xY) C Y ekvivalens azzal, hogy Y egy részcso-
port. Tehat f folytonossaga miatt

flel (Y xY)) Ccf(Y xY),
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amib6l f(Y xY) C Y figyelembe vételével cl (Y xY) = clY xclY miatt egyszeriien
adddik, hogy

f(cY xclY) CclY.
A (2)-eshez azt hasznaljuk, hogy Y pontosan akkor normélosztd, ha minden = € X -
rexYr 'CcY. Az f,: X - X
Y = :ny_l
leképezés folytonos, ezért

fo(clY) Cel fo(Y),
amib6l f,(Y) C Y miatt

fu(clY) C Y

rogton kovetkezik. O

6. Osszefﬁggﬁség

Az egyik legszembeszokObb topologikus tulajdonsag az Osszefiiggoség. Azt var-
juk, hogy egy topologikus tér nem homeomorf az onmagaval vett diszjunkt uniéjaval,
példaul R a szokasos topoldgiaval nem homeomorf R U R-el. Ez nem minden
topologikus térre igaz, példaul N, mint az R megszoritasa N-re, homeomorf N LIN-
el.

Definicié 6.1 (Osszefiiggé tér). Egy (X,U) topologikus tér dsszefiiggé, ha
X nem &ll el6 két nemiires diszjunkt nyilt részhalmazénak az uniéjaként. Az
(X,U) topologikus térben egy Y C X részhalmaz Osszefiiggd, ha az (Y,U|y) altér
Osszefliggd.

Allitas 6.2. Legyen (X,U) egy topologikus tér. A kivetkez6k ekvivalensek.

(1) (X,U) dsszefiiggd.
(2) Csak az X és 0 olyan részhalmazok, amik nyiltak és zdrtak is egyszerre.
(3) X nem dll el két nemiires diszjunkt zdrt részhalmazdnak az unidjaként.

O

Legyen (R, R) a szokdsos Euklideszi topoldgidval ellatott valos szaimegyenes.

Allit4s 6.3. Legyen Y C R. EkkorY az (R, R)-nek egy dsszefiiggd részhalmaza
akkor és csak akkor, ha'Y eqy intervallum, vagy eqy pont. O

Bi1zoNYIiTAS. Egy pont nyilvan osszefiiggd. Ha Y Osszefiiggé és nem pont, akkor
intervallum, mert ha nem intervallum, akkor van olyan a,b € Y, c € R — Y, hogy
(—00,¢)NY és (¢, 00)NY nyiltak Y-ban, diszjunktak, nem tiresek és unidjuk az Y,
tehat Y nem Osszefiiggd. Ha pedig Y intervallum, akkor Osszefiiggd a kovetkezok
miatt. El6szor tegyiik fel, hogy Y egy korldtos és zért [a,b] intervallum. Azt
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bizonyitjuk be, hogy Y -ban nem létezik nem iires, egyszerre nyilt és zart valodi
részhalmaz. Ha a € A C Y, ahol A nyilt és zart Y -ban, akkor legyen

a=sup{r e R:z >a,[a,z] C A}.

Az Y zart, ezért A zart R-ben is, tehat o € A. Ha o = b, akkor Y = A. Tegyiik
fel, hogy o < b, ekkor b ¢ A. Mivel A nyilt Y-ban, AN (R —{a,b}) = A — {a, b}
is nyilt Y-ban, és ezért A — {a,b} nyilt a nyilt Y — {a,b}-ben is, tehat R-ben is.
Nyilvan A minden pontjanak egy kis jobb vagy bal oldali kornyezete is benne van
Y -ban, kiilonben A biztosan nem nyilt Y -ban. De ekkor mivel o € A, valamilyen
kicsi € > 0-ra (a, + €) is benne van A — {a, b}-ben, ami miatt « nem lehetne
szuprémum. Azt kapjuk tehat, hogy A =Y kell legyen. Végiil ha Y akdrmilyen
intervallum, akkor eloall korlatos és zart intervallumok névekvo unidjaként, és igy a
6.7 allitas szerint Osszefiiggo. O

Mivel Q C R, a (Q,R|gp) topologikus tér egy altere (R, R)-nek.

Allitas 6.4. Legyen Y C Q. Ekkor Y a (Q, Rlo) -nak egy dsszefiiggd részhalma-
za akkor és csak akkor, ha Y egy pont. U

Definicié 6.5 (Totalisan osszefiiggéstelen tér). Az olyan topologikus teret, ami-
ben csak az egy pontot tartalmazoé részhalmazok Osszefiiggoek, totdlisan dsszefiiggés-
telennek nevezziik.

Tehét (Q,R|g) egy példa totdlisan Osszefiiggéstelen topologikus térre. Egy
masik példa valamilyen X alaphalmazon a

d(m,y):{ 1 hax#y

0 haz=y
metrika altal indukalt topologikus tér, mert ebben az egyelemii halmazok nem csak
zértak (mint minden metrikus térben), hanem nyiltak is, ezért a t6bb pontot tartal-
mazo halmazok nem oOsszefiiggéek. Ha az X megszamlalhatéan végtelen, akkor
az (X,d) metrikus tér altal indukalt topologikus térrel homeomorf az (N, R|y)
topologikus tér.

Definicié 6.6 (Osszefiiggéségi komponens). Legyen (X,U) egy topologikus tér.
Ha x € X, akkor az x dsszefiiggoségi komponense a legnagyobb, x-et tartalmazé
osszefiiggd részhalmaza X -nek.

Persze csak akkor lesz értelmes a definicié, ha megmutatjuk a kovetkezo allitést.

Allitas 6.7. Legyen (X,U) egy topologikus tér. Ha Y, ahol o végigfut vala-
milyen A halmaz elemein, osszefliggd részhalmazai X -nek és létezik olyan v € X,
hogy minden o € A-ra x €'Y, akkor

U

acA
1S 08szefliggo.
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Bi1zoNyiTAs. Jelélje Y az |J,c 4 Yo halmazt. Tegyiik fel, hogy ¥ nem &sszefiig-
g6. Ekkor léteznek olyan U és V' nem iires diszjunkt Y -ban nyilt halmazok, hogy

Y=UUV.
Ekkor minden o € A-ra
Yo=Y, NnU)U(Y,NV),

ami Osszefiiggd halmaz, ezért Y, NU vagy Y, NV egyenlo az iires halmazzal. Ha
példaul Y, NU = 0, akkor x € Y, NV és igy o € V, ezért minden o € A-ra
Y,NU = (. Emiatt
b=JYanU=YNU=U,
acA
ami ellentmondas. ]

Ennél kicsivel tobb is igaz. Ha Y, Osszefiiggd minden o € A-ra és Y, NYz # ()
minden o, € A-ra, akkor |J ., Ya is Gsszefiiggd. De az elobbi definiciéhoz nincs
sziikségiink erre.

Allitas 6.8. A kévetkezdk teljestilnek.

(1) Két dsszefiiggdségi komponens vagy diszjunkt, vagy egybeesik.

(2) Ha egy (X,U) topologikus térben létezik dsszefiiggd és stirii részhalmaz, akkor
(X,U) dsszefiiggd.

(3) Osszefiiggd részhalmaz lezdrdsa is dsszefiiggd.

(4) Az dsszefiiggdségi komponensek mindig zdrt részhalmazai a topologikus térnek.

(5) Ha csak véges sok dsszefiiggdségi komponens van egy topologikus térben, akkor
azok nyiltak is.

(6) Legyenek (X,U) és (Y, V) topologikus terek és f: X — 'Y egy folytonos leképezés.
Ha (X,U) dsszefiiggd, akkor f(X) is dsszefiiggd részhalmaza (Y, V)-nek.

Bi1zZONYITAS.

(1): Ha két Osszefiiggdségi komponensnek van kozos pontja, akkor az uniéjuk is
osszefliggd, de ekkor a két kompenens egyenlé egymassal, mert legnagyobb
osszefliggd halmazok voltak.

(2): Legyen Y egy Osszefligg6 és siirli részhalmaz. Tegyiik fel, hogy X = U UV,
ahol U és V nem iires diszjunkt X -beli nyilt halmazok. Ekkor Y = (Y NU)U
(Y NV),ahol az Y NU és Y NV halmazok nyiltak Y -ban és nem iiresek, mert
Y stiri. De ez ellentmondés, mert feltettiik, hogy Y osszefiiggo.

(3): Ha Y Osszefiiggd, akkor mivel YV stiri cl Y -ban, clY is Osszefiiggd.

(4): Egy osszefiiggéségi komponens lezarasa is dsszefliggd, de mivel az Osszefliggdségi
komponens legnagyobb 6sszefliggé halmaz volt, egyenlo a lezarasaval.

(5): Véges sok zart halmaz unidja is zart, ezért egy Gsszefiiggéségi komponens komp-
lementere zart.

(6): Ha léteznének f(X)-ben U és V nem iires diszjunkt nyilt halmazok gy, hogy
UUV = f(X), akkor f~Y(U) és f~(V) szintén ilyenek lennének X -ben.



34
U

Allitas 6.9. Legyen (X, cl) egy topologikus csoport. Ekkor az egységelem Y
dsszefiiggdségi komponense normdlosztd és az X/Y hdnyados csoport az x +— xY
leképezés dltal indukdlt topologidval totdlisan osszefiiggéstelen.

B1zONYITAS. El6szor azt kell 1dtni, hogy minden z € X-re 2Yz™! =Y, mert
folytonos leképezés Osszefiiggd halmazt 6sszefiiggé halmazba visz. Emiatt Y normal-
osztd, ha részcsoport. Ugyanakkor Y részesoport, mert x +— 2! folytonossiga
miatt Y = Y1 tehdt 2 € Y esetén 7 € Y, és az is igaz, hogy ha x,y € Y, akkor
vy € Y, a kovetkezOk miatt. Ha x € Y, akkor Y = 27'Y, mert az egységelem
benne van z7'Y -ban is. Tehat ha y is Y -ban van, akkor y 127V = (2y)"'V =Y,
ami azt jelenti, hogy (zy)™' € Y ésigy xy € Y. Az is igaz, hogy X/Y totalisan
osszefliggéstelen, a kovetkezdk miatt. Elészor megmutatjuk, hogy ha

qg: X = X/Y

T +—xY

a hanyados leképezés és A C X/Y egy 6sszefiiggd halmaz, akkor ¢~1(A) is dsszefiig-
g6. Ha ¢7'(A) = U UV nem fiires diszjunkt nyilt halmazok unidja, akkor U és V
is pontok &seibdl kell alljon, mert ha valamilyen ¢~!(p) = zY belemetsz U-ba és
V-be is, akkor xY nem lenne Osszefiiggs. Ez viszont azt jelenti, hogy ¢(U) és q(V)
diszjunkt, nem iires halmazok. Nyiltak is, mert a ¢ leképezés nyilt halmazt nyiltba
visz: ha U C X nyilt, akkor ¢(U) pontosan akkor nyilt ha ¢~'(¢(U)) nyilt. De

¢ (q(U)) =UY = Usey U,

ami nyilt halmazok unidja, mert az y — zy leképezés egy homeomorfizmus. Ezért
csak az egyponti H halmazok az 6sszefliggbek X /Y -ban, ellenkezé esetben egynél
tobb mellékosztdlybdl all ¢~1(H), ami mar nem Osszefiiggd. O

Definicié 6.10 (Ut). Legyen (X,U) egy topologikus tér. Egy s: [0,1] — X
folytonos leképezést itnak neveziink. Az s ut kezdépontja s(0), a végpontja pedig
s(1). Az s ut egy hurok, ha s(0) = s(1).

Definicié 6.11 (Utésszefﬁgg()' tér). Egy (X,U) topologikus tér utdsszefiiggd, ha
minden z,y € X-hez létezik olyan s: [0,1] — X 1t, hogy s(0) =z és s(1) =y.

Allitas 6.12. Egy utosszefiiggd topologikus tér folytonos képe is utdsszefiiggd.

BizoNyiTAS. Ha f: X — Y egy folytonos leképezés és az X topologikus tér
utosszefiiggd, akkor két f(p) és f(q) pont kozti Gt az f o s 1t, ahol s egy p és ¢
kozti ut X -ben. U

Definicié 6.13 (Utosszefiiggéségi komponens). Legyen (X,U) egy topologikus
tér és x,y € X. Ha létezik valamilyen s: [0,1] — X Ut x kezdéponttal és y
végponttal, akkor = és y egy utosszefiggdségi komponensben vannak.
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Hasonléan az 0sszefiiggoségi komponensekhez, az itosszefiiggdségi komponensek
is egy ekvivalencia reldciét hataroznak meg. Ennek bizonyitasahoz sziikségiink van
a kovetkezokre.

Definicié 6.14 (Utak szorzata). Legyen (X,U) egy topologikus tér és si, so
két olyan 1t, hogy s1(1) = s52(0). Az s1 és so utak szorzata az s155: [0,1] — X 1t,
amit ugy definialunk, hogy

s182(t) = s1(2t)
ha 0 <t <1/2 és
$152(t) = so(2t — 1)
ha 1/2 <t < 1.

Persze két ut szorzata is folytonos, példaul a kovetkezé miatt.

Lemma 6.15. Legyen (X,U) egy topologikus tér és tegyiik fel, hogy

i=1

valamilyen F; C X zart halmazokra. Legyen (Y, V) is egy topologikus tér és f: X —
Y egy tetszdleges leképezés. Ekkor ha az f|r, megszoritasok folytonosak, akkor f is
folytonos.

Bi1zoNYITAS. Legyen A C Y egy zdrt halmaz. Ekkor

n

A =Urs

1=1

7 (A)

miatt f71(A) is zart X-ben, hiszen minden 1 < i < n-re F; zart X-ben és f|}i1(A)
zart F;-ben, ezért X -ben is.

Egy fontos kovetkezmény, hogy két Ut szorzata is folytonos. Ebbdl konnyen
adodik a kovetkezo.

Allitas 6.16. Egy (X,U) topologikus tér itisszefiiggdségi komponensei az X -en
eqy ekvivalencia reldciot hatdroznak meg.

Bi1zoNYITAS. Legyen x ~ y akkor és csak akkor, ha x és y egy utosszefligg6ségi
komponensben vannak. Ekkor a ~ relacié reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv. [

Allit4s 6.17. Az osszefiiggdségi komponenseknek eqy finomitdasa az utosszefiggo-
ségi komponensekre bontas.

B1zoNYiTAs. Mivel [0, 1] az Euklideszi topoldgidval osszefiiggd tér, egy 1t képe
is Osszefiiggd. Tehat ha x és y egy utosszefiiggdségi komponensben vannak, akkor
egy Osszefiiggdségi komponensben is vannak. O
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Ebbdl rogton kovetkezik, hogy egy utosszefliggd topologikus tér Osszefiiggo is.
Ez forditva nem igaz, nem minden 6sszefiiggd topologikus tér utosszefliggd. Az egyik
legnevezetesebb példa a sin% fiiggvény grafikonja a (0, 1] intervallumon kiegészitve
a (0,0) ponttal. Tehat legyen

X = {(x,sin%) ze (0,1]} U{(0,0)},

ami R2-nek egy részhalmaza és ha (R? U) jeloli a szokdsos Euklideszi topoldgiat,
akkor (X,U|x) egy topologikus tér. Ez egy Osszefiiggd topologikus tér, mert az
{(1’, sin %) cx € (0, 1]} grafikon stirtt (X, U|x)-ben és mivel ez a grafikon Osszefiiggd
is (mert az Osszefiiggd (0,1] folytonos képe), ezért (X,U|x) is Osszefiiggd. De
(X,U|x) nem utosszefiiggd, mert ha az lenne, akkor létezne egy olyan s: [0,1] — X
ut, hogy s(0) = (0,0) és s(1) = (1,sinl), de akkor s sorozatfolytonos is lenne,
viszont akkor a pozitiv tagd (a,) = -= sorozat tart a 0-hoz [0, 1]-ben, de az (s(a,))
sorozat nem tart s(0)-hoz X -ben.

Felmeriil a kérdés, hogy milyen topologikus terekben egyezik meg az Gsszefliggo-
ségi és az utosszefliggdségi komponensekre bontas.

Definicié 6.18 (Lokalisan utosszefiiggd tér). Egy topologikus tér lokdlisan it-
osszefiiggd, ha minden pontnak 1étezik ttosszefiiggd kornyezete.

Allitas 6.19. Lokdlisan utosszefiiggo terekben az 0sszefiiggdséqgi és az utossze-
fliggdségi komponensekre bontds megegyezik.

Bi1zoNYITAS. Egy lokdlisan titosszefiiggd térben egy utosszefiiggdségi kompo-
nensben benne kell legyen minden pontjanak valamilyen kornyezete is, ezért az
utosszefiiggoségi komponensek nyiltak. Ugyanakkor egy Osszefliggéségi komponens
egyenl6 bizonyos utosszefiiggoségi komponensek unidjaval és ez egy diszjunkt nyilt
halmazokra bontast hataroz meg. De ez csak ugy lehetséges, ha ez az unio csak
egytagi, mert minden Osszefiiggéségi komponens 6sszefliiggd. U

Tehét példaul az elébbi (X,U|x) topologikus tér nem lokalisan titésszefiiggd, a
(0,0) pontnak nincsen ttosszefiiggd kornyezete.

7. Kompaktsag

Definicié 7.1 (Nyilt fedés, Lindelof tér, kompakt tér). Legyen (X,U) egy
topologikus tér. Egy {X,}a.ca halmazrendszer, ahol minden o € A-ra X, C X,
egy nyilt fedése (roviden csak fedése) X -nek, ha minden X, nyilt halmaz és

X:UXQ.

acA
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Az (X,U) topologikus tér Lindeldf tér, ha minden fedésébdl kivalaszthaté megszam-
lalhaté fedés, tehat ha {X,}aca egy tetszéleges fedése X -nek, akkor létezik F C
{Xao}aca ugy, hogy F legfeljebb csak megszamldlhaté sok halmazt tartalmaz és
még mindig fedése X -nek. Az (X,U) topologikus tér kompakt, ha minden fedésébol
kivélaszthat véges fedés. Egy (X,U) topologikus tér A C X részhalmaza kompakt,
ha az (A,U|4) altér kompakt.

Allitas 7.2. Minden My topologikus tér Lindelof tér.

Bi1zoNY{TAS. Legyen (X,U) egy M, topologikus tér és legyen B egy megszam-
lalhaté bézis. Legyen F egy fedése X-nek. Ekkor minden U € F nyilt halmaz
eléall valamilyen |, I, Vu,a alakban, ahol o végigmegy a megfelel6 [;; indexhalmaz
elemein és Vi, € B. Legyen

Vi, Vay ooy Vi, o}

egy sorozatba rendezése az 6sszes Vi, halmaznak, ahol U € F, a € Iy. Legyenek
Uy,Us,...,U,,... olyan F-beli halmazok, amelyekre

Vi c Uy, ‘/QCUQ,..., VnCUn,....
Ekkor X = J;2, U;, mert

x=Juv=J UVU,QZL_lecL_JIUi.

Uer UEF acly

U

Definicié 7.3 (Centralt halmazrendszer). Legyen X egy tetszéleges halmaz.
Egy A C P(X) halmazrendszer centrdlt, ha minden véges sok A-beli halmaz met-
szete nem ires.

Definicié 7.4 (Torl6dasi pont). Legyen (X,U) egy topologikus tér és A C X.
Egy x € X az A halmaz torloddsi pontja, ha az x minden kornyezetében végtelen
sok eleme van A-nak.

Allitas 7.5. Legyen (X,U) egy T, topologikus tér és A C X . Ekkor eqy x € X
torlodasi pontja A-nak akkor és csak akkor, ha x-nek minden U kornyezetére igaz,
hogy U — {x} tartalmaz A-beli pontot. O

Felsoroljuk a kompaktsag néhany legfontosabb véltozatat és utdana megvizsgal-
juk, hogy melyikbol melyik kovetkezik.

(1) Minden fedésnek létezik véges részfedése (ez volt a definicio).

(2) Zart halmazok centralt rendszerének metszete nem {ires.

(3) Minden megszamlalhaté fedésnek létezik véges részfedése.

(4) Megszamlalhat6 sok zart halmaz centrélt rendszerének metszete nem {ires.

(5) Cantor tulajdonsidg: ha F; D Fy, D --- nem ires zart halmazok egymdasba
dgyazott sorozata, akkor (o, F; # 0.

(6) A topologikus tér minden végtelen részhalmazéanak van a térben torlédési pontja.



38

(7) Sorozatkompakt (vagy szekvencidlisan kompakt) tulajdonsig: a topologikus
térben minden sorozatnak létezik konvergens részsorozata.

Tétel 7.6. A kovetkezd logikai osszefiiggések teljesiilnek.

(a) Minden topologikus térre

(1) == (2)

(b) Minden M, topologikus térre

(1) == ()

|

(3) (4) () (6) (7)

(¢) Minden My topologikus térben (3) — (1) is teljesiil, tehdt My topologikus térben
az 0sszes tulajdonsdg ekvivalens.

Bi1zoNYITAS.

(1) <= (2): Az, hogy {F,}a egy X-beli zartakbol &ll6 centrélt halmazrendszer, ekvi-

valens azzal, hogy {X — F,}, olyan nyilt halmazokbdl all, amiknek sem-
milyen véges unidjuk sem fedi X -et. Es N, Fo = 0 meg ekvivalens azzal,
hogy {X — F,}. egy fedése X -nek. Tehat van olyan zart halmazokbdl allé
centralt rendszer, aminek metszete tlires pontosan akkor, ha létezik olyan
nyilt fedése X -nek, amibol nem vélaszthatd ki véges részfedés.

: Nyilvanvalo.
: Hasonlban bizonyithaté, csak megszamlalhato halmazrendszerekkel.
: Mivel {F;};>1 megszamlalhaté sok zartbol allé centralt halmazrendszer, a

metszetiik nem tres.

: Legyenek Fy, Fy, ... zartak. Ha a véges metszeteik nem tiresek, akkor az

F = ﬂ;lej zart halmazok sem tresek. De F] D F/,,, és (2, Fi =
Ni2, F/-bol kovetkezik az allités.

: Ha {U;}i>1 egy megszdmlalhat6 fedés aminek nincsen véges részfedése,

akkor van olyan z7, hogy x; ¢ U;. Legyen U,, egy olyan U;, amire x; € U;.
Ekkor van olyan x5, hogy xo ¢ Uy U Uy U U,, és legyen U,, egy olyan U;,
amire zo € U;. Ezt az eljarast folytatva tehat van olyan (x,) sorozat, hogy
z, ¢ U, Ui UUZ Uy, . Ebbél az is kovetkezik, hogy az {z,},>1 halmaz
végtelen. Ekkor minden x € X-hez van olyan U;, hogy x € U;, de az (x,)
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sorozat véges sok tagtol eltekintve biztosan nincsen benne U;-ben. Tehat
az {x,}n>1 végtelen halmaznak nincsen torlédasi pontja.

(3)=(6): Ha S C X egy olyan végtelen halmaz, aminek nincsen torlédasi pontja,

akkor S barmely {z,},>1 megszamlalhatéan végtelen részhalmazanak sin-
csen torlédasi pontja. Ez azt jelenti, hogy minden z € X -nek létezik olyan
U, kornyezete, ami csak véges sok {z,},>1-beli pontot tartalmaz. Legyen
A C{zp}n>1 egy véges részhalmaz. Ekkor ha

Va={U,:z € X, U, kornyezete x-nek és U, N{z,},>1 = A},
akkor a
Va= U Va
halmaz nyilt és a
V={V4:AC{x,}n>1 egy véges részhalmaz}

egy megszamlalhato halmazrendszer. De a V fedés is, mert minden x € X
benne van valamilyen Vj4-ban. Ugyanakkor }V minden véges részhalmaza
csak véges sok pontot tartalmaz {z,},>1-bol, tehdt V-nek nincsen véges
részfedése.

(7)=(5): Legyen F}; D F, D --- nem iires zart halmazok sorozata. Ha minden n € N-

re x, € F, tetszOleges pont, akkor az (x,) sorozatnak létezik konvergens
részsorozata, tehat egy (x,,) részsorozat, ami tart valamilyen p € X-hez.
Minden F; tartalmazza z,, -t ha k elég nagy, tehdt p € F;, mert F; zart.
Ebbél viszont p € (;2, F; kovetkezik.

Egy M, topologikus térben (6)==-(7) is teljesiil, mert ha z: N — X egy sorozat,
akkor az x(N) véges esetben nyilvan (x,) konvergens, és az z(N) végtelen esetben
x(N)-nek van valamilyen z, torlédasi pontja. Ilyenkor (z,)-nek van konvergens
részsorozata, mert ha Uy D Uy D -+ egy sziikild kornyezetbdzisa zp-nak (ami
az M, tulajdonsig miatt létezik), akkor minden n € N-re U, N z(N) végtelen sok
elemet tartalmaz, és igy U;-bdl zq-et, Us-bOl z9-6t, stb. valasztva kapunk egy xzq-
hoz konvergdald részsorozatot. Egy M,y topologikus térben pedig a 7.2 allitas miatt
(3)=(1) is teljesiil. O

Allitas 7.7. Metrikus térben mindeqyik tulajdonsdg ekvivalens.

BI1ZONYITAS. Az elézéek alapjan elég azt beldtni, hogy egy sorozatkompakt
metrikus tér My, ehhez meg azt, hogy egy sorozatkompakt metrikus tér szeparabilis.
Legyen (X, d) egy sorozatkompakt metrikus tér. Megmutatjuk, hogy minden n € N-
hez 1étezik olyan véges A, C X, hogy minden = € X -re d(x,a,) < 1/n valamilyen
a, € A,-el. Ekkor az Uf;l A,, halmaz stirtt X -ben, amibol mar kovetkezik az allitas.
Tegyiik fel, hogy létezik olyan n € N, hogy barmilyen véges A C X -hez létezik olyan
x € X, hogy minden a € A-ra d(xz,a) > 1/n. Legyen z; € X tetszbleges, ekkor
ezek szerint A = {z; }-hez is 1étezik megfelelé xo € X . De ekkor A = {x, x9}-hoz is
1étezik megfelel6 x5 € X, sth, végiil kapunk egy x1, x», . .. sorozatot, aminek nincsen
konvergens részsorozata, mert barmelyik két tagjanak legalabb 1/n a tavolsiga. [



40
Ezekbdl az is kovetkezik, hogy minden kompakt metrikus tér M.

Az egyik legfontosabb tétel a valds analizisben az, hogy R-nek egy részhalmaza
kompakt akkor és csak akkor, ha korlatos és zart. Ezt metrikus terekre is lehet
altalanositani, de a korlatossagndl egy erdsebb tulajdonsagra lesz sziikség.

Definicié 7.8 (£-hélé és teljesen korlatos tér). Legyen (X, d) egy metrikus tér
és A C X. Legyen € > 0. Az A halmaz egy e-hdlo, ha minden = € X-hez létezik
olyan a € A, hogy d(z,a) < €. Egy metrikus tér teljesen korldtos, ha minden
e > 0-hoz létezik véges e-halgja.

Kénnyen ldthat6, hogy egy teljesen korlatos (X, d) metrikus tér korldtos is,
tehat létezik olyan K € R, hogy d(z,y) < K minden z,y € X-re. Ez forditva
nem igaz, példaul legyen X az olyan (a,) valds szdmsorozatok halmaza, ame-

lyekre a > 7 a2 szdmsorozat konvergens. Két ilyen (a,), (b,) sorozatra legyen

d((an), (bn)) = />y (an — by)?. Az igy kapott (X,d) egy metrikus tér, amiben
a 0-val jelolt azonosan nulla sorozat korili D = {z € X : d(2,0) < 1} zart hal-
maz nyilvan korlatos, de nem teljesen korlatos. Ha D teljesen korlatos lenne, akkor
mivel D zart halmaz is, ezért az alabbi tétel szerint D kompakt kéne legyen, de
mivel metrikus térben vagyunk, ez azt is jelentené, hogy D sorozatkompakt. Viszont
D-ben van olyan sorozat, aminek nincsen konvergens részsorozata, legyen példaul

(al) az a sorozat, aminek az i-dik tagja 1, a tobbi 0, ahol ¢ = 1,2,.... Nyilvan
minden (a’) € X és az is ldtszik, hogy barmely két (a?,), (al)-re d((a’), (al)) = v/2
ha i # j. Tehat az (al), (a?),... sorozatnak nincsen konvergens részsorozata.

Definicié 7.9 (Cauchy sorozat és teljes metrikus tér). Legyen (X,d) egy met-
rikus tér és (a,) egy X-beli sorozat. Az (a,) egy Cauchy sorozat, ha minden
e > 0-hoz létezik olyan K € R korlat, hogy minden olyan n,m € N-re amire
n,m > K, teljesiil, hogy d(a,,a,) < €. Egy metrikus tér teljes, ha minden Cauchy
sorozat konvergens.

Példaul az el6bbi (X, d) metrikus tér teljes. De példaul R"™ a szokdsos Euk-
lideszi metrikaval is teljes. A legegyszeriibb példa nem teljes metrikus térre az,
ha R-bdl elhagyjuk mondjuk a 0-at és a szokasos euklideszi metrikat csak az
R — {0} halmazra megszoritva értelmezziik. Ekkor akdrmilyen pozitiv tagi 0-hoz
konvergalé szamsorozat Cauchy sorozat lesz, de nem lesz konvergens hiszen a 0, ami
a hatarérteke lenne a sorozatnak, nincsen benne ebben a térben.

Allitas 7.10. Legyen (X, d) egy metrikus tér és Y C X .

(1) Ha az (Y,d|yxy) metrikus tér teljes, akkor az 'Y zdrt részhalmaz.
(2) Ha 'Y zdrt és (X,d) teljes, akkor (Y,d|yxy) teljes.

Bi1zoNYITAS.

(1): Ha x € clY, akkor legyen minden n € N-re z,, € Dy, (z), igy (x,) konvergél
x-hez. Emiatt (x,) Cauchy sorozat is, ezért = € Y. Tehat clY =Y.
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(2): Legyen (y,) egy Y -beli Cauchy sorozat. Mivel X teljes, 1étezik (y,)-nek egy
y € X hatarértéke. Ekkor y minden kornyezetében van valamilyen y, pont,
ezért y € clY. De clY =Y miatt y € Y, tehat Y teljes.

O

Tétel 7.11. Egy metrikus tér kompakt akkor és csak akkor, ha teljes és teljesen
korldtos.

Bi1zoNYiTAS. Ha X egy kompakt metrikus tér, akkor az elébbiek szerint teljesen
korldtos. Teljes is, mert ha (x,) egy Cauchy sorozat, akkor van konvergens (zy,)
részsorozata, aminek a hatarértéke egy = € X, és ez (x,)-nek is hatarértéke. Ha
pedig (X,d) egy teljes és teljesen korldtos metrikus tér, akkor megmutatjuk, hogy
sorozatkompakt is. Legyen (x,) egy X -beli sorozat, feltehetd, hogy az x(N) halmaz
végtelen (ha véges, akkor nyilvan van konvergens részsorozata). X -ben létezik véges
1-halo, tehat olyan aq,...,a; € X, hogy

Dl(al) U---u Dl(as) =X.

Ekkor valamelyik D;(a;)-ben végtelen sok tagja kell legyen az (z,)-nek, ez megad
egy (z,,) részsorozatot, legyen x,, ennek az elsé tagja. Van véges 1/2-hal¢ is,
és akkor valamilyen D,/y(a’)-ben van végtelen sok tagja (z,,)-nak, ez megad egy
(:)snkl) részsorozatot, legyen x,,, ennek egy olyan tagja, hogy my > m;. Van véges

1/3-h&l6 is, stb., és ezt az eljardst folytatva kapjuk egy ., Tm,, ... részsorozatat
(7,)-nek. Ez Cauchy sorozat, mert d(z,,,Tm;) < 2/i, ha j >i. Tehdt (z,,,) egy
konvergens részsorozat. l

Egy kovetkezménye az eddigieknek az is, hogy teljes metrikus térben egy részhal-
maz kompakt akkor és csak akkor, ha teljesen korlatos és zart. Mivel R az Euklideszi
metrikaval teljes metrikus tér, ezt a kovetkezményt tekinthetjiik a jol ismert tétel
altalanositasanak is, miszerint R-nek egy részhalmaza kompakt akkor és csak akkor,
ha korlatos és zart.

Egy gyakran hasznalt allitas a kovetkezo.

Allités 7.12. Ha (Q,d) egy kompakt metrikus tér, X egy topologikus tér, U
eqy fedése X -nek és f: QQ — X egy folytonos leképezés, akkor létezik olyan 6 > 0,

hogy minden legfeljebb § datmérdjii Q-beli A halmazra f(A) benne van valamilyen
U e U-ban.

Bi1zoNYITAS. Tegyiik fel, hogy nem létezik ilyen 6. Ekkor minden n € N-re
a 0 = 1/n valasztdssal 1étezik olyan A, C @, aminek az atmérdje kisebb, mint
1/n, de f(A,) nincsen benne semmilyen U € U-ban. Legyen x, € A, tetszileges.
Létezik (z,,) konvergens részsorozata (z,)-nek, mert () kompakt, jelolje x az (x,)
hatdrértékét. Mivel U fedése X -nek, van olyan U € U, hogy x € f~*(U), és van
olyan D,(x) kornyezete z-nek, hogy D,(x) C f~YU), mert f~(U) nyilt. Ha ny
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elég nagy, akkor 1/ny < r/3 és d(x,x,,) < r/3 is teljesiil, igy A,, C D,(x), ami
miatt f(A,,) C U, de ez ellentmondas. O

Allitas 7.13. Néhdny fontos elemi tulajdonsdga kompakt topologikus tereknek:

(1) Egy kompakt topologikus tér zart részhalmaza kompakt.

(2) Egy Ty topologikus tér kompakt részhalmaza zart.

(3) Ha f: X =Y egy folytonos leképezés és X eqy kompakt topologikus tér, akkor
f(X) is kompakt.

(4) Ha f: X — Y egy injektiv folytonos leképezés, X eqy kompakt topologikus tér
és Y eqy Ty tér, akkor f egy homeomorfizmus X és f(X) kozitt.

(5) Egy kompakt Ty tér Ty tér is.

(6) Véges sok kompakt topologikus tér direkt szorzata is kompakt.

Bi1zoONYITAS.

(1): Ha Y egy zéart részhalmaza egy X kompakt térnek és {U,} egy fedése Y -nak
X -beli nyilt halmazokkal, akkor {U,} U {X — Y} egy fedése X-nek, aminek
akkor egy véges részfedése (esetleg X — Y nélkiil) az Y -nak is fedése.

(2): Ha A C X egy kompakt részhalmaz, akkor tetszéleges rogzitett p ¢ A-ra és
minden a € A-ra léteznek olyan U, és V), kornyezetek, hogy U,NV,, = (). Mivel
Upea Ua fedi A-t, ezért valamilyen U,,,...,U,, is fedi A-t. Ha V; az U,,-hez
tartozé kornyezet, akkor (), V; egy olyan kornyezete p-nek, ami diszjunkt
Ui, Us, -t6l, tehat A-t6lis. Ezekbél az is kovetkezik, hogy egy kompakt T5 tér
T3 tér is, mert egy A zart részhalmaz kompakt is és akkor az el6bbiek szerint
minden p ¢ A-hoz léteznek diszjunkt Uy és V,, kornyezetek.

(3): Ha {V,} egy fedése f(X)-nek, akkor {f~1(V,)} egy fedése X-nek, aminek
van véges részfedése valamilyen aq, ..., a,-el. Ekkor {V,, } | egy véges fedése
f(X)-nek.

(4): Ekkor f~': f(X) — X is folytonos, mert ha A C X zart, akkor kompakt is,
de akkor (f~1)"'(A) = f(A) is kompakt és akkor f(A) zart is f(X)-ben.

(5): Ha A és B diszjunkt zart részhalmazok, akkor kompaktak is és a (2)-es szerint
minden b € B-hez léteznek U, és V, diszjunkt kornyezetek. Ekkor (.5 Wb
fedi B-t, ezért valamilyen V;,,...,V;, is fedi B-t. Ha Uas,; a Vj,-hez tartozé
kornyezet, akkor (), Ua; egy olyan kornyezete A-nak, ami diszjunkt (J;_; V4, -
t6l, tehdt B-t6l is.

(6): Legyen X és Y két kompakt topologikus tér. Tegyiik el6szor fel, hogy

{Us X Va}a

alaki a fedése X xY -nak, ahol az 6sszes U, és V, nyilt halmaz. Legyen x € X,
ekkor {x} x Y kompakt, ezért létezik

U:c,l X ‘/:c,la R Ux,n X ‘/:c,n
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véges részfedése. Ha U, = (N, Uy, akkor U, x Y C U, Uy x Vi;. Mivel
X = U,ex Us, ezért létezik
Uziy oo, Us,

véges részfedése X -nek. Tehat mindegyik U,, x Y-t fedi véges sok U, x V,, és
ezért az egész X x Y-t fedi véges sok U, x V,. Ha pedig X x Y fedése

{Wa}a,

akkor minden W, el6all valamilyen Ug x Vj alakt halmazok uniéjaként. Tehat
X x Y-t fedi valamilyen Ug x Vj alakt halmazok unidja, és ennek az el6zdek
szerint van véges részfedése, legyen ez

Uy xVy,....U, xV,.

De mivel minden U; x V;-hez van valamilyen W, , amire W,, D U; x V;, ezért
véges sok ilyen W, fedi X x Y-t.

U

8. Végtelen tényezos direkt szorzat

A 3.11-es definiciéban értelmeztiik véges sok topologikus tér direkt szorzatat.
Valami hasonlé dolgot fogunk végtelen sok topologikus térrel csindlni.

Definicié 8.1 (Direkt szorzat). Legyenek (X,,U,) topologikus terek, ahol «
végigmegy valamilyen rogzitett I halmaz elemein. Legyen

X' = Xa x {a}.
ael
Az
X={f:1—-X": fla) e X, x{a}}
halmazt az X, halmazok direkt szorzatdnak nevezziik és
[T %o -val
ael

jeloljiik. Tehat az X elemeit egyértelmiien meghatarozzak az a-dik “koordinataik”,
amik mindig X,-b6l (pontosabban X, x {a}-bdl) vannak. Definidlunk egy V
topolégiat ezen az X halmazon. Ehhez legyenek 7,: X — X, a “koordinataleképe-
zések”, tehat m,(f) = f(a); € X, minden f € X-re. Ekkor V elébazisa a

{7 Y U,) :a € 1,U, €U}

halmazrendszer lesz. Az igy kapott (X, V) topologikus teret az (X,,U,) topologikus
terek direkt szorzatanak nevezzik.
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Hasonléan a véges direkt szorzathoz a m,: [[4c; X — Xo koordindta pro-
jekcidk is folytonosak.

Allitas 8.2. Legyen (Y, V) egy topologikus tér. Eqy f:Y — [L.c; Xa leképezés
folytonos akkor és csak akkor, ha minden o € I -re a moof kompozicio folytonos. [

Ha az I halmaz véges, akkor ez a definicié6 megegyezik a 3.11-es definiciéval.
Vagy ha példaul I =N és X,, = [0, 1] minden n € N-re, akkor az X' direkt szorzat
megegyezik a [0,1]Y halmazzal, aminek az elemei az olyan valés szamsorozatok,
amiknek minden tagja 0 és 1 kozott van. Ha a [0,1] halmazon a szokdsos Euklideszi
topoldgiat tekintjiik, akkor direkt szorzatnak kapunk egy ([0,1]N,V) topologikus
teret. Ez azért egy fontos konstrukcié, mert minden T3 és M, topologikus tér altere
ennek a ([0, 1]N, V) térnek, ezt késébb bizonyitjuk. Ebbél az fog kovetkezni, hogy
minden T3 és M, topologikus tér metrizalhaté.

Ha I tetszOleges halmaz és mindegyik X, = Y valamilyen rogzitett Y -nal,
akkor az X = Y! direkt szorzat nem m4ds, mint az I-b8l Y-ba képezd (nem
feltétleniil folytonos) fliggvények halmaza. Egy fi, fo, ..., fa,... fliggvénysorozat
konvergal egy f: I — Y fiiggvényhez az (Y1, V) direkt szorzat topologikus térben
akkor és csak akkor, ha a fliggvénysorozat pontonként konvergal az f-hez.

Tétel 8.3. Legyen I eqy tetszbleges szamossdagu halmaz. Ha az (X,,U,) topolo-
gikus terek kompaktak, akkor az (X,V) direkt szorzat is kompakt.

BizoNYITAS. Azt fogjuk megmutatni, hogy zart halmazok centralt rendszerének
a metszete nem tres. Ehhez felhasznédljuk bizonyitds nélkiil azt a tételt, ami sze-
rint ha H C P(X) egy centralt halmazrendszer, akkor kibévitheté egy maximalis
centralt halmazrendszerré, tehat létezik olyan H' C P(X) centradlt halmazrend-
szer, hogy H C H' és ha H' val6di részhalmaza valamilyen X -beli halmazrend-
szernek, akkor az méar nem centralt. (Ez a tétel egyébként egyszerii kovetkezménye a
nevezetes Teichmiiller-Tukey lemménak, ami pedig ekvivalens a kivalasztasi axioma-
val.)

Elég azt bizonyitani, hogy ha H C P(X) egy tetszOleges centralt halmazrend-
szer, akkor a ({clA : A € H} metszet nem iires. Tehdt legyen H C P(X) egy
tetszoleges centralt halmazrendszer és tegyiik fel, hogy H maximalis centralt hal-
mazrendszer (ha nem az lenne, akkor kib6vitjiik maximalis centralt halmazrendsz-
erré és arra bizonyitunk, amib6l persze szintén kovetkezik az allités).

Mivel ‘H maximdlis centralt halmazrendszer, a kovetkez6 tulajdonsidgok konnyen
lathaté modon teljesiilnek.

(1) Ho Ae 'H és A C B, akkor B € H.
(2) Ha Ay,..., A, € H, akkor _, A, € H.
(3) Ha egy B C X halmaz metszi a ‘H Osszes elemét, akkor B € H.



9. LOKALISAN VEGES HALMAZRENDSZEREK 45

Nyilvan minden « € I-re a
{clm,(A) : A€ H}

halmazrendszer X, -beli zart halmazok centralt rendszere. Mivel X, kompakt, ezért
létezik valamilyen x, € ({clm,(A) : A € H}. Ekkor persze az x, € X, pontok

meghatdroznak egy = € [[,.; Xo elemet, aminek az a-dik koordindtdja .

Ha A € H, akkor mivel z, € clm,(A), tetszéleges U, kornyezetére z,-nak
teljesiil, hogy U, N7, (A) # 0, tehat AN 7, (U,) # 0. Ez minden A € H-ra
igaz, ezért a (3)-as tulajdonsidg miatt minden a € I-re és x,-nak tetszéleges U,
kornyezetére m1(U,) € H. De ekkor a (2)-es tulajdonsidg miatt minden véges sok
at, ..., € I-Te és Uy, ..., U,, -re

n

Legyen V C X tetsz6leges kornyezete z-nek. Mivel a 7, '(U,) alaki hal-
mazok, ahol U, kornyezete x,-nak, el6bazist alkotnak az (X,V) direkt szorzat
topologikus térben, 1étezik olyan véges sok aq,...,a, € I és minden 1 < i < n-re
U,, kornyezete z,,-nek, hogy

T € ﬂﬂ';z_l(Uai) cV.
i=1

De ekkor az (1)-es tulajdonsag miatt V € H.

Azt kaptuk, hogy ha A € H, akkor minden V kornyezetére x-nek VN A # (),
hiszen két H-beli halmaz metszete nem iires. Tehat x € cl A minden A € H-ra,
ami azt jelenti, hogy a [{cl A: A € H} metszet nem iires. O

Példaul a [0, 1]® direkt szorzat, ahol [0, 1] a szokésos Euklideszi kompakt inter-
vallum, egy kompakt topologikus tér.

9. Lokalisan véges halmazrendszerek

Definicié 9.1 (Fedés finomitasa). Legyen (X,U) egy topologikus tér. Legyenek
A és B fedései X-nek. Az A fedés finomitasa a B fedésnek, jelolésben A € B, ha
minden A € A-hoz létezik olyan B € B, hogy A C B.

Allités 9.2. Legyen (X,U) egy topologikus tér és A, B, C fedései X -nek. Ha
AeB és BeC, akkor AEC. O
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Definicié 9.3 (Lokalisan véges és diszkrét halmazrendszer). Legyen (X,U) egy
topologikus tér. Az A C P(X) halmazrendszer lokdlisan véges, ha minden x € X
pontnak létezik olyan U kornyezete, ami A-nak legfeljebb csak véges sok tagjat
metszi. Az A C P(X) halmazrendszer diszkrét, ha minden = € X pontnak létezik
olyan U kornyezete, ami A-nak legfeljebb csak egyetlen tagjat metszi.

Allitas 9.4. Ha A lokdlisan véges, akkor

cl UA: UCIA.

AcA AcA
U

Definicié 9.5 (o-lokélisan véges és o-diszkrét halmazrendszer). Legyen (X,U)
egy topologikus tér. Az A C P(X) halmazrendszer o-lokdlisan véges, ha el6all
megszamldlhaté sok lokélisan véges halmazrendszer unidjaként. Az A C P(X)
halmazrendszer o -diszkrét, ha eloall megszamlalhato sok diszkrét halmazrendszer
unidjaként.

Tétel 9.6. Metrikus tér minden fedésének létezik lokdlisan véges és o -diszkrét
finomitasa.

B1zoNYITAS. Legyen (X, d) egy metrikus tér és legyen az U = {U, : s € S} hal-
mazrendszer egy fedése az X -nek. Azt is feltehetjiik, hogy az S halmaz jélrendezett,
tehat

(1) van egy olyan < reldcié az S-en, ami irreflexiv, tranzitiv és barmely két
kiillonb6zo s1, 59 € S-re s1 < s vagy so < s7 teljestl,
(2) S barmely nem iires részhalmazédnak van minimalis eleme.

Minden s € S-re és i € N-re definidljuk a V;,; nyilt halmazt a kovetkez6 modon.
Elészor is legyen Vio = 0 minden s € S-re. Tegyiik fel, hogy a V;; halmazokat
mar definidltuk minden s € S-re és j < i-re. Ekkor legyen

Wsi={y€Us:Ds(y) CUs, mindent < s-rey ¢ U, ésy & Uses j<iVs,;}
2'L
és
V= {J D1).
yEWs,i
Ekkor minden Vj; nyilt halmaz. Legyen

V={V,;:s€S,iecN}

AV halmazrendszer fedése X -nek, mert ha p € X, akkor a ¢ = min{s : p € Uy}

véalasztéassal p € U; de minden t' < t-re p & Uy, és mivel U, nyilt, ezért D s (p) C Uy
274

is teljesiil valamilyen ¢ € N-re. Végill ha p ¢ Useg j<;Vs;, akkor definici6 szerint

p € Vi, ha pedig p € Uyes j<iVs;, akkor nyilvan p € V ; valamilyen s € S, j < i-re.

Konnyen latszik az is, hogy V € U, hiszen V;; C U; minden s € S-re és
t € N-re.
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Megmutatjuk, hogy a V halmazrendszer o-diszkrét. Legyen
VZ' = {‘/s,z S E S},
ekkor
V=Y UJ---uV,U---,
tehat elég azt megmutatni, hogy V; diszkrét. Tegyiik fel, hogy nem, akkor egy
p € X-reés D_1_(p) kérnyezetére Vi;ND_1_(p) # 0 és Vi;ND_1_(p) # 0 teljesill,
2% 217 21

ahol

t <s.

Ha
(9.1) yeVyinD 1 (p) é ¢y eViND_1 (p),
2i+1

21+1
akkor a Vj, definiciéja miatt y € D1 (q) valamilyen ¢ € W,-re, és ugyanigy
274
y' € Di(q') valamilyen ¢ € Wy ;-re. (Példaul Ds (¢') C U, is teljesiil.)
2 2

A (9.1)-b8l d(y,y') < 1/2 kovetkezik, abbdl meg d(y,q) < 1/2¢ és d(y,q¢') <
1/2¢ miatt d(q,q') < 3/2". De akkor Ds (¢') C Uy miatt nem csak ¢ € U, hanem
q € U, isigaz lenne, ami W, ; definiciéja miatt nem lehet. Tehat a V halmazrendszer
o-diszkrét.

Még azt kell bebizonyitani, hogy a ) lokalisan véges. Legyen p € X, ekkor
létezik olyan t € S és 1 < j € N, hogy p € V; ;. Mivel V;; nyilt, ezért 1étezik olyan
1 <keN, hogy Di(p) CV,;. Elég azt megmutatni, hogy

2

D_. (p)n U v, =0,

2k+7
i>ktj

mert ekkor mivel a V; halmazrendszerek diszkrétek, a p-nek valamilyen kicsi sugaru
kornyezete csak véges sok V-beli halmazba metsz bele.

Ha q € UZZH]— V;, akkor ¢ € V; valamilyen ¢ > k + j-re, ezért
92) 1€ D)

valamilyen ¢ > k + j-re és y € W, ;-re, ahol s € S. De ekkor W, definicidja miatt
y & Vi;, mert j < i. Ebbél az kovetkezik, hogy d(p,y) > 1/2%, mert D%(p) C Vi,
2

teljesiilt. Mivel ¢ > k + 1, (9.2) miatt az is igaz, hogy d(q,y) < 1/2F. Tehat
d(p,q) > 1/2"*1 és ezért

¢¢D_1_(p).
Ezzel azt is megmutattuk, hogy V' lokalisan véges. O

Allitas 9.7. Ha eqy T3 topologikus térnek létezik o -lokdlisan véges bdzisa, akkor
a tér T4 .
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B1ZONYITAS. Legyen
B=BU---UB,U---
egy o-lokalisan véges bézis, ahol a B, halmazrendszerek lokalisan végesek.

Tegyiik fel, hogy M; és My két diszjunkt zart részhalmaza X -nek, azt kell
megmutatni, hogy léteznek olyan Uy, és Uy, kornyezeteik, hogy Uy, N Uy, = 0.
Tekintstik a

Vi={VeB,: cdVnM,=0}
és

VE={VeB,: dVnM =0}
halmazrendszereket. Ekkor j = 1,2-re

d | Jvi=Hav:vevy,

mert B, ésigy V/ is lokalisan végesek. Nyilvan

(@Uv)ndn=0 & (alJv)nan =0
minden n € N-re. Vezessiik be a
G =y, s a=Jv

jeloléseket. Megmutatjuk, hogy j = 1,2-re M; C |J,—, GY. Legyen y € X — M.
Mivel az X topologikus tér T3, ezért 1étezik olyan V € B kornyezete y-nak, hogy
cdV € X — My, tehdt clV N My = (). De akkor V € V! valamilyen n € N-
re és gy y € V! = G;,. Tehdt X — M, C U~ , G;,. (Az elébbiekbdl persze
X — My =J7, Gl is kovetkezik.) Hasonléan kapjuk, hogy M, C |-, G2.

Mér csak az a probléma, hogy a |J—, G, és U~ G2 nyilt halmazok nem
feltétleniil diszjunktak.
Legyen
Hy=G, — (dGiU---UdG:) é H.=G,— (dGU---UdG,).
Ezek szerint j = 1,2-re H! és H? nyilt halmazok és igy

ngmésngﬁ
n=1 n=1

is nyilt halmazok. Konnyen latszik, hogy
M, c H' és M, c H
Végil
H'NnH? =0,
ez egyszertien abbdl kovetkezik, hogy H! N H?2 = () minden n,m € N, m < n-re (és

akkor minden m > n-re is a szimmetria miatt), mert H2 C G2, és H' NG =0
minden m < n-re. O
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10. Metrizacios tételek

Lemma 10.1. Legyen (X,U) egy normdlis topologikus tér és A,B C X, A, B #
0, két diszjunkt zdrt halmaz. Ekkor létezik olyan f: X — [0,1] folytonos leképezés,
amire fla=0 és flp=1.

B1zoNYiTAs. Mivel (X,U) normdlis, ezért létezik A-nak olyan U, kornyezete,
hogy
AcUyCcUycCc X —B.
Jeloljik ezt az Uy nyilt halmazt Fy-val és az X — B nyilt halmazt meg F}-el. Ekkor
persze
cl F() C Fl-
Megint mivel (X, ) normaélis topologikus tér, 1étezik cl Fy-nak olyan F' 1 kornyezete,
hogy
CIF() C F% C CIF% C Fl-
Ugyanigy létezik olyan F 1 és F 3 nyilt halmaz, hogy
cl Fy C F% - ClF% C F%
és
CIF% C F% C CIF% C Fi.

Ezt az eljardst folytatva minden ¢, € [0,1], t = 5, t' = & alaki szdmhoz taldlunk

olyan F; és Fy nyilt halmazt, hogy ha t < ', akkor clF;, C Fy. Az egyszeriiség
kedvéért definialjuk minden ¢ > 1-re F; = X -et.

Legyen
f(z) =inf{t : z € F;}.
Ekkor f egy X-en értelmezett [0, 1]-be képezo fliggvény. A kovetkezékben megmu-
tatjuk, hogy f folytonos. Elég azt bebizonyitani, hogy minden s € R-re

FH((=00,9))
nyilt halmaz és

FH(=00,8])
zart halmaz, mert a szokasos R-en 1év6 Euklideszi topoldgiaban a nyilt félegyenesek
el6bazist alkotnak és f~!((—oo, s]) pontosan akkor zart ha f~1((s,c0)) nyilt.

Elészor megmutatjuk, hogy minden s € R-re f~!((—o0,s)) nyilt. Az, hogy
r € f7H((—00,s)), az f definiciéja miatt ekvivalens azzal, hogy inf{t: x € F}} < s,
az pedig azzal, hogy létezik olyan t; < s, hogy = € F},. De ez pont azt jelenti, hogy
€U, ., ezért
FH (=00, 9) = |J P
r<s

Mivel {J,_, F, nyilt halmaz, ezért f~'((—o0,s)) is nyilt.
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Most megmutatjuk, hogy minden s € R-re f~'((—o0, s]) zart halmaz. Az F,
halmazok segitségével azt fogjuk megmutatni, hogy

f_l((_oov S]) = m cl k,

r>s

de ehhez eloszor csak azt, hogy

(=00 8) = () B

r>s

Az, hogy = & f~1((—o0,s]), avval ekvivalens, hogy inf{t : z € F,} > s, ami
meg azzal, hogy létezik olyan to > s, hogy = ¢ Fi,. Ez pont azt jelenti, hogy
z ¢ (-, cl Fy, tehat tényleg f~1((—o0,s]) ==, Fr-

Ezek utan elég azt megmutatni, hogy

ﬂdﬂzﬂﬂ

r>s r>s

Az nyilvan teljesiil, hogy (),.,Fr C ()~ clF.. Az ellenkezé irdny1 tartalmazas
bizonyitasédhoz tegyiik fel, hogy van olyan = € ., cl F,, hogy x ¢ (1, F,. Tehat
minden 7 > s-re x € clF,, de van olyan 19 > s, hogy x ¢ F,,. Ez ellentmondés,
mert ha s <7 < g valamilyen g alakt szdm, akkor x € cl F;, C F},, miatt = € I},
is teljesiilne.

Ezért (,o,cl F. =), F, amibél mér kovetkezik, hogy f~*((—o0, s]) zdrt, és
igy f: X —[0,1] folytonos. Az is konnyen lathatd, hogy fla=0és flp=1. O

Ezt a kovetkezo allitdsok bizonyitasaban hasznaljuk.

Tétel 10.2. Legyen (X,U) egy normalis topologikus tér és A C X egy zart
részhalmaz. Legyen f: A — R egy folytonos fligguény. Ekkor létezik kiterjesztése
f-nek X -re, tehdt létezik olyan g: X — R folytonos figguény, amire gla = f. O

Tétel 10.3. Legyen (X,U) egqy Ty és My topologikus tér. Ekkor (X,U) metri-
zalhato.

B1zONYITAS. Az 4.14 §llitds miatt feltehetjiik, hogy az (X,U) tér T,. Elészor
megmutatjuk, hogy létezik X -nek olyan folytonos és injektiv ¢ leképezése a [0, 1]N
topologikus térbe (ahol [0, 1]-en a szokdsos Euklideszi topoldgidt tekintjiik, a [0, 1]N-
en pedig a direkt szorzat topoldgidt), hogy ¢ egy homeomorfizmus (X, U) és [0, 1]N-
nek a p(X) altere kozott (mds szoval az (X,U) topologikus tér bedgyazhats a
[0, 1] topologikus térbe). Ezutdn megmutatjuk, hogy a [0, 1]N topologikus tér
metrizdlhato, és ezekbdl mér rogton kovetkezik, hogy mivel a (X)) altér is metrizél-
hatd, ezért az (X,U) is metrizdlhato.

Legyen 3 az (X,U) egy megszamlalhat6 bézisa és tekintsiik az
A={UV): UV eTéscdUc V)
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szintén legfeljebb megszamlalhaté halmazt. Konnyen lathatd, hogy A # 0, és a
tovdbbiakban tegyiik fel, hogy A-nak végtelen sok eleme van, legyen i: N — A
egy bijekcid. (A véges eset hasonléan bizonyithaté, akkor az i: {1,...,|A|} — A
bijekciét nézziik.)

Tekintsiik az osszes (U, V) € A part. Ha (U, V) € A és V = X, akkor legyen
az fwvy: X — [0, 1] fiiggvény az azonosan nulla fiiggvény. Ha pedig V' # X, akkor
mivel az (X,U) normalis, ezért (U, V)-hez létezik olyan

.f(U,V): X — [O, 1]
folytonos fiiggvény, hogy fwv)lav =0 és fuv)|x—v =1.

Definidljuk a ¢: X — [0, 1]N leképezést tigy, hogy
p(r) = (fi(l)(x)v fi(2)(x)7 cee fi(n)('x>7 . ) .

Ekkor ¢ folytonos, mert minden koordinata fiiggvénye folytonos.

A ¢ leképezés injektiv is, mert ha x,y € X és = # y, akkor a T3 tulajdonsig
miatt van olyan V € ¥ kérnyezete z-nek, hogy y ¢ V', és szintén a T3 tulajdonség
miatt van olyan U € X is, hogy v € U C clU C V. De ekkor fv) egy olyan

koordinata fiiggvénye yp-nek, hogy fw,v)(x) =0és fuv)(y) =1 ésigy p(x) # o(y).

Mér csak azt kell megmutatni, hogy ¢ =!: ¢(X) — X folytonos, tehat ha G C X
nyilt halmaz, akkor ¢(G) is nyilt a p(X) altérben. Azt fogjuk megmutatni, hogy
ha ¢(g) a ¢(G)-nek egy tetszdleges pontja (ahol g € G), akkor a ¢(g) bels6 pontja
©(G)-nek a @(X) altérben. Ebbél az fog kovetkezni, hogy ¢(G) nyilt halmaz a
©(X) altérben.

Ha g € GG, ahol G C X egy nyilt halmaz, akkor 1éteznek olyan U,V € ¥, hogy
geUCcdUCV CG. Ha (U V) =i(n), akkor tekintsiik a p;: [0,1]N — [0,1]
projekciét, ekkor az f;,) koordindta fiiggvény el6all p;n, o ¢ alakban.

A

W = il (10,1)) N p(X)
nyilt halmaz ¢(X)-ben, tartalmazza ¢(g)-t, mert p;m)(¢(9)) = fim)(g) € clU és
igy pim)((g)) =0 < 1,é W C ¢(G) is teljesiil a kovetkezék miatt. Valamilyen
w € W pontosan akkor, ha w = ¢(z) valamilyen z € X-re és fi,)(2) < 1. De
egy ilyen z benne kell hogy legyen G-ben is, mert ha z € X — G, akkor z ¢ V' és
igy fin)(2) = 1 lenne. Tehdt ha w = p(z) € W, akkor z € G és ezért w € p(G).

Ezzel megmutattuk, hogy W C ¢(G), amibdl kovetkezik, hogy ¢(g) bels6é pontja
©(G)-nek a p(X) altérben.

Eddig azt kaptuk, hogy a
p: X —[0,1]"

leképezés egy homeomorfizmus X és a ¢(X) altér kozott.

Végiil azt kell bebizonyitani, hogy a [0, 1] tér metrizalhaté.
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Definialjuk a
d: [0, 11N x [0, 1]N — [0, 00)
leképezést tgy, hogy tetszéleges a = (ay,as,...) és b= (by, by, ...) esetén

da,b) =" %;kb’“'
k=1

Ekkor d nyilvan egy metrika [0,1]N-en. Ahhoz, hogy d a szorzat topolégiat in-
dukalja, amit V-vel jelolunk, két dolgot elég megmutatni.

(1) Ha D.(a) egy € > 0 sugart kornyezete a € [0, 1]N-nek, akkor 1étezik olyan
V., € V kérnyezete a-nak, hogy V, C D.(a).

(2) Ha V, € V egy kornyezete a € [0, 1]N-nek, akkor létezik olyan D.(a) & > 0
sugaru kornyezete a-nak, hogy D.(a) C V.

Elészor nézziik az (1)-est. Egy D.(a) kérnyezet megegyezik az

{y €[0,1% Z|ak_yk|/2k<5}

halmazzal. Ha n € N olyan nagy, hogy 1/2" < /2, akkor

D lak—yel/2" = Zlak—ykl/QkJr Z |ak—yk|/2k<Z|ak—yk|/2k+1/2"
k=1

k=n+1
Z |ak — yk‘/Qk —|—€/2,
k=1
és ezek szerint még ha minden 1 < k < n-re g, < 2=, akkor

Z |ar —yxl /2" < e
k=1

is teljesiil ha (y1, 9, ...) olyan, hogy minden 1 < k < n-re |ax — yx| < €. Tehat ha
Vo= D, (a1) x D.,(az) X ---x D, (a,) x [0,1] x [0, 1] x
akkor V, C D.(a).

A (2)-eshez el6szor jegyezziik meg, hogy minden V, € V kérnyezet tartalmaz
valamilyen n € N-re és ¢1,...,¢, > 0-ra egy

D.,(a1) x D.,(as) x -+ x D, (an) x [0,1] x [0,1] x

alaku kornyezetet, mert az ilyen alaki kornyezetek elobazist alkotnak a szorzat
topoldgidban. Ha & > 0 olyan, hogy minden 1 < i < n-re 2% < ¢;, akkor
o

> lak —ul/2 < e

k=1
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esetén |a; — y;| < 2% < &; minden 1 < ¢ < n-re, {gy minden olyan y € [0, 1]N-re,
amire Y o, |ax — yi|/2" < e az is teljesill, hogy y € V,. Tehdt D.(a) C V,. d

Az el6z6 allitds altalanositasa a kovetkezo, ami sziikséges és elégséges feltételt
ad egy topologikus tér metrizalhatésagara.

Tétel 10.4. Egy (X,U) topologikus tér metrizdlhaté akkor és csak akkor, ha T
és létezik o -lokdlisan véges bazisa.

B1zoNYITAs. Eldszor megmutatjuk, hogy ha (X,U) metrizalhato, akkor T3 és
létezik o-lokalisan véges bazisa. Ha az (X,U) topologikus teret a d metrika in-
dukélja, akkor nyilvan az (X,U) tér T3, hiszen minden metrikus tér Ty, és a
9.6-0s éllitas felhasznalasaval konnyen kapunk egy o-diszkrét bazist (ami persze
o-lokalisan véges is) a kovetkezOk miatt.

Minden n € N-re a
W, = {D%(:):) cx € X}

halmazrendszer egy fedése X -nek, aminek van valamilyen V,, @ W, lokélisan véges
és o-diszkrét finomitésa. Tekintsiik az

U

neN
halmazrendszert. Ez o-diszkrét, mert megszamlalhaté sok o-diszkrét halmazrend-
szer uniGja. Es bdzis is, mert ha D.(x) egy € > 0 sugart nyilt kdrnyezete valamilyen
x € X pontnak, akkor ha 1/n < /2, akkor mivel V), fedés és finomitasa W, -nek,
van olyan V € V,, hogy x € V és V C D: ( ) valamilyen y € X-re, de ebbél az
kovetkezik, hogy d(x,y) < 1/n és akkor Dl( ) C D.(x)-el egyiitt V C D.(x) is tel-
jesiil. Tehét minden D.(z) kornyezetben van valamilyen V € J
is x-nek.

nen Vo kOrnyezete

Most megmutatjuk, hogy ha (X,U) egy T3 tér és létezik o-lokdlisan véges

bézisa, akkor metrizdlhat6. A 9.7 allitds alapjan (X,U) egy T tér. Legyen
B=B UB,U---UB,U---
egy o-lokalisan véges bazis, ahol B; lokalisan végesek. Nyilvan a B C P(X) hal-
mazrendszer
B={U,:seS}

alakban is el6all. TetszOleges rogzitett i,7 € N-re és s € S-re Us € B; esetén
tekintsiik az

{U €Bj:cU CUs}
halmazrendszereket és az
M, s =cl U{U’ €B;:cllU C U}
zért részhalmazait X -nek. Mivel B; lokdlisan véges, ezért

Mo =| J{dU' - U € B, és AU’ C U,}
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is teljesiil, amibdl rogton kovetkezik, hogy

Mz’,j,s C Us.

Ha M, ;, = 0, akkor legyen az f;;s: X — [0,1] fiiggvény az azonosan nulla
figgvény. Ha pedig Us; = X (ebbél kévetkezik, hogy M; ;s # 0), akkor legyen az
fijs: X —[0,1] fiiggvény az azonosan 1 fuggvény. Ha M, # 0 és Us # X, akkor
létezik olyan

fi,j,sz X — [0, ]_]
folytonos fiiggvény, hogy fijsla, ;. =1 és fijslx—v, = 0.

Legyen
Tigs(®,y) = fijs(@) = fijs ()],
tehdt r; ;50 X X X — [0, 00) olyan fiiggvények, hogy

(1) ha x =y, akkor Ti,j,s(ffay) =0,
(2) rijs(x,y) =rijs(y,x) minden z,y € X-re és
(3) minden x,y,z € X-re 1 ;s(x,y) < 71ijs(x,2) +155(2,9).

Legyen tetszoleges rogzitett i, j € N-re és tetszoleges x,y € X-re
Ti,j (LU, y) = min{l, Z Ti,j,s(x, y)}
USEBZ

Fontos megjegyezni, hogy a formuldban szerepl6 szumma azért értelmes, mert B;
lokalisan véges, ezért x-nek és y-nak is van olyan kérnyezete, ami csak véges sok B;-
beli U, halmazba metsz bele és ezért f; ; (x)-nek és f; ; s(y)-nak igy r; ; s(x,y)-nak
is csak arra a véges sok s-re van esélye nem nullanak lenni.

Tehat r;;: X x X — [0, 1] is olyan fiiggvények, hogy

(1) ha =z =y, akkor 7 ;(z,y) =0,
(2) rij(x,y) =7 ;(y,x) minden x,y € X-re és
(3) minden z,y,z € X-re 1 j(z,y) <rij(z,2)+1(29),

amit ugy is fogalmazhatunk, hogy r; ; egy korlatos félmetrika.

Az Osszes itt szerepld (i,7) par N' = N x N halmaza megszamlalhaté, legyen
v: N — N egy bijekcié. Ekkor az

r(z,y) = Y rig(n,y)/200)
(i,J)EN
isegy r: X x X — [0,00) félmetrika.
Megmutatjuk, hogy r metrika is, tehat ha =,y € X és x # y, akkor r(z,y) > 0.

Ha z,y € X és = # y, akkor van olyan Uy € B, hogy x € U, de y ¢ Us. Ekkor
persze van olyan ¢ € N, hogy U, € B; és van olyan U’ € B; valamilyen j € B,-re,
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hogy x € U’ C clU’ C Us. Emiatt clU' C M; ;s ésigy fijs(x) =1, fijs(y) =0 és
rijs(r,y) =1, tehdt 7 i(z,y) = 1 és igy r(z,y) > 1/2v09),

fgy kaptunk egy r metrikat az X-en. Mar csak azt kell megmutatni, hogy az
r az U topoldgiat indukdlja.

Ha x € X, akkor van olyan Us € B; és U’ € B;, hogy x € U’ C clU’ C Us.
Ekkor
D1/2u(i,j) (ZL’) C US,
mert ha r(z,y) < 1/2/0) valamilyen y € X -re, akkor r; j(z,y) < 1, r;;s(z,y) <1,
tehat |fi;s(z) — fijs(y)| <1, és akkor mivel z € clU’ C M, ;s ésigy fi;s(z) =1,
ezért f;;s(y) > 0 kell legyen, de akkor y € Uy is teljesiil.

Ha pedig = € X és tekintjiik a D.(x) kornyezetet valamilyen £ > 0-ra, akkor
létezik olyan W kornyezete az x-nek, hogy W C D.(z) a kovetkezdk miatt.

o0

Legyen ng € N olyan, hogy > 2~ 1/2" < /2. Legyen (i, j) olyan tetszdleges
rogzitett par, hogy v(i,j) < ng. Ekkor mivel B; lokélisan véges, létezik olyan V; ;
kornyezete x-nek, ami csak véges sok B;-beli halmazt metsz, tegyiik fel, hogy ezek
az

Us;, Usy, ..., Us,
halmazok. Az f;; figgvények folytonosak minden 1 <! < k-ra, ezért van olyan
V!, CV,; kornyezete az x-nek, hogy minden y € V/;-re és 1 <1 < k-ra

Ti,j,sl(zv y) = |fi,j,sl(z) - fi,j,sl (y)| < 5/2k

Hapedig U, € B;, de s # s1,..., 51, akkor V/,NU, = 0 és ezért minden z,y € V/,-re
fijs(@) = fijs(y) =0. Ezért minden y € Vifj—re riji(z,y) <e/2.

Legyen
W = Vi
v(i,4)<no
Ekkor W is kérnyezete z-nek. Minden y € W-re és minden olyan (i,j)-re, amire
v(i,j) < ng az is teljesiil, hogy 7 j(x,y) < /2. Tehat

T’(SL” y) = Z Tij (SL’, y)/2l/(l,j) = Z Tij (SL’, y)/2l/(l,j)+ Z Tij (SL’, y)/2l/(l7j) <

(G)eN v(é,5)<no v(i,5)>n0
Z Ti,j(x7y>/2y(i7j)+€/2<6/2—|—5/2:g.
V(ivj)SnO

O

A bizonyitasbdl egy masik atfogalmazésa is rogton kovetkezik a tételnek.

Tétel 10.5. Egy (X,U) topologikus tér metrizalhato akkor és csak akkor, ha T
és létezik o -diszkrét bazisa. U
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11. Parakompaktsag

Definicié 11.1 (Parakompakt tér). Egy (X,U) topologikus tér parakompakt, ha
T, és minden fedésének létezik lokalisan véges finomitasa. Egy Y C X részhalmaz
parakompakt, ha az (Y,U|y) altér parakompakt.

Tehat egy metrikus tér parakompakt, de példaul egy kompakt topologikus tér
is parakompakt.

Allitas 11.2. A kivetkez6k teljesiilnek.

) Parakompakt topologikus tér zdrt részhalmaza parakompakt.

) Minden parakompakt topologikus tér Ty .

) Kompakt Ty és parakompakt topologikus terek direkt szorzata parakompakt.

) Minden T3 Lindeldf tér parakompakt. O

(1
(2
(3
(4

Definicié 11.3 (Egységosztds). Legyen (X,U) egy topologikus tér és f,: X —
[0, 1] folytonos fiiggvények, ahol o végigmegy egy rogzitett A halmaz elemein. Az

F={fa: X —1[0,1]:ae A}

egy egységosztis X -en, ha minden = € X-re f,(x) = 0 legfeljebb csak megszamlél-
haté sok a kivételével és minden =z € X-re

D falz)=1.

acA
Legyen
Vr={f'((0,1)) : 0 € A},
Ha F egy egységosztas, akkor Vz egy nyilt fedése X-nek. Az F egységosztas

lokdlisan véges, ha Vr lokalisan véges. Egy F egységosztas az X egy W fedésének
aldrendelt, ha Vz finomitdsa WW-nek.

Tétel 11.4. Egy parakompakt topologikus tér minden W fedéséhez létezik WV -
nek alarendelt lokdlisan véges eqységosztds X -en.

B1zoNYITAS. Legyen {Us : s € S} olyan lokdlisan véges fedése X -nek, ami
W-nek finomitdsa. Ha y € X tetszéleges pont, akkor legyen s(y) egy olyan eleme
S-nek, amire igaz az, hogy y € Uy, . Ekkor mivel az X tér T3, létezik olyan M,
nyilt kornyezete y-nak, hogy

My C ClMy C Us(y).

Legyen M = {M, : y € X}. Ekkor M egy fedés, ami nem biztos, hogy lokalisan
véges, hiszen ugyanabban az Us-ben lehet tobb kiilonbozé M, is. De M-nek 1étezik
lokalisan véges finomitdsa, jelolje ezt N'. Minden s € S-re legyen

N,=|J{INeN N cU}.
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Ekkor cl N, C Uy is teljesiil, mert N barmely részhalmaza is lokalisan véges és igy
N -beli halmazok uniéjanak lezérdsa a lezdrdsok uniéja. Mindebbdl az is kovetkezik,
hogy az

{Ns:s€ S}
halmazrendszer egy fedése X -nek, mert ha x € X, akkor van olyan N € N, hogy
x € N C M, valamilyen y € X-re, és még

cl M, C Uy,

is teljesiil. De akkor cIN C Uy és ezért N C Ny, tehat x € Ny). Az {N; :
s € S} lokdlisan véges is, mert {U, : s € S} lokdlisan véges. Az X tér T, ezért
minden s € S-hez van olyan f;: X — [0, 1] folytonos fiiggvény, hogy fslan, =1 és

fS|X_U5 = 0. Legyen
f=> 1

seS
Az {U; : s € S} lokdlisan véges, ezért minden y € X -nek létezik olyan kornyezete,
ami csak véges sok U,-be metsz bele, tehdt f definicija értelmes, és minden ilyen
kornyezeten, ezért az egész X -en is f folytonos. Mindebbdl az kovetkezik, hogy

V={f/f:s€58}

olyan egységosztas, amire minden s € S-re

(£/H)7H(0,1) c U,
igy V lokdlisan véges és {Us : s € S} finomitésa, ezért WW-nek is finomitésa. O
Lemma 11.5. Ha F = {fs : s € S} egységosztisa X -nek, g: X — [0,1]

folytonos és y € X olyan, hogy g(y) > 0, akkor létezik olyan U, kiérnyezete y-nak,
hogy véges sok F -beli fiigguénytdl eltekintve fs|u, < glu, -

B1zoNYITAS. Mivel > o fs(y) = 1, ezért 1étezik olyan sq,...,s, € S, hogy

k

1= fuly) < 9(w).

i=1

Emiatt van olyan U, kornyezete y-nak, hogy

k
1= 1
i=1

Nyilvan minden s € S, s # s1,...,8¢-ra fo < 1 — Zle fs,, ezért minden s € S,
8%517"'7816_1‘3 fS|Uy<g‘Uy’ 0

Tétel 11.6. Legyen (X,U) egy topologikus tér, W egy fedése X -nek és F =
{fs: s €8S} eqy egységosztis X -en, ami finomitisa W-nek. Ekkor létezik W -nek
lokdlisan véges finomitdsa.

U, < g|Uy.



58

B1ZONYITAS. Legyen

f=sup fs,

ses
ekkor f > 0. Minden y € X-hez létezik olyan fy,) € F, hogy fsy)(y) > 0. Az
elézé lemmat F-re és g = fy(,)-ra alkalmazva létezik olyan U, kornyezete y-nak,
hogy véges sok f,, ..., f, € F fiiggvénytol eltekintve fi|y, < fsqy)lu, - Persze ekkor
fsw) 18 az fo, ..., fs, fluggvények kozott van. Nyilvan

flu, = max{f |v,, - forlu, }s

ebbol az latszik, hogy az f folytonos minden y € X-ben. Minden s € S-re legyen

Vs = (fs - f/2)_1((0a OO))
Ekkor
V={V,:s€85}
nyilt halmazokbdl all és fedés, mert minden x € X-hez létezik olyan s € S, hogy
fs(x) > f(z)/2 az f = sup,q fs definicié miatt és ilyenkor = € V;. A V hal-
mazrendszer finomitdsa W-nek, mert Vi C f71((0,1]), és V lokélisan véges is, mert
ha tetszbleges y € X -re az el6z6 lemmét hasznaljuk g = f/2-vel, akkor valamilyen

U, kornyezetre véges sok F-beli kivételével f,|y, < f/2|u,, tehdt véges sok s € S
kivételével VoNU, = 0. U

Tehat ha egy T topologikus tér minden W fedéséhez 1étezik W-nek alarendelt
egységosztas, akkor a tér parakompakt.
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dltaldnos kornyezet, 4, 8

t, 34

utosszefliggd tér, 34
utosszefliggéségi komponens, 34

altér topoldgia, 13
antidiszkrét topologikus tér, 12

bézis, 10
bedgyazas, 50
belsé pont, 8
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halmaz kiilseje, 14
halmaz lezérasa, 3, 14
hatéarérték, 20
Hausdorff tér, 19
homeomorfizmus, 10
hurok, 34

indukalt topologikus tér, 6
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kompakt tér, 37
konvergens sorozat, 20

Lindelof tér, 37
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metrika, 1
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normélis tér, 19

nyilt fedés, 36

nyilt halmaz, 6, 8

nyilt halmazok rendszere, 6
nyilt kérnyezet, 8

parakompakt tér, 56
particio, 18

pont és halmaz tavolsaga, 3
pontbeli folytonossag, 28

reguldris tér, 19

slirti részhalmaz, 24

Sorgenfrei egyenes, 22

sorozat, 20

sorozatfolytonos leképezés, 29
sorozatkompakt tér, 38
szétvalaszthatdsdgi axiémék, 19
szekvencidlisan kompakt tér, 38
szeparabilis tér, 24

teljes metrikus tér, 40
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teljesen korlatos tér, 40
topolégia megszoritasa, 13
topologikus csoport, 30
topologikus tér, 6

torlédési pont, 37

totdlisan Osszefiiggéstelen tér, 32

utak szorzata, 35

zart halmaz, 6
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