Flggvénysorozatok és fiiggvénysorok

1. Pontonként konvergens és egyenletesen konvergens
fliggvénysorozatok

Definicié 1.1 (Sorozat). Legyen 0 < p € N egy rogzitett egész szam és legyen
A egy tetszoleges halmaz. Egy fliggvényt, ami minden olyan n € N-hez amire n >
W, egy a, € A elemet rendel, sorozatnak (vagy p-tél kezd6dé A-beli sorozatnak)
neveziink és [a,],>,-vel jeloljiik.

Ha p = 0, akkor az [a,],>0 jelolés helyett az egyszeriibb [a,,] jel6lést is hasznaljuk®.

Példa 1.2. Ha A = R, akkor egy A-beli sorozatot szamsorozatnak neveziink.
Ha az A egy adott X C R halmazon értelmezett fiiggvények halmaza, akkor pedig
egy A-beli sorozatot X -beli fliggvénysorozatnak neveziink.

Definicié 1.3 (Fiiggvénysorozat). Legyen X C R. Egy sorozatot, ami minden
n € N-hez egy X-en értelmezett f,: X — R fliggvényt rendel, X -en értelmezett
fiiggvénysorozatnak neveziink és [f,]-nel jeloljik.

Példa 1.4. Ha X =R és f,(x) = 2™, akkor egy R-en értelmezett fiiggvénysorozatot
kapunk, aminek az elsé tagja az R-en értelmezett fi(z) = = fiiggvény, a méasodik
tagja az R-en értelmezett fo(z) = 22 fliggvény, a harmadik tagja az R-en értelmezett
fs(z) = 23 fiiggvény, stb.

Definicié 1.5 (Pontonkénti konvergencia). Az X C R-en értelmezett [f,,]
fiiggvénysorozat pontonként konvergal (vagy pontonként tart) az f: X — R fliggvényhez,
jelolésben f,, — f vagy lim, .o f, = f, haminden = € X-re az [f,(x)] szdmsorozat
konvergal f(x)-hez amikor n — oo.

Definicié 1.6 (Egyenletes konvergencia). Az X C R-en értelmezett [f,] fliggvénysorozat
egyenletesen konvergal (vagy egyenletesen tart) X-en az f: X — R fiiggvényhez,
ha minden € > 0-hoz létezik olyan N € N, hogy ha n > N, akkor minden =z € X -re

[fu(z) = f(2)] <e.

Ez persze azzal ekvivalens, hogy az
n i sup {|fu(z) — f(2)[}
reX
szamsorozat tart 0-hoz ha n — oco.

18,0kés0s az (an) jelolés is, de ebben a jegyzetben nem hasznaljuk.
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Allitas 1.7. Az [fn] fiigguénysorozat egyenletesen konvergdl f-hez X -en <=
létezik olyan pozitiv tagi és 0-hoz tartd [a,]| szamsorozat, hogy minden n € N-re és
r € X-re |fulx) — f(2)| < a,.

Bizonyitas. Ha f, — f egyenletesen X -en, akkor

n = -+ sup{| (o) — S0}

zeX

definiciéval az [a,]| szdmsorozat rendelkezik a vart tulajdonsdgokkal.

Ha pedig a pozitiv tagi [a,] szdmsorozat tart 0-hoz és minden n € N-re és
r € X-te

|fo(2) = f(2)] < an,
akkor
sup{|fn(2) — f(2)|} < an

zeX

is teljesiil, amibol kovetkezik, hogy
sup{|fn(z) — f(z)|} — 0
zeX

ha n — oo ésigy f, — f egyenletesen X -en. O

Allitas 1.8. Ha az [fa] fiigguénysorozat egyenletesen tart f-hez, akkor az [fy)
figguénysorozat pontonként is tart f-hez.

Bizonyitas. Legyen xg € X és € > 0. Ekkor van olyan N € N hogy minden
n> N és x € X esetén |f,(z) — f(z)] < e, de akkor minden n > N-re |f,(xg) —
f(zo)| < € is teljesiil. Tehat f,(zo) tart f(zo)-hoz ha n — oo. O

Példa 1.9. A pontonkénti konvergenciabdl nem kovetkezik az egyenletes kon-
vergencia. Tekintsiik az f,(z) = 2™ fiiggvényeket, ahol = € [0,1]. Ekkor [f,] pon-
tonként tart ahhoz az f: [0,1] — R fiiggvényhez, ami 0 ha = € [0,1) és f(1) = 1.
De [f,] nem tart f-hez egyenletesen, mert minden n-re és 0 < x < 1-re az

ful@) = (@) = 2" — 0] = 2"

szam tetszolegesen kozel van 1-hez ha x elég kozel van 1-hez. Azt is megfigyelhetjiik,
hogy az f, flggvények folytonosak [0, 1]-en, de f nem folytonos [0, 1]-en. Késébb
latni fogjuk, hogy ha folytonos fliggvények egyenletesen tartanak egy fliggvényhez,
akkor az is folytonos kell legyen.

Példa 1.10. Legyenek az f,(x) = z" fiiggvények R-en értelmezve. Ekkor
az fn|(-1,1) megszoritdsokbdl allé fiiggvénysorozat pontonként konvergens (—1,1]-
en. Ugyanakkor minden 6 > 0-ra az f,|[—145,1-5 Mmegszoritasok egyenletesen kon-
vergélnak az azonosan 0 fiiggvényhez a [—1 + §,1 — 0] halmazon.
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Példa 1.11. Legyen X = [0, 00) és legyenek az X -en értelmezett f, fiiggvények

az
nx

- 1+ n2z2

formuldval definidlva.

Ekkor [f,] tart az azonosan 0 fiiggvényhez pontonként az X-en. De [f,] nem
konvergdl egyenletesen, mert példaul f,(1/n) = 1/2 minden n € N-re.

Allitas 1.12. Tegyiik fel, hogy f, — f pontonként X -en. Legyen régzitett
x € X-hez és € > 0-hoz N(g,x) a legkisebb olyan természetes szdm amire ha
n > N(e,x), akkor

|[ful2) = fl2)] <e.

Ekkor f, — f egyenletesen <= minden € > 0-ra sup,x{N(c,2)} < 0.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy f, — f egyenletesen. Legyen xy € X és € > 0,
ekkor van a feltételeknek megfelel6 N(e,xo), de az egyenletes konvergencia miatt
van olyan M () € R is hogy minden = € X -re

|[fn(2) = flz)] <e
ha n > M(e), specidlisan xy-ra is. Ezért N(e,x¢) < M(e), tehat
sup{N(e,z)} < M(e) < 0.
zeX

Most tegyiik fel, hogy ¢ > 0 és sup,cx{N(c,z)} < oo. Legyen M(e
sup,cx{NV(e,z)}. Emiatt ha n > M(e), akkor minden = € X-re n > N(e,z
tehat minden x € X-re |f,(z) — f(z)| < e.

OZ

Az el6bbi 1.12 allitasbél egyszertien adédik a kovetkezd.

Allitas 1.13. Tegyiik fel, hogy f, — f pontonként X -en. Legyenek valamilyen
ke N-re Ay,..., A, olyan X -beli halmazok, hogy

k
i=1
Ha minden i = 1,...,k-ra f, — [ egyenletesen az A; halmazon, akkor f, — f
egyenletesen az egész X -en is.
Bizonyitas. Az 1.12 allitds szerint minden ¢ > 0-ra és minden ¢ = 1,...,k-ra

sup,e4,{N(e,2)} < K; valamilyen K; € R-el. De mivel
sup{N(e,z)} < max{K;},
reX

1<i<k

ezért sup,cx{N(e,z)} < o00. O



2. Adott tulajdonsaggal rendelkezo fliggvényekbol allo
fliggvénysorozatok

A kovetkezdkben azzal a problémaval foglalkozunk, hogy ha az X -en értelmezett
[fn] fliggvénysorozat tagjai mind rendelkeznek egy adott tulajdonsaggal és [f,] tart
f-hez X-en, akkor az f fiiggvény rendelkezik-e ezzel a tulajdonsiggal.

2.1. Folytonos fliggvények.

Tétel 2.1. Legyen X C R. Ha az f,: X — R figguények folytonosak és
egyenletesen tartanak eqy f: X — R fligguényhez, akkor f is folytonos.

Bizonyitas. Elég megmutatni, hogy ha zy € X tetszoleges pont, akkor f
folytonos xg-ban. Legyen ¢ > 0 rogzitett, ekkor kell taldlni xy-nak egy olyan
U, nyilt kérnyezetét, hogy ha x € U,, N X, akkor |f(z) — f(xo)| < €.

Legyenek z € X es n € N tetszolegesek. Ekkor
f(SL’) - f(SC()) = f(x) - fn(x) + fn(x) - fn(xo) + fn(xo) - f(x0>v

tehat

[f (@) = fwo)| < [f(x) = ful@)] + | ful2) — fulzo)| + [fn(w0) — f(z0)].

Mivel f, — f egyenletesen X -en, ezért az elébb rogzitett e-hoz létezik N(e) hogy
minden n > N(g)-ra és x € X-re |f(x) — fu(z)] < 5. Emiatt

2e

£@) — fao) < 5

+ | fne) (@) = fve (o)l
is teljesiil minden x € X -re.

MiYel az fn(e) fuggvény is folytonos, ezért £-hoz létezik olyan U,, kornyezet,
hogy minden x € Uy, N X-te |fn)(z) — e (wo)] < 5.

De akkor minden z € U,, N X -re
|f (@) = flzo)| <,
tehat az f fliggvény folytonos xg-ban. O

Megjegyzés 2.2. A bizonyitdasbdl az is latszik, hogy ha csak annyit tesziink
fel, hogy az f,-ek folytonosak egy xy pontban és f,, — f egyenletesen, akkor abbdl
kovetkezik, hogy f is folytonos zg-ban.
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2.2. Riemann integralhato fliggvények.

Emlékeztetiink, hogy egy [a, b] kompakt intervallumon értelmezett f: [a,b] — R
fiiggvény pontosan akkor Riemann integrélhatd, ha korlatos és minden € > 0-hoz
létezik olyan felosztésa az [a,b] intervallumnak Iy, ... I, részintervallumokra, hogy

ZA (L) sup {|f(z) = f(y)]} <,

z,y€ly
ahol A\(Iy) jeldli az I intervallum hosszat.

Tétel 2.3. Az [f.] fiiggvénysorozat minden tagja Riemann-integrdlhato [a,b]-n
és fn — f egyenletesen |a,b]-n = f is Riemann-integrdalhatd [a,b]-n és

b b
lim fn:/ f

Bizonyitas. Tetszoleges N € N-re
[f(@) = f)| < [f(z) = v (@) + | fn(@) = v @)+ [ ly) = F()l-

Mivel f, — f egyenletesen [a,b]-n, ezért minden ¢ > 0-hoz létezik olyan N(e),
hogy minden n > N(e)-re és x € [a,b]-re |f(z) — fu(x)] <e.

Ezekbdl kovetkezik, hogy ha J egy tetszéleges részintervalluma |[a, b]-nek, akkor
minden z,y € J-re

|f(z) = f(y)| <2+ |fne (@) = fne W)l
De ekkor

(2.1) Sup{\f( )= fW)l} <26+ SUP{\fN(a( ) = fne W)}

z,y€J z,yeJ
is teljesiil. Ebbél a J = [a,b] vélasztdssal konnyen latszik az is, hogy f korlatos,
mert fy() korldtos hiszen Riemann integralhato.

Mivel az fy( fliggvény Riemann integralhato [a, b]-n, ezért van olyan I, ..., I,
felosztésa az [a, b] intervallumnak, hogy

Z)‘ (Ix) sup {|fne () = fne W)} <e.

z,y€ly

De ekkor (2.1) miatt

n

Z)\ (I) sup {|f(x) = fF)|} <Y A(Ip) (25+ sup {|fne (r) — fN(e)(y)‘}> =

z,yEely h—1 z,yel}

(b— a25+z>\ (1) sup {|fxe (@) — fyvo @)} < (b—a)2e+e = (2(b—a) + 1),

k=1 z,yel}

ami azt mutatja, hogy f is Riemann integralhato.



Meg kell még mutatnunk, hogy lim,_,. f; fn = fab f. Mivel f, — f egyenlete-
sen az [a, b] intervallumon, ezért az

n— sup {|f(x) — fu(2)|}

z€[a,b]

szamsorozat 0-hoz tart ha n — oco. Ezért

[ [ al=|[ -] [11-n1<0-0 o150 - fwp -0

z€[a,b]

ha n — oo. Tehat lim, .o [ fo= [ f. O

Példa 2.4. Ha az f, fliggvények Riemann integralhaték és f,, — f pontonként,
abbdl nem kovetkezik, hogy f is Riemann integralhatd, még akkor se ha f korlatos.
Példaul legyen f(xz) =1 ha x € [0, 1] raciondlis és f(x) = 0 ha = € [0, 1] irracionalis.
Ez az f fiiggvény nem Riemann integralhatd, de mivel csak megszamlalhaté sok
raciondlis szdm van, ezért konnyen konstrualhatunk olyan Riemann integralhaté
fiiggvényekbdl allé [0, 1]-en értelmezett f, fliggvénysorozatot, amelyik pontonként
tart f-hez. Ugyanis rendezziik sorozatba a [0, 1]-beli raciondlis szdmokat, legyen
ez a szamsorozat [a,]. Ekkor legyen f,(z) =1 ha = € {a,...,a,}, es fuo(z) =
0 kiilonben. Ezek az f, fliggvények Riemann integralhaték, mert korlatosak és
csak véges sok szakadasi pontjuk van, és nyilvan pontonként, de nem egyenletesen
konvergélnak f-hez.

Példa 2.5. Olyan Riemann integralhat6 [a, b]-n értelmezett fliggvényekbdl allé
[fn] fliggvénysorozat is létezik, ami nem konvergdl egyenletesen, hanem csak pon-
tonként egy Riemann integralhato f fiiggvényhez, mégis fab fn— f; f ha n— oco.
Példaul legyen [a,b] = [0,1] és f,(z) = ™. Ekkor f, csak pontonként tart az f
fiiggvényhez, ahol f(z) =0 ha 0 <z <1 és f(1) = 1. Ugyanakkor

1 n+l 71 1
/:B"dx: v = —0
0 n+1], n+l

ha n — oo és persze az is igaz, hogy

/Olf:().

Példa 2.6. Konstrualhatunk olyan Riemann integrélhaté és folytonos [0, 1]-
en értelmezett nemnegativ fiiggvényekbdl allé [f,] fiiggvénysorozatot is, ami pon-
tonként tart az azonosan 0 fliggvényhez, aminek persze 0 a Riemann integralja,

de
1
/ fo o a,
0

ahol a eldre adott akdrmilyen 0 < o € R vagy ahol o = o0.

Abban az esetben, ha 0 < a € R, akkor legyen

fulz) = 4an’x



1
ha 0 <z < 5-, legyen

£.(2) = —dan? (:c _ 1)

n

ha £+ <2 < % és legyen

t fulz) =0

ha x > 1/n. Ekkor f, folytonos fliggvény, fol fn = «, de [f,] pontonként tart az
azonosan ( fliggvényhez, aminek persze 0 az integralja.

Ha meg o = oo, akkor az el6bbi 4an’z és —4an? (z — 1) helyett

ondr-et

1
7% <l’ — —) -et
n

véve fol fn = % ami persze tart co-hez, de megint csak [f,,] pontonként tart 0-hoz.

és

2.3. Differencialhato figgvények.

A Riemann integral utan a derivalhatosagot is megvizsgaljuk. Meglep6 modon
nem a fliggvénysorozat egyenletes konvergencidja lesz fontos, hanem a derivaltfiggvények
egyenletes konvergencidja. Sot, a fiiggvénysorozat konvergenciajat elég csak egyetlen
egy pontban feltenni.

Emlékeztetiink, hogy egy f fliggvényt akkor neveziink differencialhatonak egy
[a,b] kompakt intervallumon, ha a # b, az f differencidlhaté az (a,b) nyilt inter-
vallumon és f balrdl ill. jobbrdl differencialhaté a-ban ill. b-ben.

Példa 2.7. Nem nehéz példat mutatni olyan [—1, 1]-en értelmezett [f,] fiiggvénysorozatra,
ami az f(z) = |z| fliggvényhez egyenletesen konvergdl [—1, 1]-en, de az f,, fiiggvények
mindentitt differencidlhatok. Legyen ugyanis

Y v

ha —1 < z < 1. Ekkor nem nehéz belatni, hogy f, — f egyenletesen és ny-
ilvanvaloan mindegyik f, differencidlhaté, mig az f fiiggvény nem differencidlhato
a 0-ban.

Tétel 2.8. Tegyiik fel, hogy

e az f, fugguények folytonosan differencidlhaték a kompakt [a,b] intervallu-
mon,

o cgy valamilyen x € [a,b]-re az [f.(zo)] szdmsorozat konvergens és

e az f! derivdltfigguények egyenletesen tartanak valamihez az [a,b] interval-
lumon.
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Ekkor [ f,] egyenletesen tart az [a, b]-n valamilyen folytonosan differencidlhato f: |a,b] —
R fiigguényhez és [fl] is egyenletesen tart az [a,b]-n f'-hoz.

n

Bizonyitas. A tétel feltételei szerint az f], derivaltfiiggvények egyenletesen tar-
tanak valamilyen g: [a,b] — R fiiggvényhez. Mivel az f figgvények folytonosak,
ezért a 2.1 tétel szerint g is folytonos [a, b]-n. Legyen

amzép

a g egy integrélfiiggvénye. A G derivalhaté [a, b]-n, mert g ott folytonos, és G' = g.

Jelolje o € R az [fn(xo)] szdmsorozat hatarértékét. Legyen az f: [a,b] — R
fliggvény ugy definidlva, hogy
f(z) = a+ G(z).
Ekkor f differencidlhaté [a,b]-n és f' = g, ezért f folytonosan differencialhato
[a,b]-n. Az is teljesiil, hogy f(xo) =

Mivel f" = g, ezért nyilvan [f]] egyenletesen tart f’-hoz. Meg kell még mutat-
nunk, hogy [f,] egyenletesen tart az f-hez. Az f/ fiiggvények folytonosak és igy
Riemann integralhat6ak, ezért a Newton-Leibniz szabély alapjan minden x € [a, b]-
re

l&ﬂznm—nmx

:3£ﬂ+n@w

Ugyanakkor f(z) =a+ [ ;; g, és ezekbdl az kovetkezik, hogy minden x € [a, b]-re

‘gw—m

tehat

[f (@) = ful@)] <l = ful(2o)| +

sm—nmna/m—ﬁy

Mivel
/Ngf|§/m < (=) s (lo— f1)
ezért az
= |a = fu(wo)| + (b —a) xilffb]ﬂg — fu}
jeloléssel

|f(z) = fulz)| < &n

minden x € [a,b]-re. Nyilvan az [g,] szdmsorozat 0-hoz tart ha n — oo, igy [f,]
egyenletesen tart az f-hez. O

Az el6z6 tételt kicsit dtfogalmazva egyszertien kapjuk a kovetkezd allitast.

Tétel 2.9. Teqgyiik fel, hogy
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e az f, figguények folytonosan differencidlhatdk a kompakt [a,b] intervallu-
mon,

e az [fa] figguénysorozat pontonként konvergdl egy f figguényhez az |a, b
intervallumon és

e az f! derivdltfigguények egyenletesen tartanak valamihez az [a,b] interval-
lumon.

Ekkor f folytonosan differencidlhato, [f,] egyenletesen tart f-hez és [f]] is egyen-
letesen tart f'-hoz.

Bizonyitas. Az el6bbi 2.8 tétel szerint (mivel [f,] konvergens valamilyen z, €
[a,b] pontban) az [f,] fliggvénysorozat egyenletesen tart valamilyen folytonosan
differencialhato fliggvényhez, de akkor pontonként is. Ebbdl nyilvan kovetkezik,
hogy ez a fiiggvény az f, mert a hatarérték mindig egyértelmii ha létezik. Ebbdl
kovetkeznek a tétel allitasai. O

2.4. Fliggvénysorok.
Definicié 2.10 (Fiiggvénysor). Legyen X C R. Azolyan [s,] fliggvénysorozatot,

amelyik
=2 e
k=1

alakt, ahol minden k € N-re fi,: X — R egy X-en értelmezett fliggvény, X-en
értelmezett fiiggvénysornak nevezziik. Ilyenkor az [s,| fliggvénysorozatot ) f,.-
el vagy >, fu-el, esetleg értelemszertien 3 - f,-el is? jeloljiik. Ha egy X-en
értelmezett ) f, fiiggvénysor konvergens az X halmazon, akkor azt a » -, f,-
el jelolt fiiggvényt, amelyik egy = € X ponthoz a ) ., f.(x) numerikus sor
hatarértékét rendeli, a fiiggvénysor osszegfiiggvényének nevezziik.

Megjegyzés 2.11. Gyakran az f, figgvényeket egyszeriibb csak valamilyen
x-t6l fliggd formulaval megadni. Ilyenkor a fiiggvénysort szokas z-tol fiiggd for-
muldval megadni, példéul Y a", Ssin(z), Y., L, stb. Hogy ez mikor jeldl
mégis numerikus sort (valamilyen x értékre) és mikor valamilyen fiiggvénysort, arra
esetenként felhivjuk a figyelmet, amikor ez nehezen érthetd vagy fontos kiilonbséget
tenni.

Megjegyzés 2.12. Az eddig fiiggvénysorozatokra bizonyitott tételek nyilvan
fliggvénysorokra is érvényesek. Megfogalmazzuk a legfontosabb tételeket, amelyek
egyszeri kovetkezményei a fiiggvénysorozatokra vonatkozé megfeleld tételeknek.

Tétel 2.13. Ha az f,: X — R figguények folytonosak és a > f, fiiggvénysor
egyenletesen konvergens, akkor a Y " fn flgguény is folytonos.

2Ahol 0 < 1 € N egy rogzitett egész szam.
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Tétel 2.14. Legyen [a,b] egy kompakt intervallum. Ha az f,: [a,b] — R
figgvények Riemann integrdlhatok és > f, egyenletesen tart f-hez, akkor f is Rie-

mann integrdlhatd és fabf =3, fab fn.

Tétel 2.15. Legyen [a,b] egy kompakt intervallum. Ha az f,: [a,b] — R
fliggvények folytonosan differencidlhatdok [a,bl-n, a > f. fliggvénysor konvergens
és a Y fr figgvénysor egyenletesen konvergens, akkor az f =" ", f. figgvény is
folytonosan differencidlhatd és f'=3"0" fh.

3. Cauchy kritérium és Weierstrass féle egyenletes
konvergencia tétel

Allitas 3.1. Az f,: X — R fiiggvényekbdl dllé [fn] fliggvénysorozat pontonként
konvergens <= |[f,| pontonként Cauchy sorozat.

Bizonyitas. Minden x € X-re az [f,(x)] szdmsorozat pontosan akkor konver-
gens, ha Cauchy sorozat. Ebbol nyilvanvaléan kovetkezik az allitas. 0

Megjegyzés 3.2. Ugyanez a tétel érvényes fliggvénysorokra is.

Allitas 3.3. Az f,: X — R figguényekbdl dllé [fn] fliggvénysorozat egyen-
letesen konvergens <= minden € > 0-hoz van olyan N € N, hogy barmilyen
n,m > N esetén minden x € X -re |f(z) — fu(x)] <e.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy az [f,] fiiggvénysorozat egyenletesen tart az f
fliggvényhez. Ekkor minden € > 0-hoz van olyan N € N, hogy barmilyen n,m > N
esetén minden x € X -re

|[fn(x) = f2)] <

[ fm(2) = f(2)] <

NI D™

De ekkor minden z € X -re

|[fm () = fu(@)| < |fm(2) = f(2)| + [ful2) = f(2)| <&,

amibdl kovetkezik az allitéas.

Ha meg azt tessziik fel, hogy minden ¢ > 0-hoz van olyan N(¢) € N, hogy
barmilyen n,m > N(e) esetén minden =z € X-re |f.(x) — fu(x)] < e, akkor
mivel ezek szerint minden x € X-re az [f,(x)] szdmsorozat Cauchy sorozat, ebbdl
kovetkezik, hogy minden z € X-re az [f,(z)] szdmsorozat konvergens. Jeldlje a
hatérértéket f(x).

Ekkor az
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szamsorozat konvergens ha m — oo és a hatarértéke |f(z) — fn(2)].

De akkor a feltétel szerint létezé N(e)-ra fenndll, hogy minden = € X-re és
n > N(e)-ra |f(z) — fu(z)| < e, ami azt jelenti, hogy az [f,] fliggvénysorozat
egyenletesen tart az f fiiggvényhez. O

Allitas 3.4. Legyenek f,: X — R adott figgvények. A > f. figgvénysor
egyenletesen konvergens <= minden € > 0-hoz van olyan N € N, hogy barmilyen

n>N éspéeN esetén minden v € X-re | Y120 | fu(z)] <e.

Bizonyitas. Kovetkezik az el6z6 3.3 allitasbol, ha m = n + p. O

Tétel 3.5 (Weierstrass kritérium). Legyen [f,] egy fiiggvénysorozat. Ha valami-
lyen > a, konvergens nemnegativ tagi sorral minden x € X -re és n € N-re teljesiil,
hogy |fn(x)| < an, akkor a > f, figguénysor egyenletesen konvergens.

Bizonyitas. Haa ) a, sor konvergens, akkor az is teljesiil, hogy minden € > 0-

hoz van olyan N € N, hogy barmilyen n > N és p € N esetén ZZIZH ap < €.
De mivel akkor minden x € X -re
n—+p n—+p n—+p
Yo h@| <Y A< ) a<e,
k=n+1 k=n+1 k=n+1
ezért az el6z6 3.4 allitds szerint a Y f, fiiggvénysor egyenletesen konvergens. U

Példa 3.6. A Weierstrass kritérium alapjan a
sin nx
>
n>1

fliggvénysor egyenletesen konvergens az egész R-en, mert minden x € R-re

sin nx 1
n3/2 | = 372
és a
>
3/2
n
n>1

sor konvergens.

4. Abel és Dirichlet féle egyenletes konvergencia tétel

A kovetkezokben > f,.g, alaki fliggvénysorok egyenletes konvergencidjaval foglalkozunk,
ahol [f,] pontonként monoton fliggvénysorozat.
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Lemma 4.1. Legyen p € N és ay,...,ap,b1,...,b, €R. Legyen B; = by +-- -+
b, 1 <1 <p. Ekkor

Zazb = a,B, —I—Z a; — a;+1)B

Bizonyitas. Legyen By = 0. Ekkor

—1
iaibi = iai(Bi —Bi_1) = i a;B; — i a;Bi_1 = i&sz’ - pzai—i-lBi =
=1 =1 =1 =1 j =0

a, By +Z a; — a;+1)B

O

Lemma 4.2. Legyen p € N és ay,...,ap,b1,...,b, € R. Legyen B; = by +-- -+
bi, 1 <1 <p. Tegyiik fel, hogy az a;-k monoton sorozatot alkotnak i =1,... p-re,
és tegyiik fel, hogy létezik olyan 0 < A, B € R, hogy |a;| < A és |B;| < B minden
1=1,...,p-re. Ekkor

< 3AB.

b

Bizonyitas. Az el6z6 4.1 lemmat felhasznalva

p
E a'ibz
=1

Mivel az a; — a;11-ek egyezo eldjeliiek, ezért

p—1
i| SAB+BY |a; — ain|.

1=1

a, By, + Z —a;41)B

p—1

E a; — Q41

=1

p—1
AB+B) |a;—ain| = AB+ B

i=1

= AB + Bla; — a,| < 3AB.

O

Definicié 4.3 (Egyenletesen korlatos fiiggvénysorozat). Legyen X C R. Az
X-en értelmezett [f,] fliggvénysorozat egyenletesen korldtos az X-en, ha létezik
olyan K € R, hogy minden n € N-re és z € X-re |f,(z)| < K.

Tétel 4.4 (Abel féle egyenletes konvergencia tétel). Ha az [f,] fiiggvénysorozat
pontonként monoton és egyenletesen korldatos X -en, a Y g, figguénysor meg eqyen-
letesen konvergens X -en, akkor a > fngn fliggvénysor egyenletesen konvergens X -
en.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy az [f,| fliggvénysorozat egyenletesen korldtos egy
0 < K € R-el. Ekkor a > g, egyenletes konvergencidja miatt minden & > 0-hoz
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létezik olyan N € N, hogy minden n > N-re, p € N-re és x € X -re

n+p c
Z gr(x)| < 3K
k=n+1

Ezért az el6z6 4.2 lemma alapjan minden n > N-re, p € N-re és x € X -re

n—+p

> filz)gi(w)

i=n+1

g
<3K-- —-.
sskap=¢

Tehét a Y fng, fliggvénysor egyenletesen konvergens. O

Tétel 4.5 (Dirichlet féle egyenletes konvergencia tétel). Ha az [f,] figgvénysorozat
pontonként monoton és egyenletesen tart 0-hoz X -en, a »_ g, figgvénysor egyen-
letesen korldtos X -en, akkor a > fngn flgguénysor egyenletesen konvergens X -en.

Bizonyitas. Legyen ¢ > 0. Mivel [f,] egyenletesen tart 0-hoz, ezért létezik
olyan N € N, hogy minden n > N-re és v € X-re |f,(2)| < g%. Ugyanakkor
minden 1 < 5 < p-re

Z 9i(x)| = Zgi(:):)—Zgi(x) < Zgi(x) + Zgi(z) < 9K.

Most alkalmazzuk a 4.2 lemmat tetszéleges n > N, p € N és x € X mellett

fn-i—l(x)a ) fn-i-p(x)a gn+1(I)a st >gn+P(x)'re'

Ekkor
n—+p c
2 filo)gile)| < 352K =<
i=n-+1
O
Példa 4.6. Azt mar lattuk, hogy a
sin nx
>
n>1
figgvénysor egyenletesen konvergens az egész R-en. Ha f(z) = > 7, Si?;f az

osszegfiiggvény, akkor az f fiiggvény folytonos, de felmeriil a kérdés, hogy az f dif-
ferencialhat6-e? Az eddigi tételeink alapjan elég azt bebizonyitani, hogy a tagonkénti
differencialassal nyert
N COS NI cosNx

DD D Dh

n>1 n>1
fiiggvénysor egyenletesen konvergens. A Weierstrass kritérium itt nem hasznalhato,
mert a ) o, # sor divergens. De a Dirichlet féle egyenletes konvergencia tételbdl
kénnyen latszik, hogy > -, i egyenletesen konvergens minden [d, 27 — d] inter-
vallumon, ahol § > 0 akarmilyen szdm. Ebb6l kovetkezik, hogy f differencidlhato
legaldbbis a (0, 27) intervallumon.
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Ahhoz, hogy a Dirichlet féle egyenletes konvergencia tételt hasznalhassuk, gon-
doljuk meg a kivetkezdket. Mivel az 1/n'/? sorozat monoton és tart a 0-hoz, elég
azt belatni, hogy a Zn21 cosnz figgvénysor egyenletesen korlatos.

Lemma 4.7. Minden x € (0,27)-re

1
Z coskx| <
sin §
k=1
Bizonyitas.
- 1

2sing;cos(lm Z2sm—cos (kx) Zsm (( ) :c) —sin ((k;— 5) x) ,
mert

2cosasin f = sin(a + () — sin(a — )
teljesiil minden «, 3 € R-re. De

S (1)) (s 3)) = (+5) ) 0

zn:cos(kx) _ sin ((n+3) z) 1

QSing 2

ha 2z € (0,27). EbbSl azt kapjuk, hogy

icoslm _ sin((n+l):v) 1 - sin((n+%)x) +1<
— QSm2 2| QSing 2
sm(( ) ) 1 < 1 n 1 1
2sin § 2‘sin§‘ - Q‘Sin%‘ Q‘Sin%‘ n sin &

O

Ebbél mér kévetkezik, hogy akdrmilyen § > 0-ra minden z € [§, 2m — §] esetén

n —_

2
Tehat a ) ., cosnz sor egyenletesen korldtos a [d, 2 — 4] intervallumon és igy a
Dirichlet féle egyenletes konvergencia tétel miatt az

. sinnx
flz) = Zl n3/2
fiiggvény differencialhaté a [0, 2r—4] intervallumon, de akkor a (0, 27) intervallumon
is.
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5. Hatvanysorok

5.1. Hatvanysor konvergencia halmaza.

Definicié 5.1 (Hatvénysor és konvergencia sugér). Legyen [a,],>0 egy szdmsorozat
és xp € R. Ha [f,]n>0 egy olyan, az egész R-en értelmezett fiiggvénysorozat, ahol

fo(z) = ay(z — x0)™, akkor az
> I

n>0
fliggvénysort hatvanysornak nevezzik és altalaban
Z an(x — x0)"-el
n>0

jeloljik. Legyen
1

~ limsup,,_ (Jan|V")

ha 0 < limsup,,_, (Ja,|"/") € R, legyen
R =00
ha limsup,,_, (|a,|"™) =0 és legyen
R=0
ha limsup, ., (|an|"/") = co. Ekkor R-et a Y om0 @n(T — 20)" hatvanysor konver-

gencia sugaranak nevezziik.

Megjegyzés 5.2. Mivel 0° definicié szerint 1, és 0" = 0 ha n > 1, ezért egy
hatvanysor mindig konvergens az z, pontban és a hatarértéke a > -, a,(xo—20)" =
Y om0 @n0" numerikus sornak ag.

Fontos kérdés, hogy milyen ¢ € R szdmokra konvergens a ) -, an(t — x0)"
numerikus sor. A kovetkezd tétel miatt hasznédljuk a konvergencia sugar elnevezést.

Tétel 5.3. Legyen Y - oan(x — x0)" egy hatvdnysor. Ha t € R olyan, hogy
[t — x| < R, akkor a 3, - oan(t — x0)" numerikus sor abszolit konvergens. Ha
pedig |t — xo| > R, akkor divergens.

Bizonyitas. Ha
0 < lim sup (|an|1/") € R,
akkor |t — xg| < R esetén
lim sup (|a, (t — z)" |1/") = |t — xzo|lim sup (\an|1/") =|t—z| /R <1,

ezért a Cauchy gyokkritérium miatt a ) ~qa, [t — To|" numerikus sor konvergens.
Hasonl6éan kapjuk, hogy |t — x| > R esetén divergens.



16
Ha
limsup (|a,|"/") = 0,
akkor minden t € R-re
lim sup (|a,, (t — z)" |1/") = |t — x| lim sup (|an|1/") =0<1,
ezért megint a Cauchy gyokkritérium miatt a > ., a, [t — o|" numerikus sor kon-
vergens. N
Ha pedig
limsup (Ja,|'/") = o,
akkor minden rogzitett |t — x| > 0 esetén
lim sup (|an (t —x0)" |1/") = lim sup (\an\l/” |t — :c0|) = 00,

tehat megint a Cauchy gyokkritérium miatt a » o, an |t — zo|" numerikus sor di-
vergens. - O

Definicié 5.4 (Konvergencia intervallum). Ezek szerint azok a t € R szamok,
amikre a ) ., a,(t — xo)" numerikus sor konvergens, egy intervallumot alkotnak.
Ezt az intervallumot a hatvanysor konvergencia intervalluménak (vagy konvergencia
halmazanak) nevezziik és K -val jeloljiik.

Megjegyzés 5.5. Ha 0 < R € R, akkor
(ZL’Q —R,ZL'0+R) - K - [ZL’Q —R,ZL'Q—I—R].

Lehet, hogy K tartalmazza az zo — R vagy xo + R hatarpontokat, de az is lehet,
hogy nem. Ha R = 0, akkor

K= {ZL’()}
Ha pedig R = oo, akkor
K =R.
Példa 5.6. A
(=1 1 1y 1 +1

o, YW > L oy L

e = n+1 n20n+1 = (n+1)
hatvanysorok konvergencia intervallumai (—1,1), (—1,1], [-1,1) es [-1,1]. A

konvergencia sugara mindegyiknek 1.

Példa 5.7. Az el6z6 tétel csak az (zg — R, xo+ R) nyilt intervallumban mondja
meg, hogy ott a hatvanysor abszolit konvergens. Az xy+ R pontokban a hatvanysor
lehet abszolut konvergens, feltételesen konvergens vagy divergens is. Példaul

—1)
Z( )xn+1
n+1

n>0

csak feltételesen konvergens az x = 1 pontban, de
1

P

= (n+1)

abszolut konvergens x = +1-ben.
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Egy fliggvénysor egyenletes konvergenciajanak bizonyitasahoz a Weierstrass kritérium
és az Abel illetve Dirichlet féle egyenletes konvergencia tételek adnak eszkozt. Prébaljuk
ezekkel megvizsgalni, hogy egy hatvanysor konvergens-e az xq+ R hatarpontokban.

A Weierstrass kritériummal a kovetkezd tételt egyszeriien tudjuk bizonyitani.

Tétel 5.8. Legyen A C K az a halmaz, ahol a hatvanysor abszolit konvergens.
Ekkor a hatvanysor az A intervallum barmely kompakt részintervallumdn egyenlete-
sen konvergens.

Bizonyitas. Legyen 2o € R és 0 # r € R. Jelolje I,.(xy) az [z, xo + 7] in-
tervallumot ha r > 0 és az [zg + 7, 20| intervallumot ha r» < 0. Az 1.13 &llitas
alapjan elég belatni, hogy ha egy hatvanysor abszolut konvergens az xg + r pont-
ban, akkor a hatvénysor egyenletesen konvergens az I.(zg) intervallumban. A
> n>0 @n(T —x0)" hatvdnysor az xo+r pontban egyend a ), -, a,r" numerikus sor-
ral. Haa ) - gla,|[r|" numerikus sor konvergens, akkor mivel minden ¢ € I,(x)-ra

|an|[t = zo|" < anl[r]",
a Weierstrass kritérium alapjdn a ) - a, (2 — x0)" fiiggvénysor egyenletesen kon-
vergens az I,(x) intervallumon. O

Megjegyzés 5.9. A tételbél kovetkezik, hogy ha egy hatvanysor konvergencia
sugara oo, akkor a hatvanysor egyenletesen konvergens barmely korldatos intervallu-
mon, hiszen barmely korlatos intervallum benne van valamilyen kompakt interval-
lumban.

Példa 5.10. A ano W jl)Q ™! hatvénysor egyenletesen konvergens az egész
[—1, 1] konvergencia intervalluman, mert a (—1,1) intervallumon abszolut konver-
gens és az x = 1 pontokban is abszolit konvergens.

Ao %x”“ hatvénysor egyenletesen konvergens barmely [—1 46,1 — ¢]
intervallumon, ahol § > 0, mert abszolit konvergens a (—1,1) intervallumon. Az
x = 1-ben nem abszolut konvergens, de konvergens. Ezért kérdéses, hogy o > 0-ra
a [—14 0, 1] intervallumon egyenletesen konvergens-e. Az aldbbiakban l4tni fogjuk,

hogy igen.

A > 5oz" hatvanysor konvergencia intervalluma (—1,1), ahol

o0 . 1
;x T 11—z

és ez a hatvanysor egyenletesen konvergens barmely [—1 + 0,1 — 4] intervallumon,
ahol > 0, mert abszolit konvergens a (—1,1) intervallumon. Ugyanakkor nem
egyenletesen konvergens az egész (—1,1)-en, mert ha

m—+1

= 1—x
Sm(l’)zzxnzi
o 1—=x
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jeloli a részletosszegek sorozatat és

1
flr) = -2
az Osszegfliggvény (—1,1)-en, akkor példdul
1 1. 1-(1-1m 1 1\
(=)= f(1—=) = m) — m(1-— -
R i e (s R (o B (i) Ml

ha m — 0.

Az Abel féle egyenletes konvergencia tételt hasznaljuk a koévetkez6 allitas bi-
zonyitasaban.

Tétel 5.11. Egy hatvdnysor a konvergencia intervallumdnak minden kompakt
részintervalluman egyenletesen konvergens.

Bizonyitas. Legyen zp € R és 0 # r € R. Jelolje I.(z9) az [vo,zo + 7]
intervallumot ha r > 0 és az [zg + 7, zo] intervallumot ha r < 0. Az 1.13 allitds
alapjan elég belatni, hogy ha egy hatvanysor konvergens az xg + r pontban, akkor
a hatvanysor egyenletesen konvergens az I.(zg) intervallumban.

Ha a ) ., a,r" numerikus sor konvergens, akkor legyen minden n > 0-ra és
r € R-re f,(z) = (:”_fo)n, és legyen g,(r) = a,r". Ekkor ha x € I.(x), akkor
az [fn(2)]n>0 szdmsorozat monoton és minden n > 0-ra 0 < f,(z) < 1, tehat az
[fnln>o fliggvénysorozat egyenletesen korlatos I,.(z)-on.

Ugyanakkor a g, fiiggvények konstans fiiggvények minden n > 0-ra és igy a
> w0 In fliggvénysor nyilvén egyenletesen konvergens (akér az egész R-en is), mert
feltettiik, hogy a ano a,r"™ numerikus sor konvergens.

Ezért a > ~qan(z — x0)" = ano fngn fiiggvénysor egyenletesen konvergens

I.(z0)-on az Abel féle egyenletes konvergencia tétel miatt. O
Példa 5.12. A Y -, (;Jlr)ln ™! hatvdnysor konvergencia intervalluma (—1,1]

és ezért a hatvénysor egyenletesen konvergens barmely [—1 + ¢,1] intervallumon,
ahol 6 > 0.

5.2. Hatvanysor oOsszegfiiggvénye.

A fliggvénysorok Gsszegfiiggvényének folytonossagarol szélo 2.13 tételt a hatvanysorokra
alkalmazva a kovetkezd allitast nyerjiik.

Tétel 5.13. Egy hatvanysor osszegfiigguénye folytonos az egész konvergencia
intervallumban.
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Bizonyitas. Egy hatvanysor egyenletesen konvergens a konvergencia interval-
lum minden I kompakt részintervalluman, de mivel az x +— a,(z —xo)" fliggvények
folytonosak, a hatvanysor is folytonos I-n. A tétel egyszeriien kovetkezik abbdl,
hogy a hatvanysor konvergencia intervallumanak minden pontja benne van valami-
lyen I kompakt részintervallumban igy ott a hatvanysor folytonos. U

Allitas 5.14. Legyen k € N tetszbleges, ekkor a > >0 @n(T — 30)" hatvdnysor
konvergencia sugara eqyenld a k-szor tagonkénti derivdldssal kapott

> n(n—1)--(n—k+ay(z — z0)" "

hatvdnysor konvergencia sugardval.

Bizonyitas. Az allitast elég belatni & = 1-re, abbdl mar teljes indukcidval
kovetkezik minden k£ > 1-re is. A k = 1 esetben azt szeretnénk bizonyitani, hogy a

Z an(x — x0)"
n>0
hatvanysor és a tagonkénti derivalassal kapott
Z nay(x — x0)" " = Z(n + Dapi(x — z)"
n>1 n>0

hatvanysor konvergencia sugara egyenld. Ehhez nyilvan elég azt megmutatni, hogy

lim sup <|an|1/"> = lim sup <((n +1) |an+1|)1/") .

Mivel lim ((n + 1)1/") =1, ezért

lim sup <((n +1) \an+1\)1/n) = lim sup (\@n+1|1/n> .

Ugyanakkor nyilvanvaléan lim sup <|an+1|1/ ("+1)) = limsup <|an|1/ ") Tehét azt
kell bebizonyitani, hogy

lim sup <|an+1|1/("+1)) = lim sup <|an+1|1/n) )

n41
<|an+1|1/(n+1)) to= |an+1|1/n

és .
|an+1|1/(n+1) = <|a'n+1|1/n> " 9

ezért elég azt megmutatni, hogy ha [b,] egy nemnegativ tagi szdmsorozat, akkor
n41
limsup b,, < lim sup b,,"
és

limsup b, < limsupb;™".
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Ha [b,],>n a konstans 0 sorozat valamilyen N € N-re, akkor nyilvan teljesiilnek
ezek az egyenlotlenségek.

Tegyiik fel tehat, hogy végtelen sok n € N-re b, > 0. Legyen [b,, |r>0 egy olyan
részsorozata [b,]-nek, hogy limy_o b,, = limsupb,. Akkor az is nyilvan felteheto,
hogy [bn,| pozitiv tagi. Ekkor

nptl ng+1

—£"1Inb .
bn,* =e ™ " — lim b,
k—oo

ha k — oo. Tehat

n+1
limsupb,, < limsupb,™ .
Hasonloan

n
np+1 P lnbnk .
b =em — khm b,

ha k£ — oo, tehat
limsup b, < limsupb; ™.
O

Példa 5.15. Egy hatvanysornak és a tagonkénti differencidlasaval kapott hatvanysornak
a konvergencia intervalluma nem biztos, hogy ugyanaz. Példaul a

I.TL
2%

n>1
hatvénysor konvergens az z = —1 pontban, de a »_ .,z" hatvdnysor, amit a
tagonkénti derivalasaval kapunk, divergens az x = —1-ben. Vagy a
xn
>
n>1

hatvanysor abszolit konvergens xz = 1-ben, de a tagonkénti derivalassal kapott

xn 7z . _
> n>0 np7 hatvanysor divergens az x = 1-ben.

Tétel 5.16. Legyen ), -, an(z —x0)" egy hatvdanysor, jelslie K a konvergencia
halmazat és R a konvergencia sugardt. Jelolje K' a tagonkénti derivaldssal kapott
> ns1 (= x0)" " hatvdnysor konvergencia halmazdt. Ekkor

(1)
(ZL’O—R,ZEQ—I—R) QK’ QK
és
(2) ha R > 0, akkor a ), oqan(x — x9)" hatvdnysor K konvergencia halmazdn
értelmezett

f(x) = Zan(x — xo)"

osszegfiigguény folytonosan differencidlhato a K' halmazon és

f(z) = Znan(x — )" !



minden © € K'-re.

Bizonyitas. A K’ halmaz minden z4-at tartalmazé I kompakt részintervalluman

a tagonkénti derivdldssal kapott >, na,(x —x)" " hatvdnysor egyenletesen kon-
vergens, és mivel mg-ban a Y. _,a,(z — xp)" hatvdnysor biztosan konvergens, a
fiiggvénysorozatok differencialasarol sz6l6 2.8 tétel miatt Y. o an(z — 20)" egyen-
letesen konvergens az [ halmazon, és ha f jeloli az Osszegfiiggvényt, akkor f
folytonosan differencidlhaté I-n és minden z € I-re f'(z) = > .07 na,(x — xo)"*.
De mivel [ C K’ tetszéleges xg-at tartalmazé kompakt intervallum, ezért minden
x € K'-re

f(z) = Z na,(z — x0)" .

Teljes indukcioval nyilvanvaléan addédik a kovetkezo allitas.

Kovetkezmény 5.17. Az f(x) = > " an(x—x0)" akdrhdnyszor differencidlhato
(o — R,x0+ R)-en és

e}

f(k)(x) = Zn(n — 1) e (n —k+ 1)CLn(JI _ xo)n—k

n=~k
minden x € (rg — R, o + R)-re.
Példa 5.18. A ) 2" hatvdnysor konvergencia intervalluma (—1,1) és az

Osszegfiiggvénye ﬁ . Az el6z6 tételeket hasznalva tagonkénti derivaldssal azt kapjuk,
hogy

1 o . o
TP TP P
Példaul ha x = 1/2, akkor azt kapjuk, hogy
“n+1
n=0

Tagonkénti tobbszori derivaldassal meg azt, hogy

(—1)k+1k' > n—k
g =) _nn—=1)--(n—k+1)a" "
(1-a)* Z

Ha (Z) jeloli az
nn—1)--(n—k+1)
k!

S-S0

n=~k n=0

szamot, akkor
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Tétel 5.19. Egy hatvinysor f(x) =Y~ a,(x — x¢)" dsszegfigguénye minden
I C K kompakt részintervallumban Riemann integrdlhato és

gan /1(5’3 — xp)"dr = /If(if)dg:

Bizonyitas. Az f fiiggvény folytonos az egész K konvergencia intervallumban,
ezért minden I C K kompakt intervallumon Riemann integrédlhaté. De mivel a
hatvanysor egyenletesen konvergens /-n, a hatvénysor tagonként integralhaté és a
> ns0 @n [i(x = x0)"dz numerikus sor tart [; f(z)dz-hez. O

Példa 5.20. Haa ano a,x™ hatvanysor konvergencia sugara R > 0 és Osszegfiiggvénye

o
= E a,r",

n>0

akkor minden z € (—R, R)-re

T e} T [ele] tn+1 x [e’e) N
t)dt = .| tdt = . = npntl
/Of() Z@/O D e [n+1L nZon

n=0 n=0 =0

Példa 5.21. A " ., (—1)" 2™ hatvdnysor konvergencia intervalluma (—1,1) és
Osszegfiiggvénye -

n=0
Ha z € (—1,1), akkor
= (=1)" r? a3
5.1 —dt In(1 =r——4+—=——---.
(5.1) / n(l+ ) ;714’1 =x 2+3

Ez a Zn>0 ~ +1 2™ hatvdnysor konvergens az x = 1-ben, mert akkor egy Leib-
niz sort kapunk, és divergens az x = —1-ben, tehdt a konvergencia intervalluma
(—1,1]. Az (5.1) egyenléség csak = € (—1,1)-re kévetkezik az el6bbi tételbSl. De

kénnyen ldthat6, hogy akkor x = 1-re is igaz, mert In(z +1) isésa > -, %x"*l
hatvanysor is folytonos az x = 1-ben. Tehat
= (—=1)" 11
n2 = S
" ; n+1 573
Példa 5.22. Mivel minden z € (=1,1)-re 7= = > (—1)" 2", ezért = helyére

t2-et frva azt kapjuk, hogy minden t € (—1,1)-re

1

1+¢2 (=1

NE

3
Il
=)



és igy minden x € (—1,1)-re

T 1 oo x2n+l :L..3 LUS
/0 Trpdt=atg@) =) ()" gy =e - g

n=0

Ez a hatvanysor az x = £1-ben is konvergens, ezért az Osszegfiiggvény folytonos is
x = £1-ben. Mivel arctg(x) is folytonos x = +1-ben, azt kapjuk, hogy
1 1

%:arctg(l):1—§+g—~-~.

6. Taylor sor

A kovetkezokben egy adott f fliggvényhez probalunk olyan hatvanysort taldlni,
aminek f az Osszegfliggvénye.

Tétel 6.1. Ha egy > -, an(x —x0)" hatvdnysor konvergencia sugara R > 0 és
osszeqfiigguénye f, akkor

f(n) ()

Ay = T
n.

Y

tehdt f(x)=>""", f(n;(!mo) (x — x0)™ az egész konvergencia intervallumban.

Bizonyitas. Egy hatvanysor tagonként differencidlhaté minden = € (xo—R, xo+
R) esetén. Ezért az errél szolé tétel szerint
FO )= nn—1)---(n—k+ Dan(ze — x0)" % = klag.
n=~k
O

Definicié 6.2 (Analitikus fliggvény). Legyen zy € R és legyen f egy olyan
fliggvény, ami értelmezve van az zo-nak valamilyen kornyezetében. Ha van egy olyan
Y >0 @n(T—20)" hatvanysor, hogy valamilyen § > 0-ra minden = € (z¢—d,z9+0)-
ra

fla) = anlz = o),

akkor az f fiiggvényt az xy pontban analitikus fiiggvénynek nevezziik. Ha az f
értelmezve van egy I nyilt intervallumban és f az [ minden pontjaban analitikus,
akkor az f fliggvényt az I intervallumban analitikus fiiggvénynek nevezziik.

Allitas 6.3. Egy xo € R-ben analitikus fiigguény akdrhdnyszor differencidlhato
az ro eqy kornyezetében.
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Bizonyitas. Az allitas egyszertien kovetkezik abbdl, hogy egy xq kozepl és
pozitiv konvergencia sugari hatvanysor akarhanyszor differencialhaté az xo egy
kornyezetében. U

A tovébbiakban azt a kérdést vizsgaljuk, hogy egy xg € R egy kornyezetében
akarhanyszor differencialhaté fliggvény analitikus-e zg-ban, tehdt hogy ilyenkor
létezik-e olyan xg kozepl hatvanysor, aminek az xq egy kornyezetében f az Osszegfiiggvénye.
Ezzel kapcsolatos a kovetkezd definicié.

Definicié 6.4 (Taylor sor). Legyen f akdrhanyszor differencidlhat6 az xo € R
pontban. Az f fliggvénynek az xy-beli Taylor sora a

(n) Zo n

n>0

hatvanysor.

Definicié 6.5 (Taylor sorba fejthetd fiiggvény). Legyen f egy xy € R pont
kornyezetében értelmezett fliggvény, és tegyiik fel, hogy f akarhanyszor differ-
encidlhaté az xy egy kornyezetében. Ha az f fiiggvény x(-beli Taylor sora kon-
vergens egy (xg — 0,x9 + d) intervallumban valamilyen 6 > 0-ra és a Taylor sor
Osszegfiiggvénye f ezen az intervallumon, akkor az mondjuk, hogy az f fiiggvény
Taylor sorba fejtheté az xy-ban.

Megjegyzés 6.6. A 6.1 tétel szerint egy pozitiv konvergencia sugaru zy kozepl
hatvanysor megegyezik az osszegfiiggvényének az xq-beli Taylor soraval.

Allitas 6.7. Az f fliggvény analitikus xo-ban <= az f fugguény Taylor sorba
fejthetd xq-ban.

Bizonyitas. Az allitas egyszeriien kovetkezik az el6bbiekbdl. U
Példa 6.8. Az
1 1
In(1+ 2), és arctg(x)

1—2" 142’ 1+ 22
fliggvények Taylor sorba fejthetok a 0 koriil, mert mar lattuk, hogy eléallnak bi-
zonyos pozitiv konvergencia sugaru és 0 kozepli hatvanysorok Osszegfiiggvényeként.

Példa 6.9. Legyen f(z) = e /%" ha z € R és = # 0, és legyen f(0) =

0. Egyszertien kiszdmolhaté, hogy ez az f fliggvény minden z € R pontban
akarhanyszor differencidlhaté és minden 0 < n € N-re f"(0) = 0. Ezért az f
fiiggvény Taylor soranak minden egyiitthatéja 0, tehat

Z()x"

n>0
alaktd, ami minden x € R-re konvergens, vagyis a konvergencia sugara oo, és
az Osszegfiiggvénye az egész R-en értelmezett azonosan 0 fliggvény. Emiatt az
Osszegfiiggvénye csak az x = 0-ban egyenlé f(x)-el. Tehat ez az f fliggvény a
0-ban nem Taylor sorba fejthet6 (és akkor nem is analitikus a 0-ban).
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Vizsgaljuk meg azt a kérdést, hogy egy f fiiggvény, ami egy o € R pont
egy kornyezetében akarhanyszor differencialhatd, mikor lesz Taylor sorba fejtheto
az To-ban.

Definicié 6.10 (Taylor polinom). Egy 2o € R pontban akarhanyszor differ-
encidlhaté f fiiggvény n-ed foku xy-hoz tartozé Taylor polinomja

n ®) (x4 L
Tn(:)s)zzf (' )(93—:50).

k

Az f figgvény zy-hoz tartozé n-edik maradéktagja az
R, = f =T,
fliggvény, ami ugyanazon a halmazon van értelmezve, mint az f fiiggvény.

Megjegyzés 6.11. Az R,, fliggvény is akarhanyszor derivalhaté xy-ban és min-
den 0 < k < n-re R®(xy) =0, mert T,Sk)(xo) = ") (z).

Allitas 6.12. Egy f figguény, ami egy o € R pont eqy kornyezetében akdrhdanyszor
differencidalhato, Taylor sorba fejthetd az xo-ban <= az xo-nak eqy kornyezetében
az [Ry,] figgvénysorozat pontonként tart 0-hoz.

Bizonyitas. Az allitas nyilvanvaléan kovetkezik az elobbiekbol. O

Az R, maradéktagot akkor lehet jél haszndlni, ha taldlunk ra valamilyen for-
muldt. A kovetkezo tételben megadott formulat Lagrange féle maradéktagnak nevezziik.

Tétel 6.13 (Lagrange féle maradéktag). Legyen xo € R egy pont és U egy olyan
nyilt intervallum, amire xo € U. Legyen f olyan fiigguény, ami U -ban akdrhanyszor
differencidalhato és legyen 0 < n € N. Ekkor minden x € U, x # x¢-hoz van olyan
n-tol, xo-tol és x-tél fiiggd € szdm az xo és x kozott, hogy

FD(E)

Bu(@) =

Bizonyitas. Feltehetjiik, hogy U = (xg—0, xo+9) valamilyen 6 > 0-ra, mert U
egyébként biztosan tartalmaz egy ilyen intervallumot. Legyen ¢ = R, és ¢ legyen az
z-hez (x — zo)" "' -et rendeld fiiggvény. El6szor erre a két o és 1) figgvényre fogjuk
alkalmazni a Cauchy kozépértéktételt az [xg,x] vagy [z,xo] intervallumon (attol
fiiggéen, hogy xo < = vagy x < xg), aztdn meg a magasabb rendii derivaltjaikra.

Konnyen lathato, hogy
0= p(z0) = ¢/ (x0) = - - - = ™ (x0)

és hasonldéan
0 =1p(zg) = ' () = - -+ = " ().
Az is fontos lesz, hogy

PPt =4+ Dn---(n—k+2)(t —z0)""F#£0
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ha t az xy és x altal meghatarozott nyilt intervallumban van és 0 < k <n -+ 1.

Ezért a Cauchy kozépértéktétel miatt van olyan & szam x és o kozott, hogy

o(r) — ¢(w0) _ ©'(&1)
U(x) —(xo) (&)

¢'(&1) _ ¢'(&1) — ¢'(x0)
(&) Y(&) — P (w0)
megint a Cauchy kozépértéktétel miatt van olyan & szam & és xy kozott, hogy
¢'(&) = '(wo) _ ¢"(&)
(&) —P(wo) (&)

fgy folytatva, megint van olyan &3 szam & és xy kozott, hogy

0" (&) _ ¢"(&) —¢"(x0) _ (&)
P'(&) (&) =¥ (z0)  PB(&3)
Végiil azt kapjuk, hogy

Bu@) _ ole) _ ple) =) _ £(&) _ £(&) = ¢ln) _ @(&)
(. —xo)™!  W(z)  Y(x)—w(ze) (&) V(&) —¥(zo)  ¥(&)
0" (&) — ¢"(x et ()

U el (9}
FE) e~ e

valamilyen ¢ szdmra, ami zo és &, kozott van. Mivel o+ = RIY gg p(n+D) —
(n+1)!, ezért

De mivel

Ru(z) _ Ri™V(9)
(x — o)™t (n+ 1)

Ugyanakkor
Rglnﬂ) _ f(n+1) N T£n+1) _ f(n—l—l) —0
és igy végiil
Ry(z)  f™(g)
(x —z0)™  (n+ 1)
amibdl a tétel allitasa mar kovetkezik, mert & az xy és x kozott van. O

A Lagrange maradéktagon kiviil a kovetkezd integral maradéktagos formulat is
hasznaljuk.

Tétel 6.14 (Integral maradéktag). Legyen xo € R egy pont és U egy olyan nyilt
intervallum, amire xo € U. Legyen f olyan figgvény, ami U-ban akdrhdnyszor
differencidlhato és legyen 0 < n € N. Ekkor minden x € U -ra

Rufa) = / ") (o — e
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Bizonyitas. Az allitas nyilvanvaléan igaz n = 0-ra, mert akkor az egyenlGség
mindkét oldala f(x) — f(zo)-al egyenld. Tegyiik fel, hogy az allitas igaz valamilyen
n € N-re. Ekkor parcialisan integralva

(n+2 _ t)”“dt _ o i ol [f(”“)(t)(:c _ t)n+1}z0 _
(n+1) v e S0 (o) (= )™
(n+1)/ FO @) (n+ 1)(—1)(z — t)"dt = (nt D) +
1 T (n+1) T — o)7L
o [ - arar = <IN ) - 10
az indukcids feltétel miatt, ami egyenld f(x) — 7541 (x)-el. O

A kovetkezo tétel feltételt ad arra, hogy egy fliggvény mikor fejtheté Taylor
sorba.

Tétel 6.15. Egy f fligguény, ami eqy o € R pont eqy U kornyezetében akdrhdanyszor
differencidalhato Taylor sorba fejthetd az xg-ban ha van olyan A, B > 0 és xq-nak
V C U kornyezete, hogy minden n € N-re és minden x € V -re

| f™)(x)] < BnlA™.

Ekkor ha xo-nak eqy v sugari kérnyezete benne van V -ben, akkor f-nek a Taylor
sora az xg-nak a min{r, 1/A} sugari kornyezetében elddllitja f -et.

Bizonyitas. Az xj-nak valamilyen r > 0 sugari W kornyezete biztosan benne
van V-ben, és ekkor tekintsiik tetszdleges © € W-re az f fiiggvényhez tartozd

FUr(E)
(n+1)!

maradéktagot, ahol £ az x és xy kozott fekszik.

R, (z) = ( — )" !

Ezt becsiilve azt kapjuk, hogy

F(E)

T o) < BA " = B (Al o))"

ahol B (A |z — o))" — 0 ha n — oo, ha azt is feltessziik, hogy |z — x| < .

Tehét minden = € W-re amire |z — zo| < & is teljesill az R, (x) maradéktag
tart a 0-hoz n — oo esetén. Ezért az f fiiggvény Taylor sora az ilyen xz-ekben
konvergens és tart f(x)-hez. O

Megjegyzés 6.16. Itt nem bizonyitjuk, de az el6z6 tételben szereplo feltétel
szitkséges is egy xg € R pont egy U kornyezetében akarhanyszor differencidlhato
fliggvény Taylor sorba fejthetoségére az xy pontban.
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Allit4s 6.17. Ha az f fiigguény akdrhdnyszor differencidlhato az xo € R egy
U kérnyezetében és létezik (ettdl az U kornyezettdl fiiggben) olyan K > 0, hogy
minden x € U-ra és minden n € N-re

|f"(x)| < K,

akkor az f figguény Taylor sora az xy-nak valamilyen r > 0 sugard U -ban fekvd
kornyezetében konvergens és ott az osszegfigguény eqyenlé f -el.

Bizonyitas. Az R,(x) maradéktagot becsiilve olyan = € U-ra amire |z—xo| < r
is teljesiil azt kapjuk valamilyen x és xy kozott fekvo &-re, hogy

f(n+1)(€) . |:L’ _ I0|”+1
Ro(x)] = | gyt | < g2 2200
| Bn(2)] (n+n!@ )" < (n+1)!
de Kz=#0l"™ tort a 0-hoz ha n — oo. O

(n+1)!

Megjegyzés 6.18. A tételben 1évo allitast tigy is meg lehet fogalmazni, hogy
ha az f fiiggvény akarhanyszor differencialhaté az xy € R egy U kornyezetében és

az

fiiggvénysorozat egyenletesen korlatos az U-n, akkor az f fiiggvény Taylor sora az
xo-nak valamilyen r > 0 sugari U-ban fekvo kornyezetében konvergens és ott az
Osszegfiiggvény egyenlo f-el.

Példa 6.19. A sin(z), cos(x), €, sh(z), ch(x) figgvények 0-kézepii Taylor
sorait konnyu kiszamolni. Az el6z6 allitas felhasznaldsaval azt is latjuk, hogy ezek
a Taylor sorok konvergensek és elééllitjak a fliggvényt a 0-nak tetszélegesen nagy
sugaru kornyezetében, tehat az egész R-en is. A sin(z) fiiggvény 0 kozepli Taylor
sora

20+l P B
1) — .
;0( ) Cnr)l T3 ’
a cos(z) fliggvényé
2n 2 1
e (2n)! 21 4!
az e* fliggvényé
n 1’2 3
;0—':1+x+§+§+ :
a sh(z) fliggvényé
Z;ﬁi_ A
= (2n+1)! 31 5!

és a ch(zx) fliggvényé
2 4

) P A
(2n)! 2l "l
n>0
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7. Binomialis sor

Legyen a € R és legyen
flz) =1 +2)%,

ahol x € (—1,00). Azért nézziikk az egyszertiség kedvéért ezt az értelmezési tar-
tomanyt, mert ha a olyan, hogy (142)%-4t az e*"(+2) el definidljuk, akkor z > —1
kell legyen, de egyébként is minden o < 0-ra x nem lehet —1, mert akkor f(x) meg
Tglﬂ)‘a‘ alakd. (Nyilvan ha példaul o € N, akkor (1+x)* egy polinom, amit lehetne
értelmezni akar az egész R-en is.)

Kénnyen lathaté, hogy f akdrhényszor differencidlhaté és minden = € (—1, 00)-
re

fO@) = ala—1)-(a—n+1)(1+2)*".

Definicié 7.1 (Binomiédlis egyiitthat6). Legyen « € R ésn € N. Ha 0 < a € N,
akkor (z) a jol ismert binomidlis egyiitthatd, de ha a ¢ N, o # 0, akkor legyen

(o)

és

ha 1 <neN.

Ha 0 < a € N, akkor példaul (3) =0 ha n > «a. De ha a ¢ N, akkor (3)

semmilyen n € N-re nem 0.

Ezekkel a jelolésekkel nyilvanvaléan

fM(z) = n!(

és igy az f fliggvény 0 kozepii Taylor sora

3 (g) o,

n>0

«
n

)(1 + )"

amit binomidlis sornak neveziink. Abban az esetben ha 0 < a € N, ez egy véges
osszeg, mert ekkor a binomidlis egytitthatok 0-val egyenléek ha n > «. Ugyhogy
tegyiik fel a tovabbiakban, hogy o ¢ N.

A ano (Z)x" hatvanysor konvergencia sugara 1, mert ha nem is a Cauchy
gyokkritériummal, de a hdnyados kritériummal azt kapjuk, hogy

(nil) $n+1

()

) a—n
= lim

n—oo

lim

n—oo

x| = |z|.

n+1
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Persze abbdl, hogy a > (g)x" hatvanysor konvergens lenne egy x € [—1,1]
pontban, még nem kovetkezne, hogy az Gsszegfiiggvénye egyenlé f(x) = (1 + x)*-
val a konvergencia intervallumban (rdaddsul f nem is volt értelmezve —1-ben).
Mégis igaz a kovetkezo allitas.

Allitas 7.2. Minden o € R és x € (—1,1) esetén

(1+2)* = i (Z) "

n=0

Bizonyitas. Mar tudjuk, hogy a ano (z)x" hatvanysor konvergens minden
x € (—1,1)-re, legyen g: (—1,1) — R az 6sszegfiiggvény. Ekkor ¢ differencidlhaté
és a ¢’ derivaltfiiggvényt lehet a hatvanysor tagonkénti derivaldsaval szamolni:

- Eo(()e - EH

minden z € (—1,1)-re.

A sorozatok (és sorok) hatérértékeire vonatkozé éllitasokat haszndlva minden
r e (—1,1)re

(1+2)g'(x) =
J(x)+2g (x) = i oo — 1)(n_(<11)'— n+ 1)xn_1+i oo — 1)(n_(§4)'— ntl) .
a+§:no_z(a— 1)-;-(a—n)zn+§:a(ai1)(--;(%'—n+1) -
a+il ((a —n) (Z) +n<3)) " = a+ia<3)x" = aio <z)x" = ag(z).
Esért minden & € (—1,1)te - .
J'(@) = Tole).

Kénnyen lathaté abbdl, hogy f(x) = (1 4+ z)*, hogy szintén minden z € (—1,1)-re
N’
F@) = 1o fa),

emiatt

g'(x) f(x) — g(2)f'(x) = 0.
Mivel f(z) # 0 ha =z € (—1,1), ezért létezik a g/ f fuggvény (—1,1)-en és az

el6bbiek alapjan
/
g , g
2) =0, fy S=c
(f ) f

valamilyen ¢ € R konstansra. De f(0) = 1 és ¢g(0) = 1, igy ¢ = 1 és akkor
f=g9. O
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Tehat nem csak abszolit konvergens a »_ -, (Z):E" binomidlis sor a (—
intervallumban, de az Osszegfiiggvénye (1 + z)*-val egyenl6 minden z € (—
esetén.

—_ =
—_ =
~—

Nézziik meg, hogy a binomialis sor mikor konvergens az x = 4+1-ben. Ehhez a
() & Zer()
n>0 n n>0 n

numerikus sorok konvergenciajat kell megvizsgalni. Haszndlni fogjuk a kovetkezo
becslést.

Allitas 7.3. Legyen o € R. FEkkor léteznek olyan K,L > 0 az «a-tol figgd
szamok, hogy minden n € N-re

<)
<

Bizonyitas. El6szor megmutatjuk, hogy minden x > —%-re

L

— potl :

e? 2 <l4z<eé€v.
Ehhez egy lemmat bizonyitunk be.
Lemma 7.4. Minden xz > —%-7“6

r—2r" <In(l+2) <z

Bizonyitas. Az In(1+ x) fiiggvény 0-hoz tartozé 17 els6foki Taylor polinomja
Ti(x) =x
és a 0-hoz tartozé R; maradéktagja
1 1
R =27
) = —5 a5
ahol & a 0 és x kozott van. Emiatt ha x > —%, akkor ¢ is > —%, ezért (1+£)%2 > 1/4
és ezért
11,

AT 2T

R1 (LL’
és igy
In(1+ ) =2+ Ry(z) > r — 227
ha x > —%. Ugyanakkor mivel R; <0, az is igaz, hogy
In(1+z) <z
Tehat minden z > —%—re

r—2r" <In(l+2) <z
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Tehat minden z > —%—re
(7.1) 72 <l+z<e”
is teljesiil.

A binomidlis egyiitthatékat célszeri lesz

(Z) :a(a—l)-.qib!(a—n—l—l) 2 (1-2) (1‘%)”(1%?1)

alakban irni, ekkor
n—1
o || ‘ a‘
= — 1——].

Ha k£ € N elég nagy, mondjuk nagyobb, mint egy «-tdl fiigg6 megfelel6 N, € N,
akkor nyilvdn —% > —2 és fgy nem csak hogy —%-ra érvényes lesz a (7.1) becslés,
amit mindjart hasznalni fogunk, de 1 — £ > 0 is teljesiil.

Ezért ha bevezetjiik a

Na
!
k=1

()= 11 0-9)

k=Nq+1

-

jelolést, akkor

minden n > N, + 2-re. Es {gy a (7.1) becslést egyenként az Gsszes 1+ = 1— ¢-ra
alkalmazva azt az alsé és felsé becslést kapjuk n > N, + 2 esetén, hogy

n—1
-1 1 2 -1 1 a -1 1
e_aZZ:Na+1 72 ZZ:NQH 2 < <1 — )< e_aZZ:NQH %
> | | L) =
k=Nqy+1

Azaz azt a becslést kapjuk ‘(z)‘—re n > N, + 2 esetén, hogy

ol ~ 1—1 1 2 1—1 1 [0 o ~ -1 1
qui_aZ;ﬂ:NaJrl £ 20 NheNa 1 32 < ‘( )‘ < uKe_O‘ZZ:Na+1 %,

n n n
Mivel
n—1 [e')
1 1 ~
> mS) m=slL
k=Nq+1 k=1

valamilyen L € R-re, ezért

és igy minden n > N, + 2-re
(7.2) Mf(e—za%e—azz;}vaﬂ ' < ‘ (a) < Mf(e—azz;}vaﬂ %

n n n

A tovabbi szamolashoz sziikségiink van a kovetkezd éllitasra.



Lemma 7.5. Minden 1 <n € N-re

—~ 1
In(n) < Z % <1+ 1n(n)
k=1

PROOF. A Riemann integral definiciéjabdl kovetkezik, hogy az 1/z fliggvény
grafikonja feletti 1/k magas téglalap teriiletekre

n 1 n+1 1 it
> = > / —do = [In(z)]"" = In(n + 1) > In(n)
k=1 1

és hasonléan az 1/x fiiggvény grafikonja alatti teriiletekre

"1 1 "1 n
;E:1+;E§1+/1 “dz = 1+ ()]} = 1+ In(n),

Ennek felhasznélasaval azt kapjuk, hogy minden n > N, + 2-re
e (n — 1) = g=o(H1) < =ik < ema(mm-T ) _ el fy o
ha a > 0 és hasondan
O TiN iy~ < e TN} < e7%(n — 1)7°
ha a < 0.
Mivel (n — 1) > (2n)™ ha o > 0 és (n —1)"* < n™® ha a < 0, ezért
mindenesetre 1éteznek a-tdl fiiggd olyan C' és D pozitiv szamok, hogy
Cn < e TR Nat1 & < Dn™“.
Ebbél és (7.2)-bél azt kapjuk, hogy minden n > N, + 2-re
o
(2
Mivel csak véges sok N, + 2-nél kisebb természetes szdm van, végil azt kapjuk,
hogy 1éteznek a-tdl fiiggd olyan K, L > 0 szamok, hogy minden n € N-re

= |Gl =5
< <
na—i—l— n

— potl :
Az eddigieket felhaszndlva mar konnyti megvizsgdlni, hogy a binomidlis sor
konvergens-e x = +1-ben.

Tétel 7.6. Legyen o € R—N, a# 0.

< M[N(Dn_a.
n

Mf(e_zo‘%C'n_o‘ <
n

O

(i) Ha o > 0, akkor a binomidlis sor abszolit konvergens x = %1 -ben.
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(ii) Ha —1 < a < 0, akkor a binomidlis sor konvergens x = 1-ben és divergens
x = —1-ben.
(i) Ha a < —1, akkor a binomidlis sor divergens x = +1-ben.

Bizonyitias. Ha a > 0, akkor +1-ben a binomidlis sor n-dik tagjanak ab-
szolut értéke feliilrdl becsiilhetd #—el, ezért a binomidlis sor +1-ben a majorans
kritérium miatt abszolut konvergens.

Ha o < —1, akkor £1-ben a binomidlis sor n-dik tagjainak abszolit értékei
alulrdl becsiilhetok %-el, tehat nem alkotnak nullsorozatot, ezért a binomialis sor
+1-ben divergens.

Ha pedig —1 < a < 0, akkor mivel a negativ és igy (z) szamlaléjaban n
darab negativ szamot szorzunk 0Ossze, azt kapjuk, hogy = 1-ben a binomidlis sor
tagjai valtakozo el6jeliiek. Ha az H (3) H szamsorozat monoton csokkend nullsorozat,

akkor ezek szerint a ), -, (3) numerikus sor Leibniz sor és igy konvergens. Persze
H (2) H nullsorozat, ez rogton kovetkezik az el6z6 allitasban bizonyitott becslésekbol.
Megmutatjuk, hogy H (2) H monoton csokkend sorozat.

[IE(6

Nyilvan

pontosan akkor, ha

‘(ni—l)‘: a—n Sl
(] In+1
Mivel
—n+l)=-1l-n<a—-n<-n,
ezért
a—n -n
i e R
tehat
a—n
<1
n+1|—

és 1gy az H(Z)H sorozat monoton csokkend, emiatt a binomialis sor konvergens
z = 1-ben. Ha pedig = helyébe —1-et frunk > -, (¢)2™-ben, akkor a > 0 }(z)‘
numerikus sort kapjuk, ami divergens, mert % < ‘(z) ‘ U

8. Fourier sorok és egyenletes konvergenciajuk

8.1. Trigonometrikus sorok és Fourier egyiuitthatdk.
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Jelolje R az olyan R-en értelmezett 27 szerint periodikus fiiggvények hal-
mazat, amelyek barmely kompakt intervallumon Riemann integralhatéak. Példaul
a folytonos 27 szerint periodikus fiiggvények R-beliek. Sot, a 27 szerint periodikus
és csak megszamlalhatoan végtelen sok szakadasi ponttal rendelkezo fliggvények is
mind R-beliek.

Definicié 8.1 (Trigonometrikus sor). Ha ag, a1, as, . .. és by, by, . . . valds szamok,
akkor az
ap + Z an cos(nx) + b, sin(nx)
n>1
alaku fliggvénysort trigonometrikus sornak nevezziik.
Tétel 8.2. Ha az
ap + Z a, cos(nz) + by, sin(nx)
n>1
trigonometrikus sor egyenletesen konvergens R-en és az dsszegfigguénye g, akkor
g € R és g folytonos fligguény. Emellett
1 s

ayg = —
27 J_.

minden n > 1-re.

Bizonyitas. A fliggvénysorokra vonatkozo 2.13 tétel szerint a g Osszegfiiggvény
folytonos. Ugyanakkor az is kénnyen lathaté, hogy g € R hiszen az

ap + Z an cos(nx) + b, sin(nx)

n=1

véges Osszegek is 27 szerint periodikusak, ezért a hatarértékiik is az ha m — oo.

A fliggvénysorok tagonkénti Riemann integralhatésagara vonatkozo 2.14 tétel
szerint barmely kompakt intervallumon, igy a [—m, 7] intervallumon is

/ g(x)d:c:/ aodx—i-z (an/ cos(nx)dx—i—bn/ sin(n:c)dx) =
- -7 n—1 - -

2mag + Z (a0 + 0,0) = 27ay,

n=1
amibdl
1 s
— dz = ay.
o _Wg(x) T = ap

Ha k > 1, akkor ap és b, szamoldsa hasonldé. Ha egy egyenletesen konvergens
[fn] fliggvénysorozat minden tagjat megszorozzuk egy adott F' fiiggvénnyel, akkor a



36

kapott [f,F] fiiggvénysorozat is egyenletesen konvergens lesz. Emellett ha f,, — f,
akkor f,F — fF. Ezért barmilyen rogzitett 1 < k € N-re a

ag cos(kx) + Z ay, cos(nx) cos(kx) + by, sin(nz) cos(kx)
n>1
fliggvénysor is egyenletesen konvergens és tagonként lehet integralni, miszerint

/_ﬂ g(z) cos(kz)dr =

s

/_: ao cos(kz)dz + i (“n /W cos(nx) cos(kx)dz + by /W sin(nx) cos(k:x)d:c) ,

Mivel
cos(nx) cos(kx) = % (cos((n+k)x) +cos((n—Fk)x))

sin(nx) cos(kz) = = (sin ((n + k) x) +sin ((n — k) x)) ,

N —

ezért azt kapjuk, hogy

/ ag cos(kx dx+z (an/ cos(nz) cos(kz)dx + by, / sin(nz) cos( k::E)dx) = 0+

—T

n=1

Zan/ﬂ cos((n+k)x)+cos((n—k)x )dx+b/ sin ((n + k) )+Sln(( k)x)d

5 .
De mivel
/ cos ((n+ k) x) 4+ cos ((n — k) x)dx 1 sin((k +n)z) N
o 2 2 k+n .

ha k=mn és 0 ha k #n, és

/ﬂ sin((n+k)z) +sin((n—k)a) , _
2

—T
minden k,n > 1-re, ezért

/7r g(z) cos(kx)dr = aym,

—T

tehat

I / " o) cos(kz)da.

™ —T

Hasonldan, ha sin(kx)-el szorozzuk meg a trigonometrikus sort, akkor



/ g(z) sin(kx)dz =

/ agsin(kz)dx + Z <an /_7T cos(nz) sin(kz)dz + by, /7T sin(nx) sin(k:c)dx)

n=1 ™ —T

/ ag sin(kx) dx—l-z <an/ cos(nz) sin(kz)dx + bn/ sin(nx) sin(k:x)dx) =0+
- n=1 - -

Tsin((n+k)x)+sin((n—k)x T —cos((n+k)x)+cos((n—k)x
S, [l L), [ e v (0B,

Most

/7r —cos ((n+k)x) + cos((n—k) :B)dx 1 [—sin((n—l—k‘)z)
2 2 n+k

ha n =~k és 0 ha k # n. Ezért

/7r g(x)sin(kz)dr = by

—T

+x} =

—T

és igy ﬂ
b = —/ g(z) sin(kx)dz.
O

Megjegyzés 8.3. Ha g € R, akkor mindegy, hogy melyik 27 hosszisagu in-
tervallumon integralunk, azaz minden 7' € R-re

/_ :g(az)dx _ /_ :i g(z)dz.

Megjegyzés 8.4. A tételben a trigonometrikus sor egyenletesen konvergens
kellett hogy legyen. Példdul ha a ) ., |a,|+ |b,| numerikus sor konvergens, akkor
a Weierstrass kritérium miatt az ag+ Y., », a, cos(nz) + by, sin(nx) trigonometrikus
sor egyenletesen konvergens. -

Definicié 8.5 (Fourier sor és Fourier egyiitthaték). Ha f € R, akkor az

1 s
= — d
- [t
ésn>1l-reaz

o — L / " F)cos(na)de és b, = & / " fa) sin(na)da

T™J)_ . ™) _ %
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egyiitthatokkal definialt
ap + Z an cos(nx) + b, sin(nx)

n>1

trigonometrikus sort az f figgvény Fourier soranak nevezzik. Az a,,b, szamok az
f fiiggvény Fourier egyiitthatoi.

Allitas 8.6. Ha f € R eqy kétszer folytonosan differencidlhato fiigguény, akkor
az [an] €s [bpln>1 Fourier egyiitthatok sorozatai nullsorozatot alkotnak és az f Fourier
sora egyenletesen konvergens.

Bizonyitas. Legyen 1 < n € N, ekkor kétszer parcidlisan integralva

~ [ s costuyas = | ()2 ] 2 [ s s
0— % /_ Z F/(2) sin(nz)dz = — {f'(g;)_cos(m } - / F"(2) cos(na)de

n n
0— ﬁ/ /" (x) cos(nz)dz

1 ™
ol < = [ £ @ da

™ x

amibdl

Ehhez hasonléan kapjuk, hogy

1 " "
ol < =5 [ 177121 do,

—Tr

de akkor a majorans kritérium miatt a

Z |an| + |bs]

n>1

numerikus sor konvergens és igy az f fliggvény Fourier sora a Weierstrass kritérium
miatt egyenletesen konvergens. 0

Megjegyzés 8.7. Ha adott egy R-beli fliggvény, akkor hozzarendelhetiink egy
trigonometrikus sort: a Fourier sorat. Forditva, egy trigonometrikus sorhoz, ha
konvergens, hozzarendelhetjiik az Osszegfiiggvényét. Jelolje Rg azoknak az R-
beli fiiggvényeknek a halmazat, amelyek Fourier sorai egyenletesen konvergensek.
Példaul ha f egy 27 szerint periodikus és kétszer folytonosan differencialhato fiiggvény,
akkor f € Rg. Jelolje 7 az egyenletesen konvergens trigonometrikus sorok hal-
mazat. Ezek szerint definialhatunk egy

@RE—>TE

leképezést, ami egy f € Rp fiiggvényhez hozzarendeli a ®(f) Fourier sordt, és a
8.2 tétel alapjan egy
> TE — R
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leképezést, ami egy o € Tp trigonometrikus sorhoz hozzarendeli a ¥(o) Osszegfiiggvényét.
Szintén a 8.2 tétel alapjan minden o € Tg-re a (o) Osszegfiiggvény folytonos, R -

ben van és a ®(X(0)) Fourier sor megegyezik o-val. Ezt gy is kifejezhetjiik, hogy

a ® o leképezés egyenlé a 7p halmaz idy, identitds leképezésével, tehat

dodY = idTE-
Példaul ebbdl kovetkezik, hogy

(1) Ha két egyenletesen konvergens trigonometrikus sor kiilonbozik valamilyen
egyiitthatoikban, akkor az osszegfiiggvényeik is kiilonbozok.

(2) Minden egyenletesen konvergens trigonometrikus sor valamilyen folytonos
R-beli fliggvény Fourier sora.

A kovetkezokben megmutatjuk, hogy a X o® leképezés megszoritasa a folytonos
Rp-beli fiiggvényekre, amiknek halmazdt RS -vel jelolhetjiik, egyenls az identitds
leképezéssel, azaz

Ebbdl az fog kovetkezni példaul, hogy

(1) Két folytonos Rg-beli fliggvény ha csak kicsit is kiillonbozik egyméstol, a
Fourier soraik kiilonbo6zoek.

(2) Minden folytonos Rpg-beli fiiggvény valamilyen egyenletesen konvergens
trigonometrikus sornak az Osszegfliggvénye.

8.2. Fourier sor oOsszegfiiggvénye.

Az el6bbiek szerint ha f € R egy kétszer folytonosan differencialhaté fliggvény,
akkor az

o= [ f@r a =1 [ j@)eostunte & b= [ f@)singn)ds

egyiitthatékkal definidlt trigonometrikus sor (tehat az f Fourier sora) egyenletesen
konvergens, és ha ¢ jeloli a folytonos Osszegfiiggvényt, akkor

w=5 | a@dn ar== [ gla)costnads & b= [ glosinue)da
L

™ ™

—T —T

is teljesiil. fgy az f — g fiiggvény Fourier egyiitthatoi 0-val egyenloek. A kovetkezd
allitasbol az kovetkezik, hogy ekkor az f és g fliggvények megegyeznek.

Tétel 8.8. Ha h € R eqy folytonos fligguény és minden Fourier egyutthatéja 0,
akkor h az azonosan 0 fiugguény.
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Bizonyitas. Ha a h fiiggvény minden Fourier egyiitthatéja 0, akkor minden

T(x) =y + 2": ay cos(kx) + By sin(kx)
k=1

un. trigonometrikus polinomra (ahol ag, oy, as,... és (1, fBa,... valés szamok) azt
kapjuk, hogy

/ " h(@)T()ds = 0.

Tegyiik fel, hogy a h fiiggvény minden Fourier egyiitthatdja 0, de h nem az azonosan
0 fiiggvény. Ekkor esetleg valamilyen konstanssal megszorozva h-t és h(x)-ben z
helyére =+ a-t irva (valamilyen megfelel§ a € R-re) és az igy kapott fiiggvényt még
mindig h-val jelolve olyan h fiiggvényt kapunk, aminek még mindig minden Fourier
egylitthatdja 0, de létezik olyan 0 < 6 < 7/2, hogy minden x € [—4,d]-ra h(z) > 1.

Tekintsiik ekkor a
T(x)=1—cosd+ cosx

trigonometrikus polinomot. Koénnyen lathatd, hogy T'(z) > 1 ha = € [—d,0] és
T(x) <1 ha |z| € [0,7/2].

Lemma 8.9. Minden n € N-re T(x)™ is egy trigonometrikus polinom, emellett

T(x)*>1 ha x€[=4,0] és T(x)" <1 ha |z| € [§,7/2].

Bizonyitas. Az allitas egyszertiien kovetkezik teljes indukciéval abbol, hogy
cos(kx) cos(z) = % (cos ((k+1)x)+cos((k—1)x))
és
sin(kz) cos(z) = % (sin((k+1)x)+sin((k—1)x)),
ezért ha T'(x)" trigonometrikus polinom, akkor
T(x)"™ =T (x)" (1 —cosd + cosz) = T(z)" (1 — cosd) + T(x)" cos x
is az.
Es mivel T(x) > 1 ha z € [—6,8] és T(z) <1 ha |z| € [0,7/2], ezért nyilvan
T(x)">1 haze[=4,6 és T(x)" <1 ha |z| € [§,7/2] is teljesiil. O

Megmutatjuk, hogy van olyan n € N, hogy
/ h(z)T (x)"dx # 0,

ami ellentmond annak, hogy barmilyen trigonometrikus polinommal megszorozva
h-t és utdna —m-tél 7-ig integralva 0-at kell kapjunk.



8 41

Legyen n € N tetszoleges és legyen e tetszoleges olyan szam, amire 0 < € <
5 — 0. Ekkor persze 0 <0 +¢& < 3 is teljesiil. Igy

™ —d—¢ = 4 o+¢ T
/ hT”:/ hT”+/ hT”+/ hT"+/ hT”+/ B
-7 - —d—¢ = 6 o+e

és ezeket az Osszeadandokat a kovetkezd modon tudjuk becsiilni. Legyen

K = n[aax ]{|h(:r)|}
re|—m,T

Ekkor
5 5
/ hT™ 2/ 1 =29,
-5 -5
6+ 6+ o+ =
/ hT™ g/ |h| | T g/ |h| < Ke, hasonléan ‘/ hT"| < Ke,
5 5 5 -
és a
¢ = max {|T(z)|}
x€[d+e,m)
jeloléssel nyilvan 0 < ¢. < 1, ami miatt
7T m —d—¢
/ hT™| < / |h||T"| < ¢"K7 és szintén '/ hT™| < ¢’ K.
6+ 6+ —7

Ezekbol a becslésekbdl azt kapjuk, hogy
™ 6 —5—c¢ -5
/ hT"z/hT"—'/ hT"—'/ hr"
- -0 - —0—¢

ha e olyan, hogy 2Ke < 0/2 és ehhez az e-hoz n olyan, hogy 2¢"Kn < 6/2. Igy

erre az n-re
/ hT™ £ 0,

—T

o+e T
/ i / hT"| >
[ o+e

20 —2Ke —2¢/Km>4>0

ami ellentmondds, tehét a feltevés, miszerint h nem az azonosan 0 fiiggvény, hamis.

O
Tehat a kovetkezo allitast kapjuk.
Tétel 8.10. Ha az f € R folytonos fligguény Fourier sora egyenletesen konver-

gens és a Fourier sor osszegfiigguénye g, akkor f =g.

Bizonyitas. A feltételekbol kovetkezik, hogy ¢ folytonos és g € R. Szintén
kovetkezik, hogy

1 ™ 1 ™ , 1 T .
o = 5~ _ﬂg(:);)d:c, an = %/ g(z) cos(nz)dx  és b, = %/ g(x) sin(nx)dx

- -7
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teljesiilnek, ahol ag, ai, as,... és by, by, ... az f fliggvény Fourier egyiitthatoi, azaz

ao — % /_ e, a - . /_ (@) eos(nr)dr G b, = . /_ f(@)sin(nz)de.

De ekkor az f — g € R folytonos fliggvény Fourier egyiitthatéi 0-val egyenléek
és akkor az el6z6 8.8 tétel miatt f = g. U

Az elobbieket felhasznédlva kapjuk példaul a kovetkezo allitést.

Kovetkezmény 8.11. Kétszer folytonosan differencidlhato és 2w szerint peri-
odikus figguény Fourier sora elddllitja a fiigguényt.

Persze az ilyen fiiggvények Fourier sora nem csak pontonként konvergens, hanem
egyenletesen is. A kovetkezOkben azt vizsgaljuk, hogy milyen R-beli, de nem
feltétleniil kétszer folytonosan differencialhaté fliggvények Fourier sora lesz olyan,
hogy tart az illeté fiiggvényhez. Ilyenkor mar nem biztos, hogy egyenletesen kon-
vergens lesz a Fourier sor, ezért a pontonkénti konvergenciat fogjuk vizsgalni. Azt
fogjuk latni, hogy ha a folytonossdgnél egy kicsit erésebb, de a differencialhatésagnél
gyengébb feltétel mar teljesiil egy 27 szerint periodikus fliggvényre, akkor a Fourier
sora mar konvergal hozza. Példaul egy 27 szerint periodikus, minden pontban
balrél és jobbrdl is differencidlhatoé folytonos f fiiggvény Fourier sora tart f-hez. De
ennél gyengébb feltétel teljesiilése esetén is, amikor a 27 szerint periodikus folytonos
fliggvény un. lokélisan Lipschitz tulajdonsdgu, a Fourier sora mar pontonként tart
a fliggvényhez.

Az érdekesség kedvéért azt is megjegyezziik, hogy van olyan folytonos R-beli
fliggvény, aminek a Fourier sora végtelen sok pontban divergens. Ennek ellenére
bizonyos feltételeket kielégité nem folytonos fliggvényeknek is konvergens a Fourier
sora és a szakadasi pontoktol eltekintve az illeto fiiggvényhez konvergal. Példaul a
lokalis Lipschitz feltétel altalanosithatoé olyan nem folytonos fliggvényekre is, amiknek
minden pontban van véges bal- és jobboldali hatarértéke. Az igy kapott tn. Dini-
Lipschitz feltételt kielégité fliggvények Fourier sora mindeniitt konvergens, de csak
a szakadasi pontoktdl eltekintve konvergdl a fliggvényhez (a szakaddsi pontokban a
fiiggvény bal- és jobboldali hatérértékeinek szamtani kozepéhez konvergdl).

9. Fourier sorok pontonkénti konvergenciaja

Ebben a fejezetben is jelolje R az olyan R-en értelmezett 27 szerint peri-
odikus fiiggvények halmazat, amelyek barmely kompakt intervallumon Riemann in-
tegralhatoak.

9.1. Dirichlet féle integralformulak.
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Az egyenletes konvergencia utan vizsgaljuk meg a pontonkénti konvergenciat.
Ehhez hasznos lesz a Fourier sorok részletosszegeit egyszeriibb formulakkal is kife-
jezni. Legyen f € R és jelolje

Sn(x) = ag + Z ay cos(kx) + by, sin(kx)
k=1

az f fuggvény Fourier soranak n-dik részletosszegét. Ekkor mivel az a,, b, szamok
az f fuggvény Fourier egyiitthatoi, ezért egy kis atalakitds utan nyilvanvaléan

Sn(7) ! /7r f(t) (1 +2 Z cos(kt) cos(kx) + sin(kt) sin(k::z)) dt.
k=1

:g B

Ezt egyszeriibben is {rhatjuk, hiszen a cos(a — 8) = cos(a) cos(f) + sin(a) sin(3)
egyenlOség felhasznalasaval

o) = % /_ﬂ (1) (1 +23 " cos (k(t - x))) dr.

Vezessik be a

jelolést.

Tétel 9.1 (Dirichlet féle integralformuldk). Az s,(x) véges részletisszeget az
alabbi formuldkkal is kiszamolhatjuk.

(1)
o (z) = %/_ Dot — 2)f(t)dt.
(2)

su(r) = %/prn(t)f(“”;f(x_t)dt.

Bizonyitas. Az (1) formula rogton kovetkezik az eddigiekbdl, mert

D,(t—z)= 1+22n:cos(k(t—at)).

k=1

Az (1) formuldbdl a (2)-6t a kovetkezé médon kaphatjuk. Helyettesitsiink v = ¢ —z-
et az (1)-es formuldba. Ekkor

o (2) = / Do) f(z + u)du.

P
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Itt w — Dp(u) és u — f(x + u) is 27 szerint periodikus fiiggvények, emiatt
u +— Dy(u)f(x + u) is az, ezért mindegy, hogy melyik 27 hosszisagi intervallu-
mon integralunk, igy

o) = o /_ Do) f (& + u)du.

Nyilvanval6an

1 0
sn(:c):%/ D, (u)f x+udu—|——/ D, (u) f(x + w)du,

és ennek az Osszegnek az elso tagja az u = —t helyettesitéssel az

217T 0D()f(:r+u :—/D a:—t)dt:217T " Do) f(x — t)dt

alakban is frhat6, mert D, (t) = D, (—t) minden t-re.

Tehat

Sn(x):%/oﬂDn(t) x—tdt—i——/ Dy (t) f(x + t)dt,
amibdl
Sn(x):%/o Dn(t)(f(ﬂf—t)+f(x+t))dt:%/0 Dn(t)f(x_t);rf(xﬂ%)dt

O

Persze a Dirichlet féle integralformulak akkor lesznek jél hasznélhatok, ha D,,-re
talalunk egy egyszeriibb formulat.

Lemma 9.2. Ha y # 2mm, ahol m € Z, akkor
sin ((2n+1) %)

s (1)

D, (y) =

Emellett D,,(2mm) =1+ 2n.

Bizonyitas. Ha y # 2mm, akkor szorozzuk meg a

D,(y)=1+2 Z cos(ky)
k=1

egyenldséget sin §-vel, akkor

D (y)sm%—sm%—l—2sm Zlcos ky) —sm—+22(:os ky)sm%:

sin%+;sin(<k+§) y) —sin((k—%) y)>



mert
2cosasin f = sin(a + ) — sin(a — )

teljesiil minden «, § € R-re. De mivel

g Fom (o)) - (253

azt kapjuk, hogy
1
D, (y) sin% = sin ((n + 5) y) ,

amib6l kovetkezik az éllitas ha y # 2mm. Ha meg y = 2mm, akkor nyilvan D, (y) =
1+2n. U

9.2. Dini feltétel.

A kovetkezdkben azt vizsgaljuk meg, hogy egy f € R fuggvény Fourier sora
mikor konvergens egyaltaldan, azaz hogy mikor konvergal pontonként valamilyen
S: R — R fiiggvényhez.

A 8.6 tételben lattuk, hogy egy kétszer folytonosan differencialhaté R-beli
fiiggvényre az [ay|n>0 €8 [bn]n>1 Fourier egyiitthaték sorozatai nullsorozatot alkot-
nak. Ez akarmilyen R-beli fiiggvényre is igaz, de egyébként is sokat fogjuk hasznélni
a kovetkezo allitast.

Tétel 9.3. Ha f € R, akkor a Fourier egyiitthatok [an]n>0 €s [bn|n>1 sorozatai
nullsorozatot alkotnak.

Bizonyitas. O

Emlékeztetiink a D, (y) =1+2> ;_, cos (ky) jelolésre.

Lemma 9.4. Minden n > 0-ra

1 iy
—/ D,(t)dt =1
™ Jo

Bizonyitas. A konstans 1 fliggvény Fourier egyiitthatoi
1 ™
= — lde =1
ao o . T

és
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Ezért minden n > 0-ra az s, részletosszeg egyenlé az azonosan 1 fliggvénnyel.
Igy a Dirichlet féle integralformulat alkalmazva a konstans 1 fiiggvényre, minden

T € R-re
1+1
/D Ldt

Tehéat ha S: R — R egy adott fiiggvény, akkor minden = € R-re

@7 |, =2 | ouos

és ezt hozzdadva és le is vonva a Dirichlet féle integralformula jobb oldalabdl azt
kapjuk, hogy minden = € R-re

5 (x) = S(z) + = /OW D,(t) (f(‘” et S(x)) dt.

2

Legyen ¢ € (0,7) és legyen

és

(@) =+ /5 D(®) (f(‘” et S(x)) at.

Ekkor persze minden x € R-re
sp(x) = S(x) + Ros(z) + ens(x).

Lemma 9.5. Legyen 6 > 0 és © € R rogzitett. FEkkor ha n — oo, akkor
Em(s(llf) — 0.

Bizonyitas. Az egyszertiség kedvéért legyen g, (t) = w —S(x). Mivel
sin ((2n+1) %)
Dn(t) = . n ’
S1n (5)

ezért

1 [Tsin((2n+1 1 1 t t

en(:v):—/ (( : )2 = — s1n(2n+1 ) g(t)dt.

T Js sin (5) T Js 2/ sin (5)

Nyilvan

sin ((2n +1) %) = sin (nt) cos (%) + o8 (n) ein (%)



és igy

(@) = % /5 " in (nt) cos (%) Sfrf(@) dt + % /5 " cos (nt) sin (%) Siglj(é)) dt =
1 /5 " in (nt) ctg (%) go(t)dt + % /5 " cos (nt) gu (1),

De ha a [d, 7] intervallumon értelmezett ctg (%) g.(t) figgvényt és g, (t) figgvényt
azonosan 0-ként kiterjesztjiik a [—m, 7] intervallumra, akkor ¢, s(z) egyenlé két R-
beli fliggvény két n-dik Fourier egyiitthatojanak osszegével. Az errdl szél6 9.3 tétel
miatt ezért ¢, 5(z) — 0 ha n — oo. O

Legyen tehat S: R — R egy adott fliggvény. Ezek szerint egy rogzitett x € R-
re az [s,(x)]n,>0 szdmsorozat pontosan akkor konvergal S(z)-hez, ha az [R,(x)],>0
szamsorozat konvergal 0-hoz. Ez a gyakorlatban nagyon nehezen hasznélhato feltétel,
ezért vezetjiilk be a kovetkezo kicsit gyakorlatiasabb definiciot és bizonyitjuk be az
utdna kovetkezo allitast.

Definicié 9.6 (Dini feltétel). Egy f € R fliggvény egy = € R pontban kielégiti
a Dini feltételt az S(z) szdmmal, ha van olyan d(z) > 0, hogy az

/6(@:)1 f@a+t)+ fla—t) S(x)|dt
ot

2
improprius integral konvergens.

Allit4s 9.7. Ha eqy f € R fligguény eqy x € R pontban kielégiti a Dini feltételt
az S(x) szdmmal, akkor az [s,(x)],>0 szdmsorozat konvergdl S(x)-hez.

Bizonyitas. Az egyszeriiség kedvéért legyen g, (t) = w — S(z). Mivel
sin ((2n +1) %)
Dy(t) = T )
Sin (5)
ezért 5
1 [g.(t) t . t
R,s(x) = — - sin [ (2n+1) =) dt.
s(@) 7T/0 t sin(f) : (( n+1) 2)
int
Figyelembe véve, hogy lim;_ Sn;z =1,a =L+ fiiggvény korldtos a (0, 0] intervallu-
2
mon, tehat
t
—| <K
S1n )

valamilyen K € R-re és minden ¢ € (0, 0]-ra.

fgy
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és ezért a Dini feltétel miatt az

gw(t) t
t sini

/6(96)
0

integral véges.

Ekkor mivel nyilvan

sin <(2n +1) %) — sin (nt) cos (%) + cos (nt) sin (%) ,

azonosan 0-ként kiterjesztve a Q”T(t)é fiiggvényt a [—m, 7| intervallumra azt kapjuk,

hogy R, s(x) egyenl6 két R-beli fiiggvény két n-dik Fourier egyiitthatdjanak dsszegével,
tehat R, s(z) tart a 0-hoz, ha n — oo.

Végiul amiatt, hogy
sp(x) = S(x) + Rps(z) + €ns(x)

és €,,5(x) és R, () is tart a 0-hoz ha n — oo, az [s, ()] szdmsorozat tart S(z)-hez
ha n — oo. O

Kovetkezmény 9.8. Legyen f € R és S: R — R egy fiuggvény. Ha minden
x € R-ben az [ kielégiti a Dini feltételt az S(x) szammal, akkor az [ figgvény
Fourier sora pontonként konvergdl az S fiigguényhez.

Persze a Dini feltételt sem nagyon konnyt hasznélni. A kovetkezokben az lesz a
célunk, hogy a gyakorlatban mégjobban hasznalhaté feltételt talaljunk egy Fourier
sor pontonkénti konvergencigjara.

Definicié 9.9 (Reguldris pont). Legyen f: R — R egy fliggvény. Az = € R az
f fiiggvény regularis pontja, ha léteznek és végesek a lim; ..o f(t) és limy_, ¢ f(?)
bal- és jobboldali z-beli hatarértékek.

Megjegyzés 9.10. Ha f folytonos xz-ben, akkor nyilvan regularis is z-ben.
Vagy ha példaul f egy monoton fiiggvény az x pont valamilyen § > 0 sugari
kornyezetében, akkor f regularis is z-ben.

Definicié 9.11 (Lokélis Dini-Lipschitz feltétel). Az f fliggvény kielégiti a lokalis
Dini-Lipschitz feltételt az xq pontban, ha xg regularis pontja f-nek és van olyan
K,d,a > 0 hogy minden z € (0, §]-ra

o)~ tim )| < Kt

és

‘f(xo—i-x)— lim f(t)‘ < Kz*.

t—xo+0
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Definicié 9.12 (Lokalis Lipschitz feltétel). Az f fliggvény kielégiti a lokalis
Lipschitz feltételt az xy pontban, ha van olyan K, 4, « > 0 hogy minden |x—x¢| < J-
ra

[f (@) = f(z0)| < Kl — x|
Megjegyzés 9.13.

(1) Ha egy fliggvény egy pontban kielégiti a lokélis Lipschitz feltételt, akkor ott
a fiiggvény folytonos. Ekkor ott a lokalis Dini-Lipschitz feltételt is kielégiti.

(2) Ha egy fiiggvény egy z, pontban folytonos és balrdl is és jobbrdl is differ-
encialhaté, akkor az xg-ban kielégiti a lokalis Lipschitz feltételt o = 1-el,
mert akkor a kiillonbségi hanyados fliggvény korlatos az xg egy kornyezetében.

Tétel 9.14. Ha f € R és f minden x € R-ben kielégiti a lokdlis Dini-Lipschitz
feltételt, akkor a Fourier sora mindenhol konvergens és a Fourier sor dsszege eqy
x € R-ben egyenld az x-beli bal- és jobboldali hatdrértékek datlagdval, tehdt

1imt—>x—0 f(t) + 1imt—>x+0 f(t)

-vel.
2

Bizonyitas. Definialjuk az S: R — R fliggvényt tgy, hogy

2
Tetszoleges © € R-re és megfelels §(z)-re az
/6(5”) L f(x+1t)+ f(z—1)
.1 2

improprius integralt fogjuk feliilrol becsiilni, és akkor az el6z6 9.7 allitasbol kovetkezik
a tétel.

dt

- S()

Mivel az f minden z € R-ben kielégiti a lokalis Dini-Lipschitz feltételt, 1étezik
a megfelelé K(x),0(z),a(x) > 0, hogy minden y € (0, (x)]-re

fle—y) = lim f()] < K (2)y@

és

ot dim, £0)] < K.

De akkor nyilvdnvaléan minden y € (0, §(z)]-re

‘f(x+y)+f(x—y)
2

— S(x)

<

2 2

2 t—x+0

5|7 == im0+ 5|t - i s0)] < 2580
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ezért minden y € (0,(z)]-re

1 fla+y + flz—y)
Y 2

Az ax) > 0, ezért a(x) —1 > —1 ésigy az
/6(“”)} flx+t)+ flxz—1)
t
0

2
improprius integral konvergens. 0

- S(I)‘ dt

Kovetkezmény 9.15. Ha f € R és [ eqy xg € R-ben kielégiti a lokdlis Lips-
chitz feltételt, akkor az f fiigguény Fourier sora konvergens xqo-ban és ott az dsszege
egyenld f(xo)-al

Kovetkezmény 9.16. Ha f € R és [ egy xo € R-ben folytonos és balrol is és
jobbrol is differencidlhato, akkor az f fiigguény Fourier sora konvergens xq-ban €és
ott az osszege egyenld f(xg)-al.

Kovetkezmény 9.17. Ha f € R egy differencidlhato fiigguény, akkor a Fourier
sora pontonként tart f-hez.

Példa 9.18. A kovetkez6 fliggvényeket értelemszertien csak a [—m, 7| vagy
[0, 27] intervallumban adjuk meg és onnan periodikusan terjesztjitk ki az R-re.

(1) f(z) =% ha x € (0,2m) es f(0) = f(2m) = 0, ekkor
flx) = Z singlmc)
(2) f(x) =sgn(sinx), ekkor

fl) = 4 Z sin ((2n — 1)z)

= 2n—1

(3) f(x) =2 ha x € (—m,m) es f(£m) =0, ekkor
B 22 - psin(nx) nx)
4) f(x) = @ ha z € [0, 27], ekkor

flx) = o Z cos(nz)

n2

n=1

Végil a kovetkezo tétel azért érdekes, mert azt allitja, hogy bar latszolag egy
f fiiggvény Fourier soranak egy zp, € R pontban valé konvergencidja fiigg az f
egész [—m, | intervallumon vald viselkedésétél (hiszen a Fourier egyiitthatdkat gy
szamoljuk ki, hogy egy 27 hossziisdgu intervallumon integralunk), valéjdban az f-
nek csak egy xg koriili tetszolegesen kicsi kornyezetére valéo megszoritasatol fiigg.



9 51

Tétel 9.19. Legyenck fi € R és fo € R. Ha valamilyen xy € R-re és valam-
ilyen kis § > 0-ra fi(t) = fo(t) minden t € [xg — §,x0 + 0] esetén, akkor az f és
fo Fourier sorai az xo-ban eqyszerre konvergensek vagy divergensek és konvergencia
esetén a két Fourier sor 0sszege xg-ban azonos.

Bizonyitas. Feltehetd, hogy 6 < 7. Legyenek

J To — o
s = 1 [ =0 ook,
ofan) =+ [ D= B0 g,

ekkor nyilvanvaléan
Sn(x0) = Ry (o) + £n(z0).
Megmutatjuk, hogy rogzitett zo-ra az [e,(xo)] szdmsorozat 0-hoz tart ha n — co.
Mivel
Du(y) = sin ((2n—1; 1)Y)
sin (¥)

ha y # 2kn ahol k € Z, ezért

1 /7r sin (2n+1) %) (f(zo —t) + f(o +t))dt.

enlo) = P 5 2sin (%)

Legyen ¢ az a [—m, 7| intervallumon értelmezett fiiggvény, amire
g(t)=10 ha —m <t < és

flzo—1) + flwo +1)

g(t) = 25in (D) ha 6 <t <m.
Ekkor
1 [ . t 1 [ . t
en(z0) = ;/6 g(t) sin ((2n +1) 5) dt = - /_ﬂg(t) sin ((2n +1) 5) dt.
De mivel
sin <(2n +1) %) = sin (nt) cos <%> + cos (nt) sin (%) ,
ezért

() = % / " g(t) sin (nt) cos (%) dt + % / " 4(t) cos (nt) sin (%) dar,

—T —T

amibdl az latszik, hogy rogzitett zq-ra e, (x¢) megegyezik a g(t) cos (%) ésa g(t)sin (%)
fiiggvények egy-egy m-edik Fourier egyiitthatdjanak osszegével. Az errdl szélo 9.3
tétel szerint ezek az egyiitthaték nullsorozatot alkotnak, tehat rogzitett xg-ra az

[en(x0)] szdmsorozat 0-hoz tart ha n — oo.

Ezek szerint az [s,(zo)] szdmsorozat pontosan akkor konvergens, amikor az
[R,(z0)] szamsorozat konvergens, és ezek hatarértékei is megegyeznek. De R, (x¢)



52

definici6jabdl latszik, hogy az csak az f fiiggvény [zo — 0, xg + 0] intervallumra vald
megszoritasatél fligg. O

Felhasznalt és ajanlott irodalom.
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