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Matematikai szituacio alatt eftsiink barmi olyasmit, amikor adva van-
nak wvalamik valahogyan. Azt a szituéciot, amikor pl. adva van két egyenes,
jelolhetjiik igy:
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Azt a szituaciot, amikor adva van két egyenes, meg egy pont, ami mindkettén
rajta van, értelemszerien igy jeloljiik:
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Amikor viszont adva van x és y, hogy az Osszegiik 8, azt a szituiciot igy
jeloljiik:
(z,y| = +y=8]

Megj. Erds érvek vannak arra, hogy feltegyiik, hogy ezen szituaciokban sze-
repls feltételek a valtozokra vagy geometriai objektumokra pozitivak legyenek,
azaz egy szituaciorol nem olvashatunk le olyat, hogy pl. egy bizonyos pont nincs
rajta egy bizonyos egyenesen, vagy nem tartalmazhat olyat, hogy = + y # 8.
Voltaképp azonban erre a megszoritasra jelen kis iromanyban nem lesz semmi
sziikség.

Egy kovetkezd absztrakcios szinten egy altaldnos, szemantikaval rendelkezé
matematikai nyelvet definidlunk:

Legyen adott egy S = {A, B, C, ... } halmaz, melynek elemeit , szituaciok”™nak
nevezziik (és 4gy gondolunk rajuk, mint a fentebb vazolt matematikai szitué-
cickra), legyen adott tovdbba modelleknek egy M = {M, N, ...} osztalya,
valamint minden A € S szituacidhoz és M € M modellhez legyen adott egy
L(A, M) halmaz, melynek elemeit interpretaciéknak hivunk, pontosabban
»u € L(A,M)” ugy olvasandé, hogy u az A szitucié egy interpreticioja az
M modellben. Voltaképp lehetne magat az L fliggvényt nevezni a nyelvnek.

A fenti példakhoz tartozo modellek gyanant tekinthetjiik az euklideszi sikot,
az euklideszi teret, a Bolyai féle hiperbolikus sikot vagy a valés projektiv sikot,
illetve példaul a természetes, raciondlis, valés vagy komplex szdmok halmazéit...
Az jadott két egyenes” szitudcionak egy interpretaciéja mondjuk a projektiv
stkon nem més mint a projektiv sik egy egyenesparja (nem kotjiik ki, hogy e par
sziikségszerten kiilonbozs egyenesekbdl alljon).

Feltessziik, hogy a nyelvben adott egy O € S trividlis szituicié (amikor
,nem adott semmi”), ami azzal a tulajdonsdggal bir, hogy minden M modell-
ben pontosan egy interpretacioja van (ti. ,amikor nem valasztunk ki semmit a



modellbdl”), azaz minden M € M-re L(O, M) egyelemt halmaz.

A nyelv mondatai az S elemeivel cimkézett fdk lesznek. (Egy iranyitott
grafot fdnak neveziink, ha van egy kitiintetett r cstcsa - a gydkere - amire az
igaz, hogy a graf minden csicsaba pontosan egy irdnyitott ut megy r-bél. Egy
graf S-cimkézésén nem egyebet értiink mint egy fliggvényt a graf csucsainak
halmazaboél S-be.) Jelen esetben tehat egy mondat tgy néz ki, hogy adva van
egy fa, aminek minden cstcsaba oda van irva egy szituacio.

Egy fa csticsanak a szintje legyen a gyokérbdl hozza vezetd egyetlen t cstic-
sainak szama. (Pl. a gyokér szintje 1, szomszédaié 2, azok szomszédaié 3, s.i.t.)

p1 = — |x,y| x+y=0| a kétcstucsu fan alapulé mondatok.

Picit bonyolultabb fastruktiraju mondat a kdvetkezs:
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A mondatok értelmezését egy jatékelméleti definicioval a legkényelmesebb
megfogni. Adott ¢ mondathoz és M € M modellhez tartozik egy kétszemé-
lyes jaték, amire a késGbbiekben a ¢, M-jaték” kifejezéssel hivatkozunk. A
jatékosokat ADAM illetve Eva nevekkel illetjiik. ADAM kezdi a jatékot: a mon-

Ezutan kovetkezik FEVA: valaszt egy kovetkezd agat (azaz egy cstcsot a méso-
dik szintrél), valamint az ott il6 szituacionak egy 76l passzold interpretaciojat
M-ben. Aztan megint ADAM jon: valaszt egy kovetkezs dgat (immaron a 3.
szintrél, az imént valasztott 2. szinti csics egy szomszédjat), valamint annak
nem tud lépni (pl. elfogy a fa, vagy nincs tovabbi interpretacid), elveszti a
jatékot.

Azt, hogy jol passzold, jelen keretek kozt nem definidljuk precizen, intuitive
arrél van sz6, hogy a jaték folyaméan mar kivalasztott szituacidkban szerepld ele-
mek megmaradnak egész végig. Azaz, ha teszem azt, ADAM ugy interpretalta

tani. (Matematikailag pontossa tehetjiik a ,,jol passzold interpretacio” fogalmat kategoriaelméleti

megkozelitésekkel, feltételezve hogy S-en legalabb egy részbenrendezés struktura van adva.)
Azt mondjuk, hogy a ¢ mondat érvényes avagy igaz az M modellben

(jelben M |= ), ha EvA-nak van nyerd stratégidja a fent vazolt jatékban, tgy
értve, hogy akarhogy is jatszik ADAM, EvA minden lépésére tud valaszolni.



PlL. a fenti ¢y mondat akkor és csak akkor érvényes egy modellben, ha ott
barmely két egyenes metszi egymast legalabb egy pontban. Az euklideszi sikon,
ha ADAM egy parhuzamos egyenespart valaszt a gyokér interpretacidjakeént, ak-
kor EvA nem tudja folytatni a jatékot, veszt. Ott tehat nem igaz o, azonban
a projektiv sfkon igaz.

Hasonl6é moédon ¢; nem érvényes a természetes szamok korében, de az egész
vagy racionélis szamok halmazén mér igaz. Voltaképpen ¢ azt jelenti, hogy
minden szamnak van ellentettje (additiv inverze).

Gondoljuk végig, hogy 2 éppen a hiperbolikus sik parhuzamosségi axidméajéaval
ekvivalens: barmely e egyenes és rajta kiviili pont esetén legalabb két egyenes
htizhat6 a ponton 4t, ami nem metszi e-t. (Ugyanis ha ADAM a harmadik szintre
ér, EVA veszt.)

Megmutathatd, hogy a klasszikus itéletkalkulus, modalis logika, elsGrendd-
illetve tobbszortu elsérendid nyelvek specialis esetei a fent definialt nyelvnek.
Ezt alatamasztando, rogzitsiink egy ¢ hasonlosagi tipust egy els6rend nyelvhez.
Azaz t-ben adva vannak miveleti- és reldcids jelek, mindegyikhez megmondva,
hogy hany valtozos. A t tipusu szituaciok legyenek az (X,I") alakt rendezett
parok, ahol X wdltozéknak egy véges halmaza, és I' is véges halmaz, elemei
mind formulék, méghozza t tipusi atomi formuldk, melyekben szereplé minden
valtoz6 az X halmazbol valo. Ilyenek példaul a fenti ¢ szituacioi is (itt a tipus
tartalmaz egy 2 valtozos '+ miveleti jelet, valamint egy 0 viltozos 0’ midveleti
jelet, masnéven konstansjelet).

A modellek a hagyoményos t tipust elsérendd strukturdk. Egy (X,T') in-
terpretacioja egy M modellben legyen egy olyan X — M kiértékelés, hogy T’
minden eleme teljesiiljon altala.

Az ezen szituicidokbol alkotott véges fakon alapulé mondatok mindegyike
ekvivalens egy hagyomanyos els6rendd ¢ tipusi formuléval, valamint minden ¢
tipust elsérendi formula reprezentalhaté egy ilyen, ¢ tipusa szituaciokkal cim-
kézett fa altal. (1. [1], theorem 3.5.)

A jatékelmélet meghatarozottsigi tétele szerint, amennyiben egy ilyen szi-
tuaciés nyelv egy ¢ mondatidnak nincs végtelen hosszu aga, ugy barmely M
modell esetén a két jatékos koziil pontosan az egyiknek van nyerd stratégidja a
©, M-jatékban.

Ezek szerint, ha felcseréljiik a jatékosok szerepét, az a logikai tagadasnak
felel meg. Ezt a jelen értelmezések szerint (mivel mindig ADAM kezdi a jatékot),
ugy valésithatjuk meg, hogy a fa elé még egy cstcsot, egy 1j gydkeret tesziink,
amit a trividlis O szituaciéval cimkéziink meg. Ez altal a paratlan szinten levs
csucsok paros szintre keriiltek, és viszont. Jeloljiik a ¢ mondat ilyetén tagadasat
“O — ”-vel. Gondoljuk meg, hogy a dupla tagadas mindig visszaadja az eredeti
mondatot, azaz minden M € M modell esetén M =0 — 0 — ¢ & M E .

Hogyan tudnank reprezentalni a logikai és illetve vagy miiveleteket ezen a
nyelven?

Amennyiben egy fa tartalmaz végtelen agat, a hozza tartozd jaték mar nem
feltétleniil eldontott. Elsfordulhat olyan is, amikor mind ADAM-nak, mind Eva-
nak van nyerd stratégidja. (Mi cseles médon csak EVA nyerd stratégiajat defi-
nialtuk.) Legyen U az a végtelen linearis fa, amely csicsaiba mindig a trivialis



szituaciot irtuk, azaz
0=0—-0—-0—...

Ekkor U tagadasa énmaga (O — U = U), és hat Eva tud ADAM minden
lépésére valaszolni, akdrmelyik modellben, tehdt U igaz. Afféle antiparadoxon
ez: igaz és a tagadasa is igaz.

A kapott logikdban tehét nem érvényes az AAN—A = 1 szabaly, mig AV-A =T
igen (tehat ez nem intuicionista logika).

Egy masik példa gyanant tekintsiik azt a végtelen Y linearis fat, amelynek n.
csucsat azzal a szituaciéval cimkézziik meg, amikor adott n db. kiillénb6zé pont.
Legyenek a modellek a halmazok. Ekkor egy M halmaz esetén M = T pontosan
akkor teljesiil, ha M-nek paros vagy végtelen sok eleme van, mig M =0 — T
akkor igaz, ha M-nek paratlan vagy végtelen sok eleme van.
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