
Perfekt Gr�af T�etel: Egy gr�af pontosan akkor perfekt, ha a komplementere perfekt.Megjegyz�es: Vegy�uk �eszre, hogy a fenti �all��t�as ekvivalens avval, hogy "Ha G perfekt, akkora komplementere is perfekt."A Perfekt Gr�af T�etel bizony��t�asa helyett egy er}osebb t�etelt bizony��tunk. (Ezt szint�enLov�asz L�aszl�o bizony��totta valamivel a Perfekt Gr�af T�etelre adott eredeti bizony��t�as�anakmegsz�ulet�ese ut�an.)T�etel (Lov�asz t�etele): Egy G gr�af akkor �es sak akkor perfekt, ha minden G0 fesz��tettr�eszgr�afj�ara teljes�ul, hogy �(G0) � !(G0) � jV (G0)j:Megjegyz�es: A fenti felt�etelt G helyett �G-re fel��rva nem t�ort�enik m�as, mint az, hogy �(G)�es !(G) "szerepet ser�el," hiszen �( �G) = !(G) �es !( �G) = �(G). Ez�ert a T�etel �all��t�as�ab�olk�ovetkezik, hogy G pontosan akkor perfekt, ha �G perfekt, ami �eppen a Perfekt Gr�af T�etel�all��t�asa.A most k�ovetkez}o bizony��t�as Gaspariant�ol sz�armazik.A bizony��t�ast a k�ovetkez}o tagol�asban ismertetj�uk. Egy r�ovid el}ok�esz��t}o szakasz ut�an abizony��t�as l�enyegi r�esz�et h�arom lemma bizony��t�as�ara fogjuk bontani.A bizony��t�as el}ok�esz��t�ese:Az �all��t�as azon r�esze, hogy perfekt gr�afok teljes��tik a fenti egyenl}otlens�eget majdnem nyil-v�anval�o: Ilyenkor minden G0 fesz��tett r�eszgr�afra �(G0) = !(G0), �(G0) � �(G0) � jV (G0)jpedig tetsz}oleges G0 gr�afra igaz, hiszen �(G0) darab, egyenk�ent legfeljebb �(G0) m�eret}usz��noszt�aly le kell tudja fedni az eg�esz V (G0) sz�ogponthalmazt. (Azt, hogy egy sz��noszt�alylegfeljebb �(G0) m�eret}u onnan tudjuk, hogy az azonos sz��nnel sz��nezhet}o pontok mindigf�uggetlenek, �(G0) pedig �eppen a legnagyobb f�uggetlen halmaz m�erete G0-ben.)Az �all��t�as l�enyegi r�esze teh�at az, hogy amennyiben a fenti egyenl}otlens�eg egy gr�af mindenfesz��tett r�eszgr�afj�ara teljes�ul, akkor a gr�af sz�uks�egk�eppen perfekt.Egy gr�afot imperfektnek fogunk h��vni, amennyiben nem perfekt. Azt mondjuk, hogy Gminim�alis imperfekt gr�af, ha }o maga nem perfekt, de minden n�ala kisebb (azaz val�odi)fesz��tett r�eszgr�afja az. A perfekts�eg de�n��i�oj�ab�ol k�ovetkezik, hogy minden imperfekt gr�aftartalmaz minim�alis imperfekt gr�afot fesz��tett r�eszgr�afk�ent. Azt fogjuk igazolni, hogy haG minim�alis imperfekt gr�af, akkor �(G)!(G) < jV (G)j, ebb}ol k�ovetkezik, hogy imperfektgr�afokban nem teljes�ulhet az el}obbi egyenl}otlens�eg ford��tottja minden fesz��tett r�eszgr�afra,ami �epp az �all��t�assal ekvivalens.Most kimondjuk �es bebizony��tjuk az els}o lemm�at.1. Lemma: Ha G minim�alis imperfekt gr�af, akkor s�usainak tetsz}oleges A � V (G)f�uggetlen halmaz�ara !(G� A) = !(G):1



Az 1. Lemma bizony��t�asa: Legyen G a felt�etel szerinti, �es tegy�uk fel indirekt, hogy !(G�A) 6= !(G): Ez azt jelenti, hogy !(G� A) < !(G). Viszont G minim�alis imperfekt voltamiatt (G�A) perfekt, ��gy kisz��nezhet}o !(G�A) sz��nnel. Eggyel t�obb sz��nnel viszont magaG is kisz��nezhet}o, hiszen a (G� A)-ban nem szerepl}o pontok f�uggetlen halmazt alkotnak,ti. �eppen A-t. Ez�ert �(G) � �(G�A) + 1 = !(G�A) + 1 � !(G) ad�odik, ahol az utols�oegyenl}otlens�eg az indirekt feltev�es k�ovetkezm�enye. Ez viszont azt jelenten�e, hogy G magais perfekt, hiszen nemsak minden r�eszgr�afja, hanem }o maga is kisz��nezhet}o annyi sz��nnel,amennyi a benne lev}o legnagyobb klikk m�erete. De G a felt�etel szerint nem perfekt, ��gyellentmond�asra jutottunk, ami bizony��tja a lemma �all��t�as�at.2. Lemma: Legyen G minim�alis imperfekt gr�af. G f�uggetlens�egi sz�am�at jel�olje �, klikk-sz�am�at !. Ekkor megadhat�o G f�uggetlen halmazainak egy A0; A1; : : : ; A�! �es klikkjeinekegy B0; B1; : : : ; B�! rendszere �ugy, hogy 8i-re Ai \ Bi = ; �es 8i 6= j-re Ai \ Bj 6= ; .A 2. Lemma bizony��t�asa: El}osz�or megadunk egy A0; A1; : : : ; A�! �es B0; B1; : : : ; B�!f�uggetlen halmazokb�ol, illetve klikkekb}ol all�o rendszert, majd megmutatjuk, hogy ezekrendelkeznek a k��v�ant tulajdons�aggal.Legyen A0 egy tetsz}oleges (de mostant�ol r�ogz��tett) maxim�alis m�eret}u f�uggetlen halmazG-ben, vagyis jA0j = �. Az A0 halmaz elemei legyenek a1; : : : ; a�. Most tekints�uk aG�fa1g gr�afot. Ez perfekt �es az 1. Lemma szerint ! a klikksz�ama. (Itt felhaszn�altuk, hogyegyetlen pont is f�uggetlen halmazt alkot, vagyis fa1g be��rhat�o az 1. Lemm�aban szerepl}o Af�uggetlen halmaz hely�ebe.) Mivel G�fa1g perfekt, ez azt jelenti, hogy a kromatikus sz�amais !-val egyenl}o. Tekints�uk egy optim�alis sz��nez�es�et, �es A1; A2; : : : ; A! legyenek ennek asz��nez�esnek a sz��noszt�alyai. Hasonl�oan de�ni�aljuk az A!+1; : : : ; A2! f�uggetlen halmazokatmint a G�fa2g gr�af egy optim�alis sz��nez�es�enek sz��noszt�alyait. �Altal�anoss�agban is legyenekA(i�1)�!+1; A(i�1)�!+2; : : : ; Ai�! a G�faig perfekt gr�af egy optim�alis sz��nez�es�enek sz��nosz-t�alyai. (Az i itt befutja az 1; 2; : : : ; � sz�amokat.)Az 1. Lemma r�ev�en tudjuk, hogy tetsz}oleges f�uggetlen halmazt elhagyva G-b}ol a klikk-sz�am nem s�okken. Ebb}ol k�ovetkezik, hogy minden fenti Ai-hez v�alaszthat�o olyan Bi klikk,melynek ninsen k�oz�os pontja Ai-vel �es m�erete !(G). R�ogz��ts�unk egy ilyen Bi-t mindenAi-hez, ezzel megadtuk a B0; B1; : : : ; B�! klikkeket.Tudjuk, hogy a megad�as miatt minden 0 � i � �!-ra Ai \ Bi = ;. Megmutatjuk, hogyugyanakkor i 6= j eset�en mindig Ai\Bj 6= ; teljes�ul. (Ebb}ol egy�ebk�ent azonnal k�ovetkezik,hogy ilyenkor jAi \Bjj = 1, hiszen egy klikknek �es egy f�uggetlen halmaznak legfeljebb egyk�oz�os pontja lehet.)Tekints�uk Bi-t �es tegy�uk fel, hogy A0 \ Bi = ;. Ekkor Bi az �osszes G � faig gr�afban! m�eret}u klikk, ��gy ezen (teh�at az aktu�alis G � faig) gr�af ! sz��nnel t�ort�en}o sz��nez�esekorfell�ep}o sz��noszt�alyok mindegyike belemetsz. Ez pontosan annyit jelent, hogy Bi \ Aj 6= ;minden j 6= 0-ra. Eszerint az el}obbi Bi sakis B0 lehet, �es val�oban egyed�ul A0-t�ol diszjunkt.Legyen most Bi olyan, hogy A0 \ Bi 6= ;, s a k�et halmaz egyetlen k�oz�os eleme legyenak. Ekkor Bi tov�abbra is ! m�eret}u klikk lesz minden olyan G � fajg gr�afban, amirej 6= k. Ezek ! sz��nnel val�o sz��nez�esekor teh�at Bi metszi az �osszes sz��noszt�alyt. A G�fakggr�afban pedig Bi-b}ol egy !�1 m�eret}u klikk marad meg, teh�at ennek a gr�afnak az ! sz��nnel2



t�ort�en}o sz��nez�esekor Bi egy kiv�etel�evel minden sz��noszt�alyt metsz. Ez azt jelenti, hogy azA0; A1; : : : ; A�! f�uggetlen halmazok k�oz�ul Bi ism�et sak pontosan egyt}ol lehet diszjunkt,ez pedig akkor sakis az az Ai lehet, aminek p�arj�aul v�alasztottuk.Ezzel bel�attuk, hogy a k�et megadott halmazrendszer rendelkezik a k��v�ant tulajdons�aggal,��gy a 2. Lemma is bizony��t�ast nyert.3. Lemma: Legyenek A1; A2; : : : ; Am �es B1; B2; : : : ; Bm egy n-elem}u halmaz r�eszhalmazai,melyekre teljes�ul, hogy 8i Ai \Bi = ;;�es 8i 6= j jAi \ Bjj = 1:Ekkor m � n.A 3. Lemma bizony��t�asa: Legyenek adva a lemma felt�eteleinek eleget tev}o A1; A2; : : : ; Am�es B1; B2; : : : ; Bm r�eszhalmazrendszerek.Legyen A az az m-szer n-es m�atrix, amelynek sorai a Ai halmazok �un. karakterisztikusvektorai. Ez annyit jelent, hogy e m�atrix i-edik sor�anak j-edik eleme 1, ha az alaphalmazj-edik eleme benne van Ai-ben, �es 0, ha nins. Hasonl�oan, legyen B az az n-szer m m�eret}um�atrix, melynek oszlopai a Bi halmazok karakterisztikus vektorai. (Teh�at B-ben az i-ediksor j-edik eleme 1, ha az alaphalmaz i-edik eleme benne van Bj-ben �es 0, ha nins benne.)A C := A � B m-szer m-es m�atrix i-edik sor�anak j-edik eleme �eppen jAi \ Bjj lesz. AzAi-k �es Bj-k felt�etelezett metsz}od�esi tulajdons�agai szerint teh�at C olyan n�egyzetes m�atrix,melyben a f}o�atl�oban supa 0, azon k��v�ul minden�utt 1 �all. Ebb}ol k�ovetkezik, hogy C teljesrang�u, vagyis rk(C) = m.(Az, hogy C teljes rang�u, vagyis oszlopai line�arisan f�uggetlenek ��gy l�athat�o be. Tegy�ukfel, hogy a C-t alkot�o i oszlopoknak valamely Pmi=1 �ii line�aris kombin�ai�oja 0. Miveli-ben az i-edik koordin�ata 0, de minden m�as j-ben 1,Pmj=1;j 6=i �i = 0, �es ez minden i-reteljes�ul. Teh�at a Pmj=1 �j �osszegb}ol b�armely �j-t elhagyjuk a marad�ek �osszeg 0. Ez sak�ugy lehet, ha minden �j egyenl}o, akkor pedig mindegyik 0 lehet sak. Ebb}ol k�ovetkez}oena nullvektor fenti fel��r�asa sakis a trivi�alis fel��r�as lehet, teh�at C oszlopai val�oban line�arisanf�uggetlenek.)A szorz�as sor�an a B m�atrix oszlopai �altal gener�alt t�erb}ol az A �altal megjelen��tett line�aristranszform�ai�oval k�epez�unk le vektorokat. A k�epteret gener�alj�ak B oszlopainak k�epei,vagyis C oszlopai. A k�ept�er dimenzi�oja ��gy �eppen C rangja, �es ez nem lehet nagyobb,mint az eredeti t�er dimenzi�oja, ami viszont �eppen B rangja. Teh�at rk(C) � rk(B). Idebe��rva rk(C) = m-et rk(B) � m ad�odik, ami viszont (l�ev�en B m-szer n-es m�atrix) sak�ugy lehets�eges, ha m � n. Ez volt a lemma �all��t�asa.A T�etel bizony��t�as�anak befejez�ese:Ha G minim�alis imperfekt gr�af, akkor a 2. Lemma szerint l�etezik G s�ushalmaz�anakk�et olyan, egyenk�ent �! + 1 m�eret}u r�eszhalmazrendszere, amely kiel�eg��ti a 3. Lemma3



r�eszhalmazrendszereire vonatkoz�o felt�etelt. (A 2. Lemma kimond�asakor sak annyitk�ot�ott�unk ki, hogy a megfelel}o metszetek �uresek, vagy sem, de a bizony��t�as sor�an meg-jegyezt�uk, hogy a nem�ures Ai \ Bj metszetek m�erete mindig 1, hiszen egy klikk �es egyf�uggetlen halmaz nem metszheti egym�ast t�obb pontban.) Alkalmazhatjuk teh�at a 3.Lemm�atm hely�ebe �!+1-et, n hely�ebe jV (G)j-t ��rva. Azt kaptuk teh�at, hogy minim�alisanimperfekt G gr�afra �(G)!(G) + 1 � jV (G). Pontosan ennyi hi�anyzott a bizony��t�as befe-jez�es�ehez, ezzel teh�at k�eszen vagyunk.
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