Listaszinezés

Definicié: Egy G graf minden v € V(G) cstcsdhoz legyen adott egy L(v) szinlista. Azt
mondjuk, hogy G szinezhet6 az adott listakrél, ha van a csicsoknak olyan jé szinezése,
ahol a v cstcs ¢(v) szinére fenndll, hogy c(v) € L(v) minden v € V(G)-re. (J6 szinezésen
szokas szerint azt értjiik, hogy szomszédos pontok nem lehetnek azonos szinfiek.)

Definicié: A G graf ch(G)-vel jeldlt listaszinezési szama az a legkisebb k pozitiv egész,
amire fenndll, hogy akarhogyan adunk meg a csicsokhoz olyan L(v) listdkat, amikre
|L(v)| > k teljesiil, G szinezhetd lesz az adott listakrdl.

Megjegyzés: A ch(G) rovidités az angol choice number elnevezésbél szarmazik. A lis-
taszinezési szamot egymadstol fiiggetlentil Vizing, illetve, Erdos-Rubin-Taylor vezette be.
Utébbiak a részben innen hiressé valt Dinitz-problémat emlitik motivacioként, amelyet
késobb latni fogunk.

Allitas: TetszOleges G grafra ch(G) > x(G).

Bizonyitds:

Ha minden lista azonos, akkor a listakrdl vald szinezhet6ség éppen azt jelenti, hogy a graf
kiszinezheté annyi szinnel, amennyi a listakon szerepel. Ebbol adédik, hogy egyforma

listak esetén a listaméret legaldbb x(G) kell hogy legyen ahhoz, hogy a graf szinezhet6
legyen az adott listdkrol, ebbdl pedig kovetkezik az allités. Q.E.D.

Az intuici6 azt sugallhatja, hogy ha nem egyformék a listaink, ez csak nagyobb szabadsagot
jelent, az a “legrosszabb” eset, ha minden lista egyforma. Ha igy volna, akkor a fenti
allitasban minden grafra egyenl6ség éllna, vagyis ch(G) definicidéja nem volna mas, mint a
kromatikus szam elbonyolitott djradefinidlasa. A helyzet azonban nem ez, a fenti intuicié
félrevezet benniinket. Ezt azonnal lathatjuk a kovetkezo példabdl.

Példa: ch(K33) > x(K3,3) = 2.
Bizonyitds:
Azt kell megmutatnunk, hogy K3 3 cstcsaihoz rendelhetiink olyan kételemii listdkat, ame-

lyekrdl nem szinezhetd ki jol. Legyenek a csticsok a, b, ¢, d, e, f, ahol a, b, c és d, e, f alkossa
a K3 3 két fiiggetlen halmazat. A listdk pedig legyenek:

L(a) = L(d) = {1,2}, L(b) = L(e) = {1,3}, L(c) = L(f) = {2,3}.

Prébaljuk meg a grafot kiszinezni ezekrol a listakrol. Az altalanossag megszoritasa nélkiil
feltehetd, hogy a szine (ezentul x szinét c(x) jeloli) 1 lesz. Ekkor sziikségképpen c(e) = 3,
emiatt pedig c¢(c) = 2. Ekkor viszont d-t mar nem tudjuk a-tdl is és c-tél is kiilonbozére
szinezni. Q.E.D.

Felmeriil ezutan a kérdés, hogy mennyivel lehet nagyobb ch(G) a kromatikus szamnal. Az
elobbi példa altalanositasaval megmutatjuk, hogy akarmennyivel.

Tétel: Minden k > 2 pozitiv egészhez 1étezik olyan G paros graf, amire ch(G) > k.
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Bizonyitds:
Megfelel6 valasztés lesz a G = K(2k—1) &) teljes paros graf. Azt mutatjuk meg tehdt,
k ’ k

hogy K (1), (%) csucsaihoz hozzarendelhetok olyan k elemii listak, amikrol a graf nem
k B k

szinezheto.

Tekintsiik szineknek egy 2k — 1 elem{i halmazat. E szinekbdl pontosan (%k_ 1) darab

kiilonbozo k elemi lista készithet6. Rendeljiik ezek mindegyikét a K (371, (350) graf
k bl

k
mindkét szinosztdlydnak pontosan egy csicsdhoz. (Ekkor k& = 3-ra éppen az el6bbi példa

listait kapjuk.) Megmutatjuk, hogy e listakrél nem szinezhet6 jol a graf. Tegyiik fel indi-
rekt, hogy van jé szinezés. Tekintsiik a teljes paros grafunk egyik (maximalis) fiiggetlen
halmazat. Ennek szinezésében legaldbb k szint kellett haszndlnunk, hiszen ha legfeljebb
(k — 1)-et hasznaltunk volna, akkor lenne k olyan szin, amelyek egyikét sem haszndltuk
itt (hiszen 2k — 1 sziniink van és (2k — 1) — (k — 1) = k), azonban ez a k szin éppen az
adott fliggetlen halmaz egyik pontjahoz rendelt szinlista k eleme, igy azt a pontot nem
szinezhettiik volna szabalyosan. Ugyanezt a mésik (maximalis) fiiggetlen halmazra is el-
mondhatjuk, tehat annak szinezésében is legalabb k szin vesz részt. Mivel a két fliggetlen
halmaz kozott minden él be van hizva, ez a kétszer k szin mind kiillonbozo6, vagyis legalabb
2k szintink kellene legyen. Ez viszont ellentmondas, hiszen csak 2k — 1 sziniink van. Az
adott listakrol tehat K(2k};1)7(2k1;1) valéban nem szinezhetd. Q.E.D.

Kénnyt belatni, hogy (akarcsak x(G)-re) most is igaz az alabbi fels6 korlat.
Allitas: Tetszoleges G grifra ch(G) < A(G) + 1.

Bizonyitds:

A bizonyitas azonos a x(G)-re vonatkozé analég allitas bizonyitdsdaval. Szinezziik a csi-
csokat mohon, vagyis a listajuk tetszoleges olyan szinével, ami a szomszédsagukban még
nem fordul el6. Mivel minden szomszédsag legfeljebb A(G) elemti, ha minden listdn ennél
legaldbb eggyel tobb szin van, a szinezés nem fog elakadni. Q.E.D.

Megjegyzés: Konnyl meggondolni, hogy a Brooks-tétellel analég allitas is igaz marad,
lényegében az eredetiével megegyezo bizonyitassal.

Lattuk, hogy ch(G) tetszblegesen sokkal nagyobb lehet a kromatikus szamnal. Ugyanakkor
konnyt olyan grafokra példat mutatni, amelyekre a két paraméter egyenld (ilyenek példaul
a korok, parosak és paratlanok egyardnt). Felmeriil a kérdés, hogy pontosan mely grafokra
all egyenloség. Erre a kérdésre a valasz nem ismert. J6 lenne akkor legalabb érdekes graf-
osztalyokrol tudni, amelyek minden tagjara egyenloség all. Az alabbi hires sejtés egy ilyen
tipusu allitast fogalmaz meg.

Listaszinezési sejtés: Ha G élgraf, akkor ch(G) = x(G).

Ez a sejtés maig megoldatlan, van viszont egy fontos specidlis esete, amire megoldott. Ez
tartalmazza a mar emlitett Dinitz-problémat is, ami a kovetkezo.

Dinitz-probléma: Tekintsiink egy n-szer n-es matrixot, melynek minden mezd6jéhez adott
egy n elemil halmaz. Igaz-e, hogy akarmik is legyenek e halmazok, kivalaszthaté minden
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mezOohoz az 6hozza rendelt halmaz egyik eleme gy, hogy az egy sorban és az egy oszlopban
levo mezokhoz kiilonbozo kivalasztott elemek tartozzanak?

Az el6bbi kérdésben szereplé matrix sorait és oszlopait egy teljes paros graf két szinoszta-
lyanak, a mezoket e graf éleinek, a halmazokat szinlistaknak tekintve az elébbi probléma
avval ekvivalens, hogy igaz-e ch(L(K,, ,)) = n.

Erre a kérdésre mar ismert a valasz, sot sokkal altalanosabb az alabbi tétel.
Galvin tétele: Ha G péros gréf, akkor ch(L(G)) = x(L(G)).

Galvin tételének bizonyitasahoz némi elokésziiletre van sziikségiink.

Definicié: Egy G irdnyitott graf csicsainak U részhamazat elnyeld tulajdonsdgunak
neveziink, ha Yo € V(G) — U Ju € U amire (v,u) € E(G). (Figyelem: itt (v, u) irdnyitott
élet jelent.) Egy U C V(G) halmaz kernel, ha fiiggetlen ponthalmaz, és egyben elnyel6
tulajdonsagu.

Megjegyzés: Nem minden iranyitott graf tartalmaz kernelt, tekintsiink példaul egy cikliku-
san irdnyitott haromszoget.

Lemma: Legyen G véges egyszerii graf a csicsaihoz rendelt L(v) szinlistdkkal. Ha G élei
iranyithatok ugy, hogy

1) Vv € V(G)-re teljesiiljon, hogy d*(v) + 1 < |L(v)| (itt dT az adott csicsbdl kifelé
irdnyitott élek szama, vagyis a cstcs “kifoka”); és

2) a kapott irdnyitott graf minden feszitett részgréafja tartalmaz kernelt,

akkor G szinezhet6 az adott listakrol.

Bizonyitds:

Tekintsiink egy a Lemma feltételeinek eleget tevo grafot a feltételeknek szintén eleget
tev6 L(v) listdkkal, és tekintsiik a feltételek szerint 1étez6, kivant tulajdonsagui iranyitast.
Vegyiik most az egyik (legalabb egy L(v) listan szerepld) szint, nevezziik ezt pirosnak. Tek-
intsiik most G azon csucsai altal meghatarozott feszitett részgrafjat, amely csicsok listajan
szerepel a piros szin. A feltételek szerint e feszitett részgraf tartalmaz kernelt, legyen ez
U. Szinezziik az U-beli csiicsokat pirosra, majd toroljiik a piros szint minden mas pont
listajarél. Gondolatban szintén toroljiik a pirosra szinezett csicsokat a hozzajuk csatlakozé
élekkel egytitt. Az igy megmaradt grafban U kernel volta miatt a megmaradtak koziil min-
den olyan csiucsnak a kifoka csokkent, amelynek a listaja a piros szin torlése miatt eggyel
kevesebb elemiivé valt. Ez azt jelenti, hogy a Lemma 1-es feltétele a megmaradt grafra
és megmaradt listakra is fennall. A 2-es feltétel nem romolhatott el, igy mindkét feltétel
igaz tovabbra is. Ugyanezt a lépést piros helyett most egy masik szinre megismételve min-
daddig folytathatjuk az eljarast, amig minden pontot ki nem szineztiink. Mivel egy szint
csak egy lépésben haszndlunk (ahol nem szineztiink vele ott toroljiik), fiiggetlen pontokat
szineziink vele (egy kernel definici6 szerint fiiggetlen), és minden pontot a listajan szerepld
szinnel szineziink, a kapott szinezés szabalyos lesz. Q.E.D.

Galvin tételének bizonyitasa:



A Lemma szerint elég megmutatnunk, hogy egy G péros graf L(G) élgrafjanak élei mindig
irdnyithatok tgy, hogy az Osszes feszitett részgraf tartalmazzon kernelt, és minden pont

kifoka legyen kisebb x(L(G)) = x/(G)-nél.

Azt fogjuk bizonyitani, hogy van ilyen iranyitds. Ennek megaddsédhoz legyen G = (A, B, E)
és tekintsitk G éleinek egy optimaélis szinezését az 1,2, ...,k := x'(G) szinekkel. Egy G-
beli e él (azaz egy L(G)-beli pont) ezen szinezés szerinti szinét jeldlje c(e). Ha G-nek
e és f éle kozos végponttal rendelkezik A-ban, akkor a kozottiikk L(G)-ben huzott élet
iranyitsuk e-b6l f-be, ha c(e) < ¢(f), illetve f-bol e-be, ha ¢(f) < c(e). Ha G-nek e és f
éle k6z6s végponttal rendelkezik B-ben, akkor éppen forditva, a kozottiik L(G)-ben huzott
élet iranyitsuk e-b6l f-be, ha c(e) > ¢(f), illetve f-bél e-be, ha c¢(f) > c(e).

Ezzel az iranyitast meg is adtuk, azt kell csak beldtnunk, hogy valéban teljesiti a Lemma
feltételeit.

A Lemma 1-es feltételének teljesiilését konnyii latni: tetszoleges e € E(G) = V(L(G))-re,
ha c(e) = j, akkor bel6le L(G)-ben azokba az f € V(L(G)) csticsokba indul él, amelyekre
vagy c(f) < j és e és f (mint G-beli élek) kozos csiicesal rendelkeznek B-ben - ilyen f
legfeljebb (j — 1) van - vagy ¢(f) > j és e és f kozOs cstcesal rendelkeznek A-ban - ilyen
f pedig legfeljebb (k — j) van. Ez azt jelenti, hogy az e-b6l (L(G)-ben) kifelé mutaté élek
szédma nem lehet t6bb, mint j — 1+ k — j = k — 1, ami valéban kisebb k = x/(G)-nél.

A Lemma 2-es feltételének teljesiilését a G éleinek szamara vonatkozoé teljes indukcidval
latjuk be. Ha G-nek csak egy éle van, az éllitas (miszerint tehit L(G) megadott irdnyitasa
olyan, hogy L(G) minden feszitett részgrafja tartalmaz kernelt) nyilvanval6. Tegyiik fel,
hogy mér beldttuk az llitast |[E(G)| < m esetén, most beldtjuk arra is, ha |[E(G)| = m+1.
Az L(G) feszitett részgrafjai kozil azok, amelyek valédi részgrafok az indukcids feltevés
szerint tartalmaznak kernelt, igy elég csak azt belatni, hogy L(G) maga tartalmaz kernelt
az adott iranyitas mellett. Kijeloliink egy U C V(L(G)) = E(G) halmazt, ami “jel6ltiink”
lesz arra, hogy kernel legyen L(G)-ben. G minden B-beli pontjanal valasszuk ki azt az
e élet, amelyikre az adott pontba befuté élek kozott c(e) minimdlis. Alkossédk az igy
kivalasztott élek az U halmazt.

Vegyiik észre, hogy U C V(L(G)) elnyel6 tulajdonsagi, hiszen mindegyik f € E(G) élnek
van B-beli végpontja, és anndl a végpontndl vagy 6t magat valasztottuk U-ba, vagy egy
olyan e élet, amelybe f-bdl irdnyitott él fut L(G)-ben, mivel c(e) < ¢(f).

Mindez azt jelenti, hogy ha U nem kernel, az csak azért lehet, mert nem fiiggetlen. Ekkor
van benne két G-beli él, mondjuk a és b, amiknek van kozos végpontja, és U valasztasanak
modja garantalja, hogy ez a kozos végpont csakis A-ban lehet. Az altalanossag megszori-
tasa nélkiil feltehetjiik, hogy c(b) < c(a). Hagyjuk most el b-t G-b6l. Az igy megmaradd
G — {b} grafhoz tartozé iranyitott L(G — {b}) élgratban az indukciés feltevés szerint van
kernel, legyen ez T'. Megmutatjuk, hogy 1" akkor is kernel marad, ha a b-t visszatessziik.
T kernel L(G — {b})-ben, tehat fiiggetlen, és minden b-t6l kiilénboz6 V (L(G))-beli csicsra
teljesiti, hogy az vagy benne van, vagy kiild bele élet. Elég tehat azt igazolnunk, hogy
b is kiild bele élet (L(G)-ben). Két eset van: a € T vagy a ¢ T. Ha a € T, akkor
(b,a) € E(L(G)) miatt kész vagyunk [figyelem: itt (b,a) irdnyitott élet jelent és L(G)-t
most a megadott irdnyitdsaval egyiitt értjiikk]. Ha a ¢ T, akkor viszont Je € T, amire

4



(a,e) € E(L(G)). De ¢(a) minimdlis volt az a-nak B-beli végpontjandl, igy e-nek a-val
csakis A-ban lehet koz0s végpontja, és annak is teljesiilnie kell, hogy ¢(e) > ¢(a). De ekkor
e-nek A-beli végpontja b-vel is kozos végpont, és c¢(a) > ¢(b) miatt c(e) > ¢(b) is teljesiil.
Eszerint e olyan pontja T-nek, amibe b kiild élet L(G)-ben, igy T valdban kernel. Q.E.D.

Megjegyzés: Az el6bbi bizonyitas szoros kapcsolatban &dll az tigynevezett stabil parositasok
problémakorével. Az alabbiakban errdl szélunk par szot.

Definicio: Legyen G = (A, B, E) péaros graf, melynek minden csicsanal adott az oda
befuté éleknek egy sorrendje. Egy M € E(G) parositast stabilnak mondunk, ha tetszéleges
e € E(G)— M-re e-nek valamely végpontja lefedett egy olyan M-beli f éllel, mely az e és f
kozos végpontjanal kisebb sorszamot visel e-nél (azt mondjuk: a kozos végpont preferalja
f-et e-vel szemben).

Magyardzat: A stabil parositas fogalma az alabbi elgondolasbdl szarmazik. A csticsoknél
adott sorrend azt fejezi ki, hogy az illeté csics a szamara lehetséges partnereket milyen
sorrendben preferdlnd. Egy parositas akkor stabil, ha nincsen olyan benne nem szerepl6 él,
melynek mentén ezen él mindkét végpontja “szivesebben” lenne parositva, mint ahogyan az
adott parositasban van. A csicsoknal megadott sorrendek konnyen lefordithatok a paros
graf élgrafjanak egy iranyitdsava. Nem nehéz latni, hogy ekkor a stabil parositdsoknak
az iranyitott élgrafban éppen a kernelek felelnek meg. Altaldban igaz, hogy péros graf
cstcsaindl a szomszédokhoz (azaz az onnan kiindulé élekhez) tetszoleges sorrendet rendelve
lesz stabil parositds. A fenti bizonyitas utolsé részében éppen ezt lattuk be specidlisan
valasztott preferencia sorrendek mellett. E specidlis sorrendekre a Lemma 1-es feltétele
miatt volt sziikséglink, stabil parositas létezése 1ényegében ugyanigy bizonyithaté altalanos
esetben is.

Tovabbi megjegyzés: KoOnig egy tétele szerint paros grafra az élkromatikus szam mindig
egyenlé a maximalis fokszammal. A fentiek szerint az élek listaszinezési szama is ennyi,
ilyen értelemben Galvin tétele altalanositja Koénig tételét. Erdemes ehhez hozzatenni, hogy
az altalanositas formalis, hiszen azt latjuk be kozvetleniil, hogy G péros gréifra ch(L(G)) =
X(L(G)), ebbdl a ch(L(G)) = A(G) egyenldség tovabbra is Kénig emlitett tételén keresztiil
kovetkezik.



