Grafelmélet

Alapfogalmak

Definicié

Egy graf egy rendezett par, G=(V,E), ahol Vegy nemiires halmaz,
E pedig az ebbdl a halmazbdl képezett (rendezetlen) parok egy
listaja.

V elemeit pontoknak, illetve csiicsoknak nevezziik, £ elemeit pedig
éleknek.

Egy G graf pontjainak halmaza U G), éleinek halmaza A G), ezek
szamossaga rendre K G), illetve &G).

Rendezetlen par: {¢, v}, ahol y,v1V, és u=v megengedett.

Lista: Egy adott {¢, v} rendezetlen par tébbszor is szerepelhet.

Ha elF az {u,v} parnak felel meg, akkor vés vaz e két
végpontja. Ha u=v, akkor e hurokél.

Ha t6bb kiilénbozo él is ugyanannak az {u, v} parnak felel meg,
akkor azok parhuzamos vagy t6bbszords élek.

Ha egy grafban nincs tobbszoros él, vagy hurokél, akkor egyszeru
grafnak nevezziik.

Az e és félek szomszédosak, ha van kozos végpontjuk. Az vés v
pontok szomszédosak, ha {u,V}OE. Az u csucs illeszkedik az e
élre, ha annak egyik végpontja.
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Egy pont izolalt pont, ha nincs vele szomszédos pont, azaz nem
illeszkedik ra él. Egy pontra illeszked6 élek szdma a pont
fokszama (hurokél kettdt szamit). v fokszamat o) jeldli.
Maximalis fokot A-val, a minimalis fokot &-val jeloljiik. 4-regularis
a graf, ha minden pont foka & Ha egy 7 pont( egyszeru graf
barmely két pontja szomszédos, akkor az az r+pontu teljes graf,
jele K,

Példa

G=(V,B). V={v,, Vo V3Vy VsV E={e,e,e5e,63. e,és e;
parhuzamos, e; hurokél, v,izolalt pont. dv,)=d v.)=3, dv;))=2.
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Definicié  G:
A G=(V,E) és a G;=(V,,E,) grafok izomorfak, ha van egy 7: V-V,
bijekcié (k6lcsondsen egyértelmu raképezés), hogy

OuvaVv: {yOE = {Au),AN}0E,
Ekkor fegy izomorfizmus a két graf kozétt. Jeldlés: G~G,.
Ha adott egy fizomorfizmus, akkor azt kénnyii ellen6rizni, hogy
tényleg az-e, azaz hogy a két graf izomorf-e. Azonban az

izomorfizmus megtalalasa nagyon nehéz!
Példa

GGGy

Példa
Legyen G,=(N, £), ahol {/,n}0F pontosan akkor, ha /osztéja n-

Legyen G=(V, E,), ahol V,={2,4,8,16,32,...,27,...} és {a,B}0OF
pontosan akkor, ha b az a hatvanya. Ekkor G,~G,, az F:IN- V,
leképezés, melyre £ n)=2", izomorfizmus.




Példa

K, egy r-1-regularis graf. A tetraéder cstics-€él grafja 3-regularis,
rdadasul izomorf Kel.

Az ikozaéder cstcs-€él grafja 5-regularis. (Ez egy extremalis graf
olyan értelemben, hogy a minimalis foka a lehet6 legnagyobb az
olyan grafok kdzott, melyek konvex testek csucs-él grafjai)

A dodekaéder cstics-€él grafja pedig 3-regularis.

Definicio

A G=(V,E") graf a G=(V,F) graf részgrafja, ha 'O Vés £'O £,
valamint egy pont és egy él pontosan akkor illeszkedik egymasra
G*ben, ha Gben illeszkednek.

Példa AG= graf komplementere G'=
Ha Gaz M akkor W egy részgrafia.
Definici6
Ks=

A G’ részgraf (G-beli) komplementere az a G”részgraf, melyre
V”=Vés E”=F-F’ Egy G graf komplementerén azt a grafot
értjiik, amelyik a G graf K teljes grafbeli komplementere.

Definicié

Definicio

G’a Gfeszitett részgrafja, ha £’mindazon £beli élekbdl all,
melyek mindkét végpontja V/“ben van.

Példa

G=%<] G&N

EQy (V€4 V€2 Vy.-., Vi€ V) SOrozatot élsorozatnak vagy
sétanak neveziink, ha ¢;a v, ;t és vt dsszekotd él. Ha v=v,,
akkor a séta zart. Ha a csticsok mind kiilonbéz6ek, akkor a séta az
Ut. Ha v,=v,, de kiilénben a cslicsok mind kiilénb6zdéek, akkor kor.
Az Ut vagy kor hossza az éleinek szama.

Példa

A
(vyesvsesvye, Vy€yVy€3Vs€q Vs
e, Vvy4e,V,) egy zart séta.

(vye,vsesv,e,v,) egy Ut, hossza
3.

(Vy €y V5 €55 €4V,€yVy) egy kor,
hossza 4.




LAlitas

Ha egy G grafban v, és v, két kiilénboz6 cslics, és létezik egy
(ValyuViu€sVa-'tVin€a Vi) Séta, akkor létezik (t is v, és v, kozott.
Bizonyitas

Legyen (v, €,V €5 Vs Vi €a V) @ legkevesebb él{i séta v, és v,
k6z6tt. Ha ez nem Ut, akkor van két azonos csticsa, v=V,,, Ekkor
a%ONban (Voey Vr€aVa---1VaChpruVisvrsr -1 Vs € V) egy révidebb
séta lenne v, és v, kézott.

Osszefliggoseg, komponensek
Allitas
Legyen G=(V,E) egy graf. Definialjuk a ~ relaciét Velemein (gy,
hogy v~w pontosan akkor ha van G-ben 1t u-vel Gsszekotd Ut.
Ekkor ez egy ekvivalencia relacid, azaz reflexiv, szimmetrikus és
tranzitiv.
Bizonyitas
Reflexiv: 0 hossz( Gt. Szimmetrikus: ha van Ut wbdl w-be, akkor
annak a megforditasa Ut nw-bdl ~be. Tranzitiv: Legyen v~wés
wrz. Ekkor ha (v,e,, vy, €5 Vs, Vi €a W) Ut b0l nebe és
(W, Fy Wy, F Way...; Wiy, oy 2) Ut w~bGl z-be, akkor
(Vlell Viu€a Va1 Vi€ W rle WIIGI Wa 1 Wen-ne f;n:z) séta 1-bdl z—be,
azaz az 1.Allitas szerint (t is van b6l #be.

A ~ relaci6 ekvivalencia osztalyokra bontja a graf csticshalmazat.
Ezek a graf Gsszefiiggé komponensei. Egy graf 6sszefiigg6, ha
egyetlen komponense van.

Két komponens(i nem
egyszer(i graf

Iranyitott grafok

Egy graf irdnyitott graf, ha élei nem {v,, v} alaki rendezetlen

parok, hanem (v, v,) alakl rendezett parok. v, az él kezdGpontja,
v, az él végpontja. Rajzban: v,- v, Egy cslcs forras, ha egyetlen
élnek sem végpontja, nyelo, ha egyetlen élnek sem kezdopontja.
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Iranyitott grafban egy
(Va€u V4 €s V-t Vi€ Vy) Utat irdnyitott
utnak hivunk, ha e;=(v,v,),

forras e=(VuV2)ry 6=V, Vp)- Irdnyitott kor,
ha v,=v,. Egy irényitott graf erGsen
0Osszefiiggd, ha barmely pontjabdl
barmely mas pontjaba vezet iranyitott
ut.

Fak
Definicio

(Osszefiiggs, kdrmentes graf az fa.

Tétel
%@ Minden legalabb 2 pontu faban van
legalabb két els6fokl pont.

Bizonyitas

Tekintsiik a faban talalhatd leghosszabb utat. Ennek
mindkét végpontja els6 foku, hiszen ha nem az,
akkor vezet bel6le még él a fa egy mas pontjaba.

™

Ha nem az Uton levé pontba menne a mésodik él v,-bdl vagy v
bdl, akkor lenne hosszabb (t.

Ha pedig az (ton lev6 pontba menne, akkor lenne kor.




Tétel

Egy npontl fa éleinek széama 7+-1.
Bizonyitas

Teljes indukci6 rrre. n=2-re igazz. O—0O

Legyen n<ngra igaz, és legyen T
Tegy n,pontl fa, vegy
els6foku pontja.

Hagyjuk el ~t, és a hozza
tartozo élet. A maradék egy

n-1 pontu fa, melynek v
indukcid szerint 72 éle van

Tétel
Egy n pontd n-1 él{i kérmentes G graf az fa.
Bizonyitas

Tegyiik fel, hogy G-nek van k& komponense. Azok Gsszefiiggéek és
kormentesek, azaz fak. Ha a komponensek csticsszama rendre
NyNy...,N, akkor G éleinek szama
m1=(ns1)+(n-1)+..+(nel)=n-k, azaz k=1, vagyis G
0Osszefiiggd.

Az olyan grafokat, melyeknek minden komponense fa, azaz a
kérmentes grafokat, erdének nevezziik.

Tétel

Legyen a G graf 6sszefiiggs, és tegyiik fel, hogy r+-1 éle és n

pontja van. Ekkor Gfa.

Bizonyitas

Tegyiik fel, hogy G-ben van kor. Hagyjunk el abbdl egy élet, akkor

az osszefliggéség nem sériil. Az e élen atmend utakbdl e

kivalthato a kér masik agaval.

€ Ezt addig csindljuk, amig van kor a grafban.

A maradék egy Gsszfiiggé kérmentes graf,
azaz fa, n ponton, 7+1 éllel. Tehat G-bdl
nem hagyhattunk el élet.

Az eldbbi bizonyitasbol adddik:

Minden Gsszefliggbé G grafban van feszit6fa, azaz olyan fa,
melynek csticsai megegyeznek G cslcsaival, élei pedig G élei
kozil valok.

A fakat az alabbi harom tulajdonsag koziil barmely kettd jellemzi:
« Osszefiiggd
¢ Kérmentes

o npont esetén 71 éle van

Prifer-kod

n szamozott ponton levs Ffa
3 esetén hagyjuk el a legkisebb
index( els6fokl pontot, és ijuk
fel a szomszédjat, legyen az
v,. Ismételjiik ezt a maradék

52 4 8 faval, amig csak egy pont
1 marad. Ennek indexe biztosan
6 n, hiszen mindig van legalabb
két elsGfoku pont. Ezt mar nem
is ijuk fel.

9,7,75973,9
Definicio

Az igy kapott 72 hosz( szdmsorozat v, v,,...,V,_,az Ffa Prifer-
kodja.

Tétel (Cayley)
Az {1,2,...,n} pontokon 77~ kiilénb6z6 fa adhatd meg.
Bizonyitas

Belatjuk, hogy a Priifer-kdd kolcsénésen egyértelmiien képezi le
az {1,2,...,ny pontokon levé fakat az -2 hosszu {1,2,...,1}
szamokbdl alkotott szamsorozatokra. Ez utdbbi halmaz
szamossaga 77"2.

Priifer-kod

n-2 hossz
sorozatok
{1,2,...,m-bol

fak az{1,2,...,1}
pontokon




Az, hogy minden fahoz pontosan egy Priifer-kdd tartozik, vilagos a
definiciébdl. Azt kell még latni, hogy minden lehetséges
szamsorozathoz van pontosan egy fa, amelynek az a Priifer-kodja.

Legyen a sorozat v, V,,...,V, » V, ;/=n, a sorozat hossza+2.

Legyen w, az a cslics, melynek elhagyasanal v,-t irtuk fel.

w;, : a legkisebb olyan szém, ami nem szerepel v, Vy...,V, 5V, 1
ben.

w, pedig a legkisebb olyan, ami nem szerepel a

Wy Wopoy W1y Vig -1 Vg SZAMOK k626tt. Ez n-1 szdm (nem
feltétleniil kiilonb6za), igy mindig van olyan, ami nem fordul el6
koztuk.

A fa élei {v,w}{vyW},..., {V,- W,_s}- (71 darab!)

Ezek az élek nem alkotnak kort. Ugyanis tegyiik fel indirekt, hogy
mégis, a kort a {v,, w,} él zérta be.

V, w, [ Ezt az élet {v, w3} elétt irtuk fel.

Azaz ez a cslics mar szerepelt a
Wy Wy..., Wy, listén, ami
ellentmondas.

A{v, w3 {VaWs..., {V,.s W, €lekbdl 4ll6 fa Priifer-kédja pont
Vy V.-t Vp» T€N@t minden lehetséges sorozathoz van pontosan
egy fa, melynek az a Priifer-kddja.

Példa

33,5170 n=7
23,5177 {32}
2,4,51,7,7 {3,4}
2,43,1,7,7 {53}
2,4,3,57,7 {15}
2,43,51,7 {1,7}
2,43,51,6 {7,6)

Elemi leszamlalasok.

Lasd kényv, tabla




