Végtelen halmazok

Végtelen szamossagok

Halmazok

= Alapfogalom, nem definialjuk.

= Georg Cantor: ,Dolgok egészként érzékelhetd, elgondolhato
Osszessége.”

= Barmilyen dologrol egyértelmiien eldénthetd, hogy eleme-e
egy adott halmaznak.

Példa
A={1B026-0s terem, Lanchid, ,tok ulti"}
B={77-tel oszthato pozitiv egészek}¢— Tulajdonsag

C={lIkerprimek}
| Végtelen? |

X={Eletem legbosszantébb emlékei}
Y={Csinos magyar ndék, sarmos magyar férfiak}
Z={Finom ételek}

Nem halmazok!

0={0sszes halmazok} ???

Ha Xegy halmaz, akkor vagy X(1.X, vagy XUX. Legyen
B={X: XOX
Igaz-e, hogy BUB?
* Ha BOB, akkor Bdefinicidja miatt B0B.
« Ha viszont B 0B, akkor 6nmaga elemének kell lennie, azaz 8085,
ellentmondas.
Masképpen: A falu borbélya az az ember, aki csak azokat
borotvalja, akik maguk nem borotvalkoznak. Borotvélkozik-e a

borbély? . . L
« Ha nem, akkor 0 olyan ember, aki maga nem borovalkozik,

tehat meg kell hogy borotvdlja.
« Ha igen, akkor nem szabad, hogy a borbélyt megborotvalja,

mert az borotvalkozik maga...

K6z6nséges halmaz, ha nem eleme 6nmaganak. Példaul a
természetes szamok halmaza.

Nem kézonséges halmaz, ha eleme 6nmaganak. Példaul a
B={Absztrakt fogalmak} eleme 6nmaganak, mert Bis abszrakt
fogalom.

Tekintsiik csak a k6zonséges halmazokat. (Biztos ami biztos)
Legyen ezek halmaza az U halmaz. U az kézonséges, vagy nem?
« Ha kdzonséges, akkor benne van {+ban, azaz U0, ami
ellentmondas.

« Ha nem kozonséges, akkor U0U kell legyen, de mivel U elemei a
koz6nséges halmazok, ez ellentmondas.

Ellentmondasos a matematika?

Nem. Csak a kiinduld feltételiink volt hamis: Az 6sszes halmazok
egyiittese nem halmaz, illetve az 6sszes kéz6nséges halmazok
egyiittese sem halmaz.

Halmaznak azt tekintjiik, ami a halmazelmélet axioma rendszerét
kielégiti.
Tétel

Az Gsszes halmazok Gsszessége, illetve az dsszes kozonséges
halmazok Gsszessége nem alkot halmazt.




Furcsa esetek a Hotel
Kozmoszban

A (tévoli) jovGben, 20001-ben a konferenciak annyira
elszaporodtak, hogy a szallodai kapacitasok elégtelenek lettek,
még az 1 000 000 férbhelyes szallodak is allanddan tele voltak.
Ezért felépitették a a végtelen sok szobas Hotel Kozmoszt.

1. Nap

Java programozok megtoltotték a szallodat: végtelen sokan jéttek.
Este Ujabb vendég: Hova szallasoljak?
A szalloda rendszergazdaja rajétt a megoldasra: minden vendég

koltozzon &t az eggyel nagyobb sorszamu szobaba, ekkor az 1-es
szoba kiuriil, az Gj vendégnek kiadhatd.

2. nap

Megérkezett 1000 Ujabb Java programozd, akik lemaradtak az
el6z6 napi hiper{ir-jaratrol.

Vajon most mit javasolt a rendszergazda?

3. nap

Teljes kdosz!! Megjelentek a C++ programozok, 6k is végtelen
sokan...

A rendszergazda dllta a sarat: Ujabb elhelyezési tervet kovacsolt.
Az 1-es szoba lakdja a 2-esbe, a 2-es lakdja a 4-esbe, ..., r+ik
szoba lakéja a 2r+ikbe,... koltézzon &t.

Igy minden pératlan sorszamu szoba tiresen maradt, ezekbdl is
végtelen sok volt, azaz a C++ programozok is elfértek.

4. nap

A Java programozok konferenciaja véget ért, hazautaztak.

A szélloda igazgato a hajat tépte: a Kozmosz félig lires!

Persze a rendszergazda Ujra megmentette a helyzetet. Vajon mit
javasolt?

A 2n+1-es szoba lakdja kolt6zzon az r+ik szobaba!

Eltelt néhany év...

A galaxisban Ujabb és Ujabb végtelen nagy szalloda éplilt, amig a
szallodak szama is vegtelen lett. Ezek vigan miikodtek, amig egy
szép nap...

Mind ténkrementek, kivéve a Kozmoszt. A tonkrement
szallodakbdl is a Kozmoszba iranyitottak at a vendégeket:

Végtelen sok végtelen hossz( sorban alltak az ajto el6tt...

A rendszergazda kétsébeesetten torte a fejét. ElsG Gtlete, hogy a
Kozmosz lakoit atkoltozteti az 1001,2001,3001,...-es szobakba,
majd az els6 szalloda lakdit az 1002,2002,3002,..., a masodik
szalloda lakéit az 1003,2003,3003, ... és igy tovabb, nem jctt be,

mert elakadt az 1000-ik ténkrement szallé vendégeinél. Hasonldan
" 000 | bami P .




Masodik Gtlete az volt, hogy az els6 szall6 lakéit a 2,4,8,16,32,...-
es szobakba, a masodik szall6 lakéit a 3,9,27,81,...-es szobakba,
altaldban az (r+1)-ik szall6 lakéit az n, 2, r7,... -ik szobakba
koltozteti. Ez jonak tlint amig el nem kezdték a koltozkodést...

Ugyanis a harmadik szallé vendégeinek kijel6lt szobak mar mind
foglaltak voltak! A 4 hatvényai egyben 2 hatvényai is.

Szerencsére Susan Lynoux, a rendszergazda ki tudta javitani
Gtletét. Tudta, hogy végtelen sok primszam van, igy ha p,a &ik
primszam, akkor a k-ik szall6 lakéit a p, pZ,p2, - -ik szobakba
koltoztetve nem lett konfliktus, hiszen kiilonb6z6 primszamok
hatvanyai kiilénbozéek.

Azonban Mike Rosophte, a gazdasagi igazgatd nem volt elégedett,
hiszen igy rengeteg szoba iiresen maradt! (pl.
6,10,12,14,18,...stb).

Susan Lynoux kévetkezd gondlolata az volt, hogy az m-ik szélloda
n-ik vendégét a 2m3n-ik szobaba koltozteti. Ez megint nem okozott
konfliktust, de Mike problémajat nem oldotta meg...

Az Otlet

Ms Lynoux masnapra rajott, hogyan lehet a szallodat megtdlteni.
Felirta a szallok

Az els6 12 szobaban az els6 7 szalloda els6 77 vendége kapott
helyet, igy el6bb-utdbb mindenkire sor keriilt: az m+ik szall6 ik

11) 1,2) (13) (14) (1,5 vendégeit egy lakéja az (r-1)2+mrik szobaba kéltozik, ha n > m, ellenkezd
A L A végtelen esetben pedig az 772-n+1-es szobét kapja.
20)«(2:2) (2,3) (234) (2,5) - négyzetes ,
7 1 v matrixba, az m- Ezzel minden m,n-re megadtuk a szobdt, azt kaptuk, hogy
1 2 4 5) ... iksor /+k Végtelen sok szalloda végtelen sok vendége egyetlen szallodaban

(3' )‘_ (3' )4-(3'3) (3' ) (3*' ) poziciéja az m- liresen maradt szoba nélkiil elhelyezhetd.
ik szallé -k

(411)4-(412)4-(413)4'(414) (415) vendége. Aztan Susan Lynoux megérdemelt szabadsagra utazott. Bar ne tette
piros tollal volna...

(5'1)"(5'2)4'(5'3)" (5'4)4'(5'5) megadta a
bekoéltozési
sorrendet

Zavar a fogadason

Mike estére fogadast szervezett a Kozmosz vendégeinek. De
véletlenségbdl (dupla gyorsan akarta kiildeni a meghivcét, ehelyett
dupla nagysagu szobaszamokra kiildte) csak a paros szobak
kaptak értesitést.

A végtelen sok széket igyis mind elfoglaltak, mire a tobbi vendég,
akiket késve értesitettek megérkezett. Hosszas liltetgetés utan
sikertilt csak mindenkinek helyet talalni.

Ekkor felszolgaltak a fagylaltot: mindenkinek két adag jutott,
pedig a cukrasz eskiidott ra, hogy csak egyet készitett fejenként...

Mike Rosophte értetleniil allt a jelnségek el6tt.

A jatékautomata

A GASZERT (Galaktikus Szerencsejaték RT) felszerelt egy
nyeréautomatat a Kozmosz halljaban. 1 Gb (Galaktikus buznyak)
bedobasara végtelen sok Gb-t adott ki.

Mike ragaszkodott hozza, hogy 6 probalja ki. Rovid idd alatt
(végtelen sok lépésben) azonban elvesztette az Gsszes pénzét.

Hogyan jatszott Mr Rosophte?




Nyereményét tablazatba rendezte: az ik
sorba az mrik nyereményt. Majd a Susan
Lynoux-tdl elleset sorrendben dobalta be
sorban a gépbe.

Igy végtelen sok
Iépés utan pont

(t1) ©2) @3) 14) L5 - Kurtetea
CaeRy) () (o) @s) . Dl
Bl (32«E3) (GH4) (35) - et
(mn+@2y4m$+@A)(%$
(58)(52) 5o (5,4)-(55)

A megoldhatatlan feladat

A Kozmosz sikerein felbuzdulva a KASZAKO (Kozmikus Autoném
Szélloda Kézpont) utasitast adott, hogy készitsenek egy listat a
Kozmosz szalloda Gsszes lehetséges kihasznaltsagi maodjardl. A
lista egy eleme egy végtelen 0-1 sorozat, amelynek az n-ik eleme
0, ha az r+ik szoba Ures, 1, ha foglalt.

Mike Rosophte engedelmesen Gsszeallitott egy listat, mar éppen el
akarta kildeni, amikor Susan Lynoux visszérkezett, és koz6lte
hogy egy ilyen lista nem lehet teljes.

Ime a kimaradé foglaltsagi sorozat: Ha a listaban az r+ik sorozat
n-ik eleme 0, akkor ebben legyen 1, ellenkezd esetben meg 0. Igy
az Uj sorozat minden, a listaban levé sorozattdl kiilonb6z6: az n-ik
sorozattol az rrik poziciéjan tér el.”

Az rrik kihasznaltsagi
sorozat r7=r o, n3,---

Ebben a felsorolasban
nem szerepelhet az s
sorozat, melyre s, =1-r,.

Cantor-féle atlés
modszer.

Szamossag

Definicio

Az Aés Bhalmazok ekvivalensek (egyenlé szamossaguiak), ha van
f kolcsonbsen egyértelmii leképezés, mely At Bre képezi. Jele
A~B.

Tétel

Az ~ ekvivalencia relacio, azaz

e Minden Ara A~A (reflexiv) (Identitas)
 Ha A~Bakkor B~A (szimmetrikus) (f « F)
e Ha A~Bés B~Cakkor A~C (tranzitiv) (fog)

Példak

o {"kutya”,”macska”,"poloska”}~{"eb”,"cica”,"mezei"}~{0,1,2}
*{0,1,2,.3~{1,2,3,..}

*{1,2,3,..}~{2,4,6,..}
Kozmoszban...)

o {.-3,-2,1,0,1,2,3,..3~{0,1,2,..} A2)=i R2#1)=-i

A)=#H1 (els6 este a Kozmoszban...)

f)=2/ (masodik este a

Az egymassal ekvivalens halmazokat azonos szamossaguaknak
nevezziik. Jele |A| az A szamossaga.

Egy halmaz véges, ha ekvivalens a {0,1,...,n-1} halmazzal,
valamely /7 nemnegativ egészre, vagy pedig az lires halmaz.
Egyébként végtelen.

A természetes szamok halmazanak szamossagat O, (,alef null”)-al
jeloljik.

0, végtelen szdmossag (Bizonyitasa hazi feladat!)

Egy halmaz megszamlalhatd, ha véges, vagy O, szamossagu.
Allitas

Ha egy A halmaz végtelen, akkor van m O, szdmossagu
részhalmaza.




Bizonyitas
Konstrudlunk egy £ kélcsénisen egyértelmii leképezést a
termézetes szamok halmazardl A-ba.

Avégtelen, azaz nem (res, legyen a egy tetszéleges eleme, és
legyen f0)=a.

Tegyiik fel, hogy az £0),...,{n-1) értékek mar adottak. Tekintsiik
az A{A0),...,,An1)} halmazt. Ha ez iires lenne, akkor A véges
lene, tehat van egy 0A-{A0),...,n1)}. Legyen {m=b.

Ezzel megadtuk az fleképezést, a konstrukcio biztositja, hogy
kolcsénosen egyértelmd.

Szamossagok
dsszehasonlitasa

Definicid

A szamossaga nem nagyobb, mint Bszamossaga, ha létezik A4-nak
kolcsonesen egyértelm(i £ leképezése B egy részhalmazara.
Jelben |A|<|B|.

Példa

{0,1,...m<{0,1,....m} = n<m

IN| < |Q| < |R| < |C| a kdlcsondsen egyértelmu leképezés minden
esetben az identitas.

IN| < |A| ha A végtelen halmaz

Tétel(Bernstein ekvivalencia tétele)
Ha |A|<|8] és | Bl<|A| akkor |A=|8]

Egyataldn nem trivialis!

Tétel

Megszamlalhaté sok megszamlalhaté halmaz egyesitése is
megszamlalhaté. (Hotel Kozmosz par év utan)
Bizonyitas

Legyenek a halmazaink 4,A,,...,A4,... Legyen tovabba A, m-ik
eleme a&(n,m). Megadunk egy kolcsonesen egyértelmii leképezést

-bél N-be.

a(n,m) helyett az egyszer(iség kedvéért (71,m)-t irunk.

Persze nem ez

(1,1) (1,2) 1,3) (1,4) (1,5) Iaezhzgsyl(éegleesn
(2,1)4-(2,2) (2,3) (2*,4) (2,5) leképezés.

\ \ .
(311)" (312)4'(313) (3'4) (3*'5) Elcfg?rsl#gﬁrt{azok
() (82)o4,3)ol48) (4) - Temdines
(5,1)‘_(5’2)4_(5,3)‘_ (5’4)4_(5’5) ngzarendeles N

részhalmazara
torténik.

Aliitas
Q megszamlalhatd.
Bizonyitas

Irjunk az elébbi bizonyitasban (2/+1,m) helyére -n/m-et és
(2n,m) helyére n/m-et..

Igy persze egy raciondlis szamot tobbféleképpen is megkapunk, de
ha ezek kéziil csak egyet tekintiink, akkor @-nak N egy
részhalmazara torténo leképezést kapunk. Innen Bernstein tétele
fejezi be a bizonyitast.

Igaz-e hogy |Q|=|R|?




Cantor féle atlds modszer

Tétel
R nem megszamlalhato, azaz |R|>0,
Bizonyitas

Belatjuk, hogy mar a (0,1) nyilt intervallumra is igaz, hogy
|(0,1)|>0, . Tegyiik fel ellenkezéleg, hogy (0,1) megszamlalhatd,
azaz elemei sorba rendezhetGek: r,15,..., ;... Legyen az r, szam

tizedes tort alakja r,=0,d,,d,,d,;..
ik tizedes jegye 1, ha dj#1, 2,

I'1=g(z) Iﬁl"m
e ba .
,Jz;o:djj_?ﬂy" ha gj=1. Ekkor s nem lehet az

Legyen saz a szam, melynek A

,=0,d,,d, @" elobbi felsorolasban, hiszen rr
T tol a fik helyen eltér.

mn
2"2
%’{’5 ~ R f(x) = tg(x)

Hasonléan, barmely intervallum ekvivalens R-el. R szdmossagat
kontinuumnak nevezik, jele O (gét c).

/g

(0,1) ~ f(x) = mx - >

04<0

Van-e nagyobb szamossag? Van-e koztiik szamossag?

Hatvanyhalmaz

Definicio

Az A halmaz Gsszes részhalmazabdl allé halmazt az A
hatvanyhalmazanak nevezziik. Jele A(A).

Tétel

|A|<| P(A)| minden A-ra.

Bizonyitas

Az |Al<| A(A)| egyenlbtlenséget az a — {a} hozzarendelés
mutatja. Az kell, hogy nem lehet egyenloség. Indirekt tegyiik fel,

hogy van 7: A - P(A) kblcsonbsen egyértelmii leképezés,
melynél A'A) minden eleme kép.

Legyen B={a 0A: a 0fa)}. Ekkor B0 A tehat BOAA), azaz van
b, hogy fb)=8.

* p 0B, ekkor Bdefinicidja szerint b4 b)=5, ellentmondas.

e b OB. Ekkor mivel b az A egy eleme, nem igaz, hogy 60Ab)=5,
ami megint ellentmondas.

Tehat a kiinduld feltétel hamis, azaz |A4|<| A A)|.

Vagyis, minden szamossagnal van nagyobb szamossag.

A kontinuum-hipotézis

Van-e szamossag [, és 0 koz6tt? A vélasz: ahogy akarjuk.

Bebizonyitottak (1964-ben, Cohen), hogy a halmazelmélet axioma
rendszerétd| fiiggetlen allitas, hogy Oy és O kozott van vagy
nincs masik szamossag.

Azaz, ha feltessziik, hogy nincs, nem juthatunk ellentmondasra, és
tokéletesen jo matematikat épithetiink.

De ha feltessziik, hogy van (s6t akarhanyat feltételezhetiink),
akkor sem juthatunk ellentmondasra.

Kontinuum-hipotézis

O és O ko6z6tt nincs masik szdmossag.

Mivel R~ P(N), ezért analég modon kérdezhetjiik, hogy
tetszoleges végtelen Ara vajon |A| és | AA)| kozott van-e
szamossag. A helyzet ugyanaz, mint elobb: bizonyitott, hogy a
kérdés egyik irany megvalaszolasa sem vezet ellentmondasra.

Attalanositott kontinuum hipotézis

Tetszoleges végtelen A-ra |A| és | A A)| kozott nincs mas
$zZamossag.




A négyzet pontjainak
SZAamossaga

Cantor azt probalta megmutatni, hogy a négyzetnek tobb pontja
van, mint a szkasznak. Aztan, amikor megtalalta az igazsagot,
akkor irta: ,Latom a megfeleltetést, de nem hiszek neki.”
X=0,XXX;...
. (1,1) y=0,y,5>.. parhoz
0,1) rendeljiik a
t=0,%,Y X5 X5 3...
'''' :.(X'y) szamot. Kilonb6z6 (x,y)
H parokhoz kiilénbdz6
(0,1)-beli tértékeket
rendeltink, azaz a
(1,0) négyzetet beleképeztiik
a szakaszba

Algebrai szamok

Egy szam algebrai, ha egész egyiitthatds polinom gyoke.

Allitas

Az algebrai szamok halmaza megszamlalhato.

Bizonyitas

Elég belatni, hogy egész egyiitthatds polinomok halmaza
megszamlalhatd, mivel egy r+ed fokd polinomnak 77 gyoke van,

és megszamlalhaté sok megszamlalhatd halmaz egyesitése is
megszamlalhato.

Legyen puPubs... kilonbdz6 primszamok végtelen sorozata.
(2,3,5,7,11,...) . Az g x"+...+3,=0 egyenlethez rendeljiik az

r= raciondlis szdmot. Kiilénb6z6
egyenletkhez kiilonbdz6 szamokat rendeliink, igy egyenlet
legfeljebb annyi van, mint racionalis szam.

Példa
A 3x2-6=0-hoz a 2653=125/64=1.953125 lesz rendelve.

Axiémak
(vazlat)

« Ha A egy halmaz, akkor minden x dologra ami a vildgon van,
vagy az igaz, hogy x(JA, vagy az igaz, hogy x(]A.

* Ha A és Bkét halmaz, melyeknek ugyanazok az elemeik, akkor
Aés Bugyanaz. Ox (x0JA -~ x0B O A=A

o Létezik egy olyan halmaz, aminek nincs eleme. Az elozo pont
miatt csak egyetelen ilyen van. Ezt az lires halmaznak hivjuk és
@-el jeldljik.

 Ha van néhany elem x,, x5, ... , X, akkor létezik az a halmaz,
amelynek pontosan ezek az elemei: {x, X5, ... ,X,}.

» Adott a természetes szamok halmaza N={0,1,2,...,7,...}.

eHa A egy halmaz és ®(x) egy tulajdonsag, amely minden x-re
értelmezve van (igaz vagy hamis), akkor létezik az A d(x)
tulajdonsagu elemeinek halmaza, az {xJA: ®(x)}




