Szamok a valdsokon tul

avagy, melyik szam négyzete a
-1?

Legyen C a valds szamparok halmaza: C={(a,b):a,b0OR}.
C-n értelmeziink két m{iveletet: egy dsszeadas és egy
szorzas nevl(it.

Osszeadas

(a,b),(c,d)0C : (a,b)+(c,d)=(a+c,b+d) OC.
Az 6sszeadas asszociativ, kommutativ, mivel a valés
szamok Gsszeadasa is asszociativ és kommutativ.

A (0,0) par nullelem, azaz minden (a,b) OC parra
(a,b)+(0,0)=(0,0)+(a,b)=(a,b).

Az (a,b) par ellentettje (negativja) a (-a,-b) par, mivel
(a,b)+(-a,-b)=(0,0).

Szorzas
(a,b),(c,d)C : (a,b)(c,d)=(ac-bd,ad+bc) OC.

| Itt valés szamok szorzasa all. |

A szorzas kommutativ, mert ac-bd=ca-db és
ad+bc=da+cb.

A szorzas asszociativ. ((a,b)-(c,d))-(e,f)=
(ac-bd,ad+bc)-(e,f)=
(ace-bde-adf-bcf,acf-bdf+ade+bce)
(a,b):((c,d)-(e,f))=(a,b)-(ce-df,cf+de)=
(ace-adf-bcf-bde,acf+ade+bce-bdf)

A szorzasra nézve van egységelem:
(1,0)-(a,b)=(a,b)-(1,0)=(a,b) minden (a,b)-re.

Minden nem nulla elemnek van inverze: (a,b)-re, ha
a2+b2>0, akkor

a -b
(a't>)|:(a2+b2'a2+b2)=
a -b -b a
a -b a +b =
( a2+b%2 a?+b?’ a2 +b? a2+b2)

2,12
a“ +b“ -ab+ba
a> +b?>’ a? +b? )=(40)

Ervényes a disztributivitas:
(a,b)-((c,d)+(e,f))=(a,b)-(c+e,d+f)=
(ac+ae-bd-bf,ad+af+bc+be)=
(ac-bd,ad+bc)+(ae-bf,af+be)=
(a,b)-(c,d)+(a,b)-(e/)

Nullelem szorozva barmivel a nullelem:
(0,0)-(a,b)=(0a-0b,0b+0a)=(0,0)

Az egységelem (1,0) ellentettje (-1,0). Barmely (a,b)
elemre (-1,0)-(a,b)=(-a,-b) az (a,b) elem ellentettje.

A C halmaz az 6sszeadas és szorzas miiveletével testet
alkot.

Az (a,0) alak parok ugyandgy viselkednek mint a valds
szamok, azaz egy R-el izomorf részstruktdrat alkotnak:

Az f: R C leképezés, melyre f(a)=(a,0) egy
mlvelettartd injekcio.
f(a+b)=(a+b,0)=(a,0)+(b,0)=f(a)+f(b)
f(ab)=(ab,0)=(a,0)-(b,0)=f(a)-f(b)

f(0)=(0,0) a nullelem.

f(1)=(1,0) az egységelem.

Ugyanakkor (a,b)=(a,0)-(1,0)+(b,0)-(0,1)
Valamint: (0,1)-(0,1)=(0-0-1-1,0-1+1-0)=(-1,0)1!!!

Azaz, ha az (a,0) alaki elemeket azonositjuk a valds
szamokkal, akkor a (0,1) C-beli elem négyzete -1.




Komplex szamok

A C halmaz (0,1) elemét i-vel szokas jeloIni. Ekkor C
minden eleme a+bi alakban irhatd, ahol a és b valés
szamok. Ez a komplex szamok kanonikus alakja.

Villamosmérndki gyakorlatban gyakran j-vel jeldlik a
képzetes egységet!! Mi itt maradunk a i jelolésnél.
§%=) iz=-1.

z=a+bi=g-1+b-i

A S -
képzetes egység
valés részl - - I— -
[ valés egység | [ képzetes rész |

Az ilyen alakd szamokkal ugyantgy szamolhatunk, mint
a valdsokkal, csak i2 helyére kell -1-et irni.

(a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)i
(a+bi)-(c+di)=ac+adi+bic+bidi=ac+(ad+bc)i+bdi2=
(ac-bd)+(ad+bc)i

Ha z=a+bi, akkor az additiv inverze (ellentettje) -z=-a-bi

Ha 220, akkor a multiplikativ inverze (reciproka)
41 a-bi
12

Z a’+b?
Példa

(\/§—i\/ﬁ)(ﬁ+i\/§)=4+3\@+(2\@—6)i

Hanyadost a nevezd i-tlenitésével (gyoktelenitéshez
hasonldan) szamolhatunk.

4-171 _;, .- 5+4i  _
5-4i =( 17I)(5-4i)(5+4i)'
. 5+4i _88 69,
(4-17i) =—-—"j

25+16 41 41

Amivel a tortet bovitettlik az a nevezd konjugaltja.
Definicié
A z=a+bi komplex szam konjugélja z =a-bi

Allitas
Z,=2, = 2,-2,

z,+z,=2,+2,

2,7,=2,7,
Bizonyitas
Az els6 és a masodik allitas hazi feladat.
z,z, =(a+bi)(c +di) = (ac —bd) + (ad + bc)i =
(ac-bd) - (ad +bc)i=(a-bi)(c-di)=Zz,Z,
K6vetkezmény

z2,-2,2,-2,

Vilagos, hogy Z = = [ z, J_ 7,
Z=7Z o ZDR Z, Z,
z"=2"
z+ZOR z-Z képzetes szém
zZOR

Definicié
A z=a+bi komplex szam abszollt értéke

|z|=+a® +b* =/zZ (2 0)

AV~ fliggvény mindig a nemnegativ gyokat jelenti!

Vilagos, hogy |z| = [z , valamint ez a valds szamok
abszolutértékének altalanositasa.
Allitas

|z, + z,| <|z,| +|z,|
2222 |z
12,2, = |z,| z,|

Z;
Z,

_lz
1z,|

Bizonyitas

|2, + 2z, <|z,| +|z,| =

1, +22‘2 s Qzl\ +‘zz‘)2 =

(zz + zz)(zz +22)S 2,Z2,+ 2,2, +2‘21sz‘ =

2,Z,+2,7,<2z)|z,|

(z,z,+2,2,] < 4\21\2\22\2 =42,7,2,Z, =

Ez tisztan képzetes
szam, a négyzete nem

pozitiv




2,22 ] Iz

bizonyitasahoz az el6z6 egyenl6tlenségben irjunk z,
helyett z;-zst.

lz)|<|z, - z,| +|z,| azaz

|z, -z,|z|z,|~|z,| Hasonléan

2, - 2,|2|z,|-|z)|

A masik két egyenléség bizonyitasahoz kihasznaljuk a

Komplex szamok geometriai
jelentése

A komplex szamokat valés szamparokként vezettiik be.
Ezek pont a (k6z6nséges) kétdimenzids sik elemei is.

Azonosithatjuk az v=(a,b) vektort a z=a+bi komplex
szammal.

szorzas kommutativitdsat és asszociativitasat. (a,b)
e —— = — i R4 .
‘2122‘ =NZ,2,2,2, =12,2, 2,2, =\2,2,\ 27,2, = ‘ZIHZZ‘ a+bi
1 1 o - v
Innen =t|=|7, 2| =7 L = ra.|l,ap]an adodik al’ z
z, z, anyados abszolGt >
1l 1 értéke. R
z,| |z
Allitas Szorzas geometriai jelentése:

Vektorok Gsszegéhez rendelt komplex szam az egyes
vektorokhoz rendelt komplex szamok Gsszege.

Vektor ellentettjéhez a komplex szam negativja van

z=a+bi, z=c+di esetén iz=i(c+di)=-d+ci. Azazaziz,
vektort a z;b0l pozitiv 90°-os elforgatassal kapjuk.
Haszndljuk hogy z,z,=(a+bi)z~=

rendelve. ¥ azs+biz, : A z,vektort elszor a-
, s ; szorosara nyujtjuk, majd a z, 90°-
A komplex szam konjugaltjahoz a vektor x (valés) i ) os elforgatasat b-szeresére
tengelyre vett tiikorképe van rendelve. I —e nyGitiuk, és ezek osszege a z,2,.
A |
A z |
| ]
| |£' _____ Zyrc+di
. | 1
. t i x
----- 2+, > L 1 g
H -d €
Z, ;
Z;
> z
Y B =
OB =|z,ja

oz +biz =2z,

BD=0C=liz;b=|z,b
valamint OBDO =90°
Tehst OA'A, ~ OBD,

Innen OD=|Zz,|0A=|z,||z,)|
ésBODO=A'0A0 azaz:

Két komplex szam szorzatanak abszollt értéke a az
abszol(t értékek szorzata.

Ha argzjeldli a zszéamhoz tartozé vektor iranyszogét,
akkor arg(z,z;)=argz+argz,.

Iranyszdg: az xtengelytdl mért pozitiv iranyu elfordulas.

Komplex szam trigonometriai
alakja

Kanonikus alakban kénny( dsszeadni és kivonni, de
nehéz szorozni, osztani és hatvanyozni.

A
a=rcosd
p4
b=rsin¢
(,\1’\ b Zz=r(cosp+ising)
Ez utébbi a komplex
) . szam
"~ trigonometrikus
a alakja. =argz, r=|Z7




z=r{cosd,+isind,) és z=rfcosd,+isind,) akkor

Z=Z, = I=ry,€s ¢,=0,+2km

Az el6bb lattuk hogy |z,z,|=|z,]|z,| és
arg(z,z,)=argz+argz,

Tehdt z,z=r,rf{cos($,+d,)+isin(d,+0¢,)).

Masik bizonyitas ugyanerre:

Zz=
rirA(cosd,cost,-sind,sind,)+i(sing,cosd,+cosd,sind,)},
ahonnan a szégfiiggvények addicids képletét alkalmazva
kapjuk a kivant formulat.

V4 I, P

é = é[COS(¢1 - ¢,) +isin(g, - ¢2)]
7 = r(cos(-¢) +isin(-¢))

= (cos(-¢) +isin(~g))

Z

Példa
z=—1+i§ =1
2 2
3
_ 2 _ B _2m
o= arctgj = arctg( ﬁ) =3
2
SRR CECORELCY)

7, = 5(cos’—7+isin5)
=3 3 3
—~ 2 . . 2w
=3r’4(c05—+ sn—)
7, =3 3 isi 3

7,2, = §/§(cos(g+ 2?”) +isin(g+ %’TD =2(-1+0)=-2

Komplex szamok
hatvanyozasa, Moivre
képlete

Tétel (Moivre képlete)

A trigonometriai alakban adott z=r(cos¢+ising) komplex
szam k-ik hatvanya

Zk=rH(cos kd+isin ko),
ahol k tetszbleges egész szam.
Bizonyitas
k>0 esetén a szorzasra vonatkozo képletbdl egyszerii
indukcié. 4=0: 2=1. Ha k<0, akkor -k=n>0.

7k =27 = in = (l)n = [% (cos(-¢) + isin(—¢))ﬂn =

V4 z

1 -

r—” (cos(-ng) +isin(-ng))

Specialisan, ha =1, akkor zhatvanyai egyszer(i ¢ sz6gl
elforgatassal keletkeznek, mindegyik rajta van az
egységkoron.

Y

Gyokvonas komplex szambdl

Definicio

Egy wkomplex szamot a zkomplex szam r+ik gyokének
neveziink, ha

w=z
Legyen z=r(cos¢+ising) és w=s(cosp+isinB). Ekkor
S"=rés p=rP+24mahol ktetszOleges egész szam.

o _ @ +2kn Anol Q/; egyetlen
s="r f="—— nemnegativ valés értéket
jelent.




A trigonometriai alakban felirt z=(cos¢+ising) komplex
szam Osszes rrik gybke az

W(cos ¢ +/12k" +isin? +nan) (k=04,...,n-1)

alakban felirt szam.

Geometriailag: egy 7|z sugard kéron egy szabélyos
-szog cslcsai

2 [R5
= _ @+2km . . @+2km Példa */-27
0z = \/F(COS n risin n -27 =27(cos rr+isin 1)

. . P . ‘ . L 6/57 =677 m+2km . . m+ 2k _
Mivel a cosinus és sinus fliggvény 27t szerint periodikus, X/=27 =R(27| cos g isincos— =
ezért elég k=0,1,...,n-1 értékeket venni. o .

\527[cos(30° +K60") +isin(30° + k60°)]
Tétel 697 = 3
vV 7 = \s3

k=0 3[cos(30") +isin(30°)] =3 +

™|

k=1 \@[cos(gm) +isin(90° )] =iv3

k=2 \e”§[cos(150°) + isin(150°)] = —% + g.
k=3 Vfi[cos(210°) + isin(210°)] = -% —gi

Egységgyokok
A z=1 specidlis esetben elvégzett gybkvonas eredményét,
azaz az
xn-1=0
egyenlet megoldasait r+ik (komplex) egységgyokoknek
nevezziik.

z=1=1(cos0+isin0), ezért az r+ik egységyokok a

kovetkezOek: & = COSZan + isinZKTn (k=0,1,...,n-1)

Az rr-ik egységgydkok el6allnak az £ = cosz?n + isinz?n
hatvanyaiként, azaz az dsszes r+ik egységgyok a
kovetkez6 (egy szabalyos r+sz0g cslicsai az
egységkoron, melynek egyik csticsa a z=1):

0 _1— 1_ 2 _ n-1 _
€1 _1_50151 =€, &0 81 T T Ep

Egy r+ik egységgyok primitiv 7+ik egységgyok, ha
hatvanyaiként az Gsszes tobbi eldall.

A

g2 gl

0
€3 3

[y
\
A

4

&5

Megjegyzés

_ 2kn . . 2kn
Az & =COS— T HISINT ™ egységgydk primitiv, ha n
és k legnagyobb kozos osztdja 1.
Tétel
Ha wj,egyik r-ik gydke znek, akkor

WaWELuWE-- 1 WiEn-1

a zoOsszes rr-ik gyoke, ahol 1,¢;,...,£,.1 az -k
egységgyokoket jelenti.

Bizonyitas
A megadott szamok mind kiilonbdz6ek. Ugyanakkor
(wgdr=w er=wl=z

Ha ¢ primitiv egységgyok, akkor a fenti szamok
Wy WE,WiE,..., w1 alakban irhatok.

Tétel

Az nedik egységgyokok (n>1) Gsszege nulla.
Bizonyitas

Legyen ¢ primitiv egységgyok ekkor 1. Az
egységgyokok 6sszege:

1+ e+ e2+...+ eml=(en-1)/(e-1)=(1-1)/(e-1)=0.




