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A kritikus it m oOdszere (PERT-m odszer)
Az ,.emeletekre bontas” fontos alkalmazasa az gynevezett PERT-modszer.

Az elnevezés az angol ,,Program Evaluation and Review Technique” roviditésébol
szarmazik.

Tegyuk fel, hogy egy 6sszetett feladatot tobb alvallalkozoval kell elvégeztetni. Az
egyes részfeladatok nem végezhetéek el egymastol fuggetlendl: pl. egy hazépités
soran a kdmivesmunkak nyilvan megel6zik a festési munkakat.A helyzetet egy G graffal
szemléltethetjik, melynek pontjai a részfeladatok, és egy | hosszlsagu (X,y) iranyitott
el azt fejezi ki, hogy az y részfeladat nem kezdhetd el korabban, mint az X kezdése
utan | idével. | = Qs lehetséges: X és Y ilyenkor kezdhetd egyszerre, vagy Yy késébben.




Mikor tud elindulni Kis B éla?
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A feladat jellegénél fogva egy ilyen graf nem tartalmazhat iranyitott kort.Ha egy
0sszehasonlitasi grafot iranyitottan tekintiink (azaz X <y <= (X,y) € E), az ilyen.
Megforditva, ha egy iranyitott kdrmentes grafba behlzzuk a tranzitivtasbol adodo éleket
(képezzik a tranzitiv lezartjat), akkor 6sszehasonlitasi grafot kapunk.

A graf emeletekre bonthato:El6szor a nyelé(ke)tl] helyezziik a jobbszélsd halmazba,
ennek elhagyasa utan keletkezo (és szintén iranyitott kort nem tartalmazo6) graf nyeloit
a jobbrol masodik halmazba és igy tovabb.

Ezek utan balrol jobbra haladva, szintenként, meghatarozhatjuk minden
tevékenység elkezdésének lehetséges legkorabbi idopontjat. A bal szélso tevékenység(ek)
azonnal (0. idopontban) megkezdhet6(ek), késobb egy Yy tevékenységhez tekintsuk
at az osszes olyan Xp,Xp,... tevékenységet, melyre (X,y) € E(G), és ha ezek
legkorabban a t1,1,,... idopontban kezdhetdek el, akkor y elkezdésére legkorabban
amax(ty +1(xg,y), t2+1(X2,Y),...) idépontban keriilhet sor.

1NyeI6: olyan cstcs melyb6l nem megy ki él



Kritikus ut
Megjeldljik nyel6(k)bdl visszafelé azokat az (X;,y) éleket, melyeken a fenti maxi-
mumok felvétetnek. A megjeldlt élek a G graf kritikus élei, az ezek altal meghatarozott
részgraf mindig tartalmaz legalabb egy iranyitott utat a forrasbol a nyelobe. Ezeket az
utakat kritikus Gtnak nevezzik, nyilvan ezek a leghosszabb utak a forrasbol a nyelobe.

Az ilyen kritikus utakon |évo pontoknak megfeleld részfeladatok barmelyikének
késedelmes elvégzése az egész dsszetett feladat befejezését késleltetné (innét a kri-
tikus Ut elnevezés). Ha viszont egy pont nincs kritikus Gton, akkor a megfelel6 feladat
késedelmes elvégzése bizonyos hataron belil még elfogadhato.



Bonyolults ag
A részfeladatok ,,beprogramozasahoz” (vagyis a kezdési idopontok meghatarozasahoz)

szilkséges lépések szama a G pontjainak fokszamosszegével (vagyis e-vel) aranyos.
Ugyanis minden él hosszat pontosan egyszer vesszik figyelembe a maximumok
szamitasakor. A szintekre bontas is (alkalmas graf tarolas esetén) fokszam 6sszeggel
aranyos (minden élet figyelembe kell venni, amikor toroljuk az egyik végpontjat.)

A leghosszabb Ut meghatarozasa — ellentétben a legrovidebb Gtéval (lasd Algorit-
muselmélet) — altalaban nem végezheto el polinom idoben. Ebben a specialis esetben
azeért tudtunk gyors algoritmust adni, mert G-ben nincsenek iranyitott korok.



Hogyan t aroljunk gr afokat?
Egy V pont( és e él(i G graf szomszédossagi matrixa V2, illeszkedési matrixa ve

helyet foglal el. Egyszer(is grafokra e < v(v— 1) /2 iranyitatlan grafok esetén és e <
V(v —1) iranyitott grafok esetén.

Az illeszkedési matrix mindig feleslegesen sok helyet foglal el (hisz a veszam kozaott
(v— 2)e darab zérus van);és ha egy graf ritka (vagyis C\?-nél joval kevesebb éle van),
akkor a szomszédossagi matrixban is rengeteg a zérus. A feleslegesen nagy tarigény
mellett a grafelméleti algoritmusok lépésszamat (tehat iddigényét) is novelné, ha a
hasznos informaciokhoz csak szamos felesleges zérus kiolvasasan keresztil jutnank.

Példaul egy cslcsrol eldonteni hogy nyeld, szomszédossagi matrix esetén annak
egy teljes oszlopat (|v|) adatot kell kiolvasni.



Szomsz édoss agi tomb 6k és list ak

Gyakran hasznos a grafot Ggy tarolni, hogy minden pontjahoz felsoroljuk a
szomszeédijait.
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A szomszédossagi listak altalaban kilénb6zo hosszlUsaguak,—- érdemes Oket egy
nagy k6zds tdmbben tarolni, és egy kilon tombben tarolni a ,,mutatokat” (pointer), hogy
honnét kezdve kell olvasni egy adott pont szomszédait.

2 3 41 41 4 1 2 3 5 4 1 4 6 8 12

szomszédossagi tomb



Az 1-1 ponthoz tartozo listak kulon-kilon lehetnek rendezettek, igy hamarabb
ellendrizhetjik, hogy egy pont szomszédai kozott szerepel-e egy adott masik pont.

Az els6 tomb hossza a fokszamok 0sszege, vagyis 2e, a masodik tombé pedig V.
Igy a teljes tarigény 2e+ V. Ez az elképzelhetd minimalis tarigénynek kozel kétszerese
(az {i, ]} élti szomszédainal is, ] szomszédainal is felsoroljuk). (megtéril!)

Iranyitott grafok esetén minden | ponthoz felsoroljuk azokat a | pontokat, melyekbe
(i, ]) iranyitott él vezet i-b6l; vagy azokat a k pontokat, melyekbdl (k,i) iranyitott él
vezet iI-be.Sok esetben az a legjobb, ha mindkét listat megadjuk: a kétszeres tarigény
szamos algoritmusnal nagysagrenddel csokkenti a Iépésszam-igényt.

Rendezett szomszédossagi tombrél beszéliink, ha az egyes pontok szomszédai
mar ndvekvo sorrendben elhelyezve keriilnek tarolasra (a példaban is ez volt a helyzet).
Vilagos, hogy a rendezések elvégzése tovabbi idot igényel, de ez késbbb megtérilhet.



Lancolt szomsz edoss agi list ak
Ha egy olyan algoritmus (probléma) adodik, amikor gyakran kell a grafbol egy élt

(vagy akar pontot) elhagyni, akkor a szomszédsagi tomb nem megfeleld: a beszirando
vagy elhagyando elem utan kdvetkezok eggyel eltolasa akar n darab tovabbi lépést is
igényelhet.— Olyan listat adunk, aminek els0 tdmbje a szomszédossagi lista elemeit
tetszbleges sorrendben tartalmazhatja.
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Most két darab, egyenként 2e hosszu és valtozatlanul egy darab v hosszu tomb kell:

1
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10 8 *x x x 9 x
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4 12 5 7 10 8 % x x 9 x x

Most is a vV hossz( tomb i-ik eleme mutatja meg, hogy hol kezdjik el az i-ik pont
szomszédainak kiolvasasat az els6 2e hosszl tombbdél. Azt azonban az alatta 1évo
szam (tehat a masodik 2e hossz( tomb megfelel6 eleme) mutatja meg, hogy hol foly-
tassuk az olvasast, illetve egy specialis x szimbolum jelzi, hogy vége van a listanak.
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{1,4} él elnagyasa utan:
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Tablazat 1. Tarigény és a kulonféle grafelméleti m(iveletek iddigénye, ha a
grafot szomszédossagi matrixszal (A), szomszédossagi tombbel (B), rendezett
szomszédossagi tombbel (C) vagy lancolt szomszédossagi listaval (D) adjuk meg.

A B C D
Tarigény Ve | 2e+Vv | 2e+v | 4de+4v
Két pont || 1 d logd d
szomszédossaganak
eldontése
Pont  szomszédainak || Vv d d d
megjeldlése
Minden él megjeldlése V2 e e e
Uj él hozzavétele 1 e e 1
Régi él elvétele 1 e e d
Régi pont elvétele Vv e e min(e, d?)

jelolések: v pontszam, € élszam, d maximalis fokszam
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Mantel t étele

Legfeljebb hany éle lehet egy n-cslcsU egyszerl grafnak, ha nem tartalmaz

haromszoget?

Tétel 1. Ha egy n-cslcsu egyszer(i graf nem tartalmaz haromszdget, akkor éleinek

szama legfeljebb [5] - |3].

®
BizoNYiTAs Ha G nem tartalmaz haromszoget, akkor \‘
a(G) > A(G). Ugyanakkor |E(G) < 1(G) - A(G) mindig —@
igaz. Gallai tétele szerint a(G) + 1(G) = |[V(G)| = n. —@ |
Osszerakva: @ /
N N ~—

E(G)=1(G)-A(G) =1(6)-a(G) = (n—u(G))-a(C) = [5]-[5]:

A K(%H% | telies paros graf mutatja, hogy a tétel allitasa
éles. Azt, hogy ez az egyetlen ilyen graf, altalanosabban
bizonyitjuk.
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Turan gr afok

Definici 6 2. Definidliuk a Tom (N > m) grafot a
kovetkez6képpen.  Osszuk el maradékosan n-et m
mel, azaz legyen n=qm+r, ahol 0 <r <m. A graf n
pontjat osszuk m osztalyra, r osztaly alljon g+ 1 pontbdl,
a tobbi m—r pedig q pontbdl. A grafban két pont akkor és
csak akkor legyen 6sszekotve, ha kiulonbdzo osztalyban
vannak. mrosztaly( grafnak neveziink egy grafot, ha a pon-
tjai mosztalyba oszthatok (gy, hogy az egy osztalyban levo
pontok kozott nem fut él. T m-et masképpen m-osztalyl
teljes grafnak nevezzik.

Tétel 3. Ha egy n pontt G graf nem tartalmaz Ky, 1-€et,
akkor

e(G) < e(Thm).

Ha pedig €(G) = €(Tnm), akkor G = Ty m.
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Turan tétel bizonyit asa

. Az mrosztalya grafok kozul Tp m-nek van a legtobb éle. Tegyik fel, hogy az a G graf,
amelyiknek a legtébb éle van, nem a T,m graf. Ebben a grafban kell, hogy legyen
két olyan osztaly, hogy az egyikben X pont van, a masikban legalabb X+ 2. Ha a
nagyobbdl a kisebbe attesziink egy pontot, akkor legfeljebb X él sz(inik meg, viszont
legalabb X+ 1 (j élet hUzunk be. Vagyis noveltik az élszamot, ez pedig ellentmond
a feltevésiinknek.

. Ha G egy K 1-et nem tartalmaz6 n-ponta graf, akkor ugyanazon a ponthalmazon
konstrualhatd egy olyan m osztalya teljes H graf, melyben minden pont fokszama
legalabb akkora mint G-ben, vagyis minden ve V(G) =V (H)-ra dg(v) < dy(v).

. Mmre valo teljes indukcioval bizonyitunk. m= 1-re az allitas trivialis.

. Legyen X olyan pont, hogy dg(X) = Ag. Legyen Vi = {ul{u,x} € E(G)}, vagyis X
szomszédainak halmaza, V, pedig a tobbi pont, vagyis Vo =V (G) —V; lgy persze X €
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V,. Gy legyen G-nek a V; altal feszitett részgrafja. Nyilvan G4-ben nincs Ky, hiszen
ez x-szel egyutt G-ben K,.1-et alkotna. lgy alkalmazhatjuk az indukcios feltevést
Gi-re. Tehat van olyan telies m— 1-osztalyd H; graf, hogy minden v € V(G;)-re
Aoy (V) < thyy (V).

. H graf a kovetkezd: Vegyik a V; ponthalmazon a Hq grafot, majd V; minden pontjat
kosslik 6ssze Vo, minden pontjaval, viszont hagyjunk el minden két V,-beli pon-
tot 0sszekotd élet. Nyilvanvald, hogy ez a H graf m osztalya. Ha v € V,, akkor
dy(v) = |V1| = Ag, a definicidink szerint viszont dg(V) < Ag. Ha v € Vi, akkor
O (V) = Ay (V) + V2| 2 de, (V) + V2| = da(V).

. Igy ha egy G grafban nincs Kp.1, de nem izomorf Thm-mel, akkor konstrualtunk
egy nala nagyobb élszam( mosztalyl teljes grafot (ugyanis ekkor valamelyik
egyenlbtlenség biztosan nem egyenloség), ennek az élszama pedig nem nagyobb
Thm élszamanal. Egyben belattuk az allitas masodik részét is.
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Két érdekes t étel
Tétel 4. [Erd 6s—Stone] Ha

e(G) > e(Thm) +&n’,

akkor G-ben nemcsak hogy van legalabb egy Kn,, 1, hanem létezik olyan c(€,m) kon-
stans is, hogy G-ben van olyan teljes m+ l-osztalyl részgraf, amelyben az osztalyok
pontszama legalabb clogn.

Azaz, ha csak kicsit nagyobb az élslrlség, mint a Turan grafé, akkor mar rengeteg
Kms1 van a grafban.
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Tétel 5. [Erd 6s—Simonovits] Ha G1,G,,..., Gk adott grafok, akkor létezik olyan
ex(n; Gy, Gy, ... ,G) fuggvény, amelyre teljestl, hogy minden olyan G grafnak, amelyre
V(G) =nés e(G) > exn;Gy,Gy, ... ,G), van valamelyik G; graffal izomorf részgréafja.
Az exfluggvényre teljesul, hogy

: ex(n; G1,Go, ... ,Gk) 1
| =1— — . 1
o ® min_1_xX(G) — 1 @

Azaz a maximalis Gj-t nem tartalmazo graf élslriiségének nagysagrendje Gj kromatikus
szamatol fugg, ha az legalabb 3.

Ha valamelyik kizarando graf paros, akkor a fenti tétel nem hatarozza meg az élsdriség
nagysagrendjét.

Thm élszama

() o(45) (D) e

k=1és G = Kp,1 esetén X(Kn1) = m+ 1, azaz ebben az esetben az Erdés-
Simonovits kovetkezik a Turanbol.
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