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Grafok szinez ése
Térkép szinezés — dualisban cslcsok szinezése: szomszédosak kilonb6z6

szinuek.

1. Definici 6. Egy G hurokmentes graf k szinnel kiszinezhetd, hogyha minden csicsot
ki lehet szinezni k szin felhasznalasaval gy, hogy barmely két szomszédos cslics
szine kilénb6z6 legyen. G kromatikus szama X (G) = k, ha G k szinnel kiszinezhetd,
de K— 1 szinnel nem. Egy ilyen szinezésnél az azonos szint kapott pontok halmazat
szinosztalynak nevezzUk.

Masképp fogalmazva: Legyen G = (V,E) egy hurokél mentes graf, |C| = k. Egy
f:V — C leképezés a G egy j0 szinezése C szineivel (k-szinnel), ha {vi,V2} € E-bdl
f(v1) #£ f(v2) kdvetkezik. G kromatikus szama X (G) = k az a legkisebb k szam, melyre
G-nek van jo szinezése K szinnel.

Megjegyzések: 1. Végtelen grafra is értelmes a definicio, k lehet végtelen szamossag.
2. Hurokél nem lehet, parhuzamos él nem szamit =—> egyszer(i grafokat tekintlink csak.



, Példak
K kromatikus szama n. Altalaban X(G) < v(G).

Egy paratlan kor kromatikus szama 3.

A Petersen graf kromatikus szama 3.

Legyen G= (V,E) aholV =R, {X,y} € E <—= x—yec Q Xx(G) = U,



Egyszerl észrev ételek

2. Tétel. Egy legalabb egy élet tartalmazd G graf akkor és csak akkor paros, ha X(G) =
2.

BizoNYiTAs Van él = X(G) > 2. V(G) = AUB = f(v) = { litve A

2iftveB 9 1°
szinezés.— X(G) < 2.

Ha X(G) = 2, akkor a két szinosztaly épp a paros graf definiciojaban szerepl6 fel-
bontasnak megfelel6 két halmaz lesz.

3. Definici 6. G egy teljes részgrafjat klikknek nevezzik. A G-ben talalhatd maximalis
méretli klikk méretét, azaz pontszamat w(G)-vel jeldljuk és a graf klikkszamanak
nevezzuk.

4. Tétel. Minden G grafra X(G) > w(G).



Moh O szinez és
Legyen V(G) = {Vo,Vl, e ,Vn_]_}.

f(vo):=1;
for (1i=1;1<n, 1++)
f(vi):=min{j : & {f(w):k<i, {vi,w}€EG)}};
Els6 cslcsot szinezziik
Sorban a tobbieket
Legelsd szinnel, amit nem hasznaltunk v; eddigi szomszédainal.

5. Allitas. X(G) <A+ 1.



Moh & szinez és fligg a sorrendt Ol
Tekintsiik a G = K, , gréfot. V(G) ={ay,...,an,b1,... ., b }E(G) = {{a;, b }:i1 # j},
vagyis a Kn, teljes grafbol elhagyjuk az {a;, b} éleket.

l<i<neseténaz a;,by,ax,by,....8_1,0i_1,8,8,:1,...a,,0,b1,...,b, sorrendben
a moho szinezés i + 1 szint hasznal.

ai,...,an,by,..., 0, sorrendben kettdt.
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, Becsl ések pontoss aga
Altalaban egyiknél sem lehet jobbat mondani:

X(G) > w(G): Paros grafok, teljes grafok, perfekt grafok — sok kiilonbdzé példa.
X(G) < A+ L:Teljes grafok, (har nélkili) paratlan kérok — kevés kilénb6z6 példa.

6. Tétel (Brooks). Ha G egyszer(i, dsszefiiggb graf, nem teljes graf, és nem egy
paratlan hossz(saga kor, akkor X(G) < A = maxcy ) d(X).



Brooks t étel bizonyit as vazlata

A = 2 esetén a graf egyszer( Ut vagy egy kor.

A > 3: indukcid pontszamra. Ha G egy vagy két ponttal szétvaghato, akkor a részek
szinezését 0sszerakhatjuk G szinezéséve ()

Legyenek Vi, Vp, v olyan pontjai G-nek, amelyekre {vi,vn} € E(G), {v2,vn} € E(G),
de {vi,v2} ¢ E(G). Illyen pontok biztosan vannak, ha G nem teljes graf és
dsszefliggo.

G—{v1,V,} graf 0sszefiiggd. = Van feszit6faja a feszitéfanak van v,-t6l kiilonboz6
els6fokd pontja. Ez legyen v3. A G — {Vvy,V,,V3} graf osszefiiggé marad, igy ha-
sonlbéan kapjuk Vz-et sth.Az igy kapott sorrend olyan, hogy minden pontnak van
nagyobb index( szomszédja.—> Moho szinezés |0l szinez (!!).



‘k Feszitofa
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Mycielski konstrukci 0ja

7. Tétel (Mycielski konstrukci  6ja). V k> 2-re van Gy: w(Gy) = 2 és X(Gx) = k.

BizoNYiTAs Gy = Ky, Gy=Cy,1: V(Gk) = {V1,V2,...,Va}. N+ 1 darab 0j pont:
Ug,U,..., Uy €s W.Uj élek: {ui,vj} € E(Gyi1) < {Vi,Vj} € E(Gy) és Vi:{w,u} €
E(Gis1)



Indukci 6 k-ra
Gy, 1-ben nincs haromszog: Nem lehet mindharom cstcsa Gyg-ban. Ha w a

haromszog egyik cslicsa, akkor a masik kettd csak U; és U; lehetne, ezek viszont nem
szomszédosak. Ha U; a haromszdg egyik csticsa és a masik ket cslcs Vy €s Vy: Ui
szomszédai megegyeznek V; szomszédaival, ekkor nem csak U, Vx €s Vy, hanem V;, Vy
és vy is egy haromszoget alkotna Gy-ban.
X(Gki1) < k+1: Legyen f:V(Gx) — {1,2,...,k} a Gy egy joszinezése.

f(vi) hax=vV
c(X) =< f(vi)hax=u aG(k;1)egy joszinezése.

Khax=w
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X(Gki1) > K
Tegyuk fel indirekt, hogy X(Gk:1) = k, ¢V (Gki1) — {1,2,....k} a Gyy1 egy

joszinezése. Legyen c(w) = k. Mivel w minden u;-vel 6ssze van kotve, az U; pontok
mindegyikére c(u;) € {1,2,... ,k— 1}. Megadunk egy C' szinezést a Vv; pontok altal
feszitett részgrafon. (Ez éppen Gy-val izomorf részgraf). Ha c(v;) = Kk, akkor legyen
c'(vi) = c(u;), kulonben c'(vi) = c(Vv;), vagyis a k szinlieket szinezzik at a ,,parjuk”
szinére.

¢’ egy K— 1 szinnel valo jo szinezése Gy-nak: Olyan élnek, amelyiknek egyik végpontja
sem volt k szin(i, végpontjainak szinét nem valtoztattuk meg. Tegyik fel, hogy c(vi) =k
és Vi-nek van egy olyan v; szomszédja, amelyre C'(vj) = C'(vi). Mivel c(vj) # K
(hiszen az eredeti szinezés jo volt), ezért ¢'(vj) = c(vj), masrészt ¢'(vi) = c(u;). Igy
c(Vj) = c(u;), ami viszont ellentmondas, hiszen v; és U; szomszédosak Gy, 1-ben, ha V;
és Vi szomszédosak Gy-ban.
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4+1-szin t étel

8. Tétel (5-szin t étel). Ha G sikbarajzolhat6 gréaf, akkor x(G) < 5.

B1zONYIiTAS Feltehetd, hogy G egyszer(i. Indukcio a pontszamra. Legyen V egy legfel-
jebb 5 fok( pont G-ben. G — Vv 5 szinnel jolszinezhetd az indukcios feltétel szerint.
Egyetlen baj: v-nek 5 szomszédja van, és azok mind kiilonb6z6 szinliek. Legyen G
sikba rajzolva, és legyenek a szomszédai az alabbi mbédon szinezve.

Ha ez nincs, akkor v megkaphatja azt a szint, ami nem szerepel a szomszédai kozt.
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Atszinez és
Probaljuk atszinezni a piros cstcsot kékre, annak kék szomszédait pirosra, majd
igy tovabb.
Ha ez sikerul, akkor v lehet piros.
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Akad aly

vV kék szomszédijat is at kéne szinezni pirosra, mert van egy piros-kék Gt v két
szomszédja kozt.
Ekkor viszont a lila cstcs be van keritve igy ha abbdl inditunk egy lila-zold szincserét,
az nem érheti el vzold szomszédjat.
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4-szin t étel
Appel és Haken [1977] bebizonyitotta a 4-szin tételt is, de bizonyitasuk tobbszaz
oldalas, és felhasznaltak hozza szamitdgépes modszereket is.

9. Tétel (4-szin t étel). Ha G sikbarajzolhato graf, akkor X(G) < 4.
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Elkromatikus sz am

10. Definici 6. Egy G graf élei k szinnel kiszinezhet6k, hogyha minden élet ki lehet
szinezni K szin felhasznalasaval Ggy, hogy barmely két szomszédos él szine kiilonb6z6
legyen. G élkromatikus szama Xe(G) = k, ha G élei k szinnel kiszinezhet6k, de k— 1
szinnel nem.

Az élkromatikus szam az élgraf kromatikus szama.

11. Definici6. A G = (V,E) graf élgrafija az L(G) graf, melyre V(L(G)) = E és
{e, &} €E(L(G)) <= ene#0.
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12. Allitas. w(L(G)) > A(G). Ha G egyszerii és A(G) > 3, akkor egyenléség all.

13. Allitas. Xe(G) > A(G).
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Vizing-t étel

14. Tétel (Vizing). Ha G egyszer(i graf, akkor Xe(G) <A+ 1.

Annak eldontése viszont NP—teljes, hogy egy adott grafra Xe = A vagy Xe = A+ 1.
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