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Az a € 7Z szam osztjaa b € Z szamot, ha van c € Z, hogy b = a- ¢, jelolésben a | b.

Az a(x) € R[x] polinom osztja a b(x) € R[x] polinomot, ha van c(x) € R[x], hogy
b(x) = a(x) - ¢(X), jelolésben a(x) | b(x).
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Oszthat 0sag

Az a € 7Z szam osztjaa b € Z szamot, ha van c € Z, hogy b = a- ¢, jelolésben a | b.
Az oszthatOsag tranzitiv és reflexiv.
Maradékos osztas: Va € Z,b € N Jegyérteimlig,r € Z: a=bg+r 0<r <hbh.
Példaul:

177 = 14-12+9 0<9<14
—64 = 14-(-5+6 0<6<14
154 = 14-11+0 0=0<14

Az a(x) € R[x] polinom osztja a b(x) € R[x] polinomot, ha van c(x) € R[x], hogy
b(x) = a(x) - ¢(X), jelolésben a(x) | b(x).
Az oszthatdsag tranzitiv és reflexiv.

Maradékos osztas: Va(x),b(x) € R[x] degyértelmlq(x),r(x) € R[X: a(x) =
b(X)q(x) +r(x) 0 < degr(x) < degb(x).

Példaul

X2+ X3 4 X2 42X+ 2

(X*+1)(x*+1)+(2x+1) 0<deg(2x+1) < deg(x*+1)
5x° + 8x“ + 3

(X*+1)(5x+3)+0 0= deg(0) < deg(x*+1)



Legnagyobb k 6z06s oszt 0
Ha d oszja az a;,ay,...,a¢ szamokat, akkor kozos osztojuknak nevezzik. Ezek

kozul a legnagyobb a legnagyobb kdzos oszto, jeldlésben: (ag,ay,. .., ak).

Ha d(X) oszja az a(x)1,a(X)z,...,a(X)x polinomokat, akkor kozos osztojuknak
nevezzik. Ezek kozll a legnagyobb fok( (amely konstans szorz6 erejéig egyértelm() a
legnagyobb kdzos oszto, jeldlésben: (a(x)1,a(X)z,. .., a(X)k)-
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Ha d oszja az a;,ay,...,a¢ szamokat, akkor kozos osztojuknak nevezzik. Ezek

kozul a legnagyobb a legnagyobb kdzos oszto, jeldlésben: (ag,ay,. .., ak).
Ha a tobbsorose b-nek, akkor akkor a és b kozos osztbinak halmaza megegyezik b
osztdinak halmazaval. Specialisan (a,b) = b.
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Ha a(X) tobbszorose b(x)-nek, akkor akkor a(x) és b(x) kdzods osztoinak halmaza meg-
egyezik b(X) osztdinak halmazaval. Specialisan (a(x),b(x)) = b(x).
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Ha d oszja az a;,ay,...,a¢ szamokat, akkor kozos osztojuknak nevezzik. Ezek

kozul a legnagyobb a legnagyobb kdzos oszto, jeldlésben: (ag,ay,. .., ak).

Ha a tobbsorose b-nek, akkor akkor a és b kozos osztbinak halmaza megegyezik b
osztdinak halmazaval. Specialisan (a,b) = b.

Ha a = bg+ c, akkor a és b kdzos osztoinak halmaza megegyezik b és ¢ kdzos
osztbinak halmazaval. Specialisan, (a,b) = (b,c).

Ha d(X) oszja az a(x)1,a(X)z,...,a(X)x polinomokat, akkor kozos osztojuknak
nevezzik. Ezek kozll a legnagyobb fok( (amely konstans szorz6 erejéig egyértelm() a
legnagyobb kdzos oszto, jeldlésben: (a(x)1,a(X)z,. .., a(X)k)-

Ha a(X) tobbszorose b(x)-nek, akkor akkor a(x) és b(x) kdzods osztoinak halmaza meg-
egyezik b(X) osztdinak halmazaval. Specialisan (a(x),b(x)) = b(x).

Ha a(x) = b(X)q(X) + ¢, akkor a(X) és b(x) kozos osztéinak halmaza megegyezik b(X)
és C(X) kozos osztdinak halmazaval. Specialisan, (a(x),b(x)) = (b(x),c(x)).
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Euklideszi algoritmus

Legyen a,b € N.

a = hb+m (0<m <b)
b homy + My (0<mp < my)
m = hsmp+mg (0< Mg <)

Az eljaras akkor ér véget, ha nincs az osztasnak maradéka, vagyis
M2 = haMh-1

Mm_3=h_1my2+my1=(h1hh+21)my_q, ... @ és bis m,_; tobbszorose lesz,
— M,,_1 kdz0s osztdja a-nak és b-nek.Megforditva, a és b tetszdleges kdzds osztodja
m-nek is osztdja ... m,_j-nek is. Tehat m,_ 1 = (a,b).Masképp: (a,b) = (b,my) =
(Mg, mp) = ... = (My_2,My_1) = M,_1=> aés b kdzos osztdinak halmaza megegyezik
legnagyobb kdzos osztojuk osztbinak halmazaval.
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Euklideszi algoritmus, polinomokkal
Legyen a(x),b(x) € R|x].
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my(x) = hs(X)Mp(X) +me(x) (0 < degmg(x) < degmy(x))

Az eljaras akkor ér véget, ha nincs az osztasnak maradéka, vagyis
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Euklideszi algoritmus, polinomokkal
Legyen a(x),b(x) € R|x].

ax) = hy(x)b(x) + my(x) (0 < degmy(X) < degb(x)
b(x) M2 (X) My (X) + my(X) (0 < degmy(x) < degmy (X))
my(x) = hs(X)Mp(X) +me(x) (0 < degmg(x) < degmy(x))

Az eljaras akkor ér véget, ha nincs az osztasnak maradéka, vagyis
My-2(X) = hn(X)Mh-1(X)

Mh—3(X) = M1 (X)Mh—2(X) + My-1(X) = (h-1(X)Na(X) + Dm_1(X), ... a(x) és
b(X) is My_1(X) tobbszordse lesz, = my_1(X) kdzds osztoja a(X)-nak és b(X)-
nek.Megforditva, a(x) és b(X) tetszbleges kdzOs osztdja M (X)-nek is osztdja ...
m,_1(X)-nek is. Tehat m,_1(x) = (a(x),b(X)).



Euklideszi algoritmus, polinomokkal
Legyen a(x),b(x) € R|x].

ax) = hy(x)b(x) + my(x) (0 < degmy(X) < degb(x)
b(x) M2 (X) My (X) + my(X) (0 < degmy(x) < degmy (X))
my(x) = hs(X)Mp(X) +me(x) (0 < degmg(x) < degmy(x))

Az eljaras akkor ér véget, ha nincs az osztasnak maradéka, vagyis
My-2(X) = hn(X)Mh-1(X)

Mh—3(X) = M1 (X)Mh—2(X) + My-1(X) = (h-1(X)Na(X) + Dm_1(X), ... a(x) és
b(X) is My_1(X) tobbszordse lesz, = my_1(X) kdzds osztoja a(X)-nak és b(X)-
nek.Megforditva, a(x) és b(X) tetszbleges kdzOs osztdja M (X)-nek is osztdja ...
my,_1(X)-nek is. Tehat m,_1(X) = (a(x), b(x)).Masképp: (a(x),b(x)) = (b(x), M (X)) =
(Me(X),Mmp(X)) = ... = (My_2(X),My_1(X)) = My_1(X)== a(X) és b(Xx) kdzds osztdinak
halmaza megegyezik legnagyobb kdzos osztéjuk osztéinak halmazaval.



LNKO tulajdons agai



LNKO tulajdons agai
1. Allitas. 1. Ya,bme N (ambm) = (a,b)m



LNKO tulajdons agai
1. Allitas. 1. Vabme N (ambm) = (a,b)m

2. Ha d k6z0s osztoja a-nak és b-nek, akkor (%‘, 3) (2.) a

4~ Specialisan (@,%) ~1



LNKO tulajdons agai
1. Allitas. 1. Vabme N (ambm) = (a,b)m

2. Ha d k6z0s osztoja a-nak és b-nek, akkor (%‘, 3) (2.) a__b

4~ Specialisan (@,@) =1

BizONYITAS Az Euklideszi algoritmusban minden egyenletet m-el megszorzunk.



LNKO tulajdons agai
1. Allitas. 1. Vabme N (ambm) = (a,b)m

2. Ha d k6z0s osztoja a-nak és b-nek, akkor (%‘, 3) (2.) a__b

4~ Specialisan (@,@) =1

BizONYITAS Az Euklideszi algoritmusban minden egyenletet m-el megszorzunk.

2. Allitas. Ha (a,b) = 1, akkor (ac,b) = (c,b). Ha (a,b) =1, és b | ac, akkor b | c.

BizoNYiTAs (ac,b) | acés (ac,b) | bc



LNKO tulajdons agai
1. Allitas. 1. Vabme N (ambm) = (a,b)m

2. Ha d koz6s osztoja a-nak és b-nek, akkor (3,2)

@, specialisan (ﬁ,%) =1

BizONYITAS Az Euklideszi algoritmusban minden egyenletet m-el megszorzunk.

2. Allitas. Ha (a,b) = 1, akkor (ac,b) = (c,b). Ha (a,b) =1, és b | ac, akkor b | c.

BizONYiTAs (ac,b) | acés (ac,b) | bc—> (ac,b) | (ac,bc) = (a,b)c=c.



LNKO tulajdons agai
1. Allitas. 1. Vabme N (ambm) = (a,b)m

2. Ha d k6z0s osztoja a-nak és b-nek, akkor (%‘, 3) (2.) a__b

4~ Specialisan (@,@) =1

BizONYITAS Az Euklideszi algoritmusban minden egyenletet m-el megszorzunk.

2. Allitas. Ha (a,b) = 1, akkor (ac,b) = (c,b). Ha (a,b) =1, és b | ac, akkor b | c.

BizoNYiTAs (ac,b) | acés (ac,b) | bc— (ac,b) | (ac,bc) = (a,b)c=c. (ac,b) | b—
(ac,b) | (c,b).



LNKO tulajdons agai
1. Allitas. 1. Vabme N (ambm) = (a,b)m

2. Ha d k6z0s osztoja a-nak és b-nek, akkor (%‘, 3) (2.) a

4~ Specialisan (@,%) ~1

BizONYITAS Az Euklideszi algoritmusban minden egyenletet m-el megszorzunk.

2. Allitas. Ha (a,b) = 1, akkor (ac,b) = (c,b). Ha (a,b) =1, és b | ac, akkor b | c.

BizoNYiTAs (ac,b) | acés (ac,b) | bc— (ac,b) | (ac,bc) = (a,b)c=c. (ac,b) | b—
(ac,b) | (c,b).Forditva, (c,b) |acés (c,b) | b, azaz (c,b) | (ac,b).



LNKO tulajdons agai
1. Allitas. 1. Vabme N (ambm) = (a,b)m

2. Ha d koz6s osztoja a-nak és b-nek, akkor (3,2)

@, specialisan (ﬁ,%) =1

BizONYITAS Az Euklideszi algoritmusban minden egyenletet m-el megszorzunk.

2. Allitas. Ha (a,b) = 1, akkor (ac,b) = (c,b). Ha (a,b) =1, és b | ac, akkor b | c.

BizoNYiTAs (ac,b) | acés (ac,b) | bc— (ac,b) | (ac,bc) = (a,b)c=c. (ac,b) | b—
(ac,b) | (c,b).Forditva, (c,b) | acés (c,b) | b, azaz (c,b) | (ac,b). Tehat (ac,b) és (c, b)
kOlcsdnodsen osztjak egymast, azaz egyenloek.



LNKO tulajdons agai

1. Allitas. 1. Vabme N (ambm) = (a,b)m

2. Ha d k6z0s osztoja a-nak és b-nek, akkor (%‘, 3) (2.) a__b

4~ Specialisan (@,@) =1

BizONYITAS Az Euklideszi algoritmusban minden egyenletet m-el megszorzunk.

2. Allitas. Ha (a,b) = 1, akkor (ac,b) = (c,b). Ha (a,b) =1, és b | ac, akkor b | c.

BizoNYiTAs (ac,b) | acés (ac,b) | bc— (ac,b) | (ac,bc) = (a,b)c=c. (ac,b) | b—
(ac,b) | (c,b).Forditva, (c,b) | acés (c,b) | b, azaz (c,b) | (ac,b). Tehat (ac,b) és (c, b)

kOlcsdnodsen osztjak egymast, azaz egyenloek.
A masodik esetben (ac,b) = (c,b) és b | ac—=> (ac,b) = Db, azaz (c,b) =b=—Db| c.



LNKO tulajdons agai
1. Allitas. 1. Vabme N (ambm) = (a,b)m

2. Ha d koz6s osztoja a-nak és b-nek, akkor (3,2)

@, specialisan (ﬁ,%) =1

BizONYITAS Az Euklideszi algoritmusban minden egyenletet m-el megszorzunk.

2. Allitas. Ha (a,b) = 1, akkor (ac,b) = (c,b). Ha (a,b) =1, és b | ac, akkor b | c.

BizoNYiTAs (ac,b) | acés (ac,b) | bc— (ac,b) | (ac,bc) = (a,b)c=c. (ac,b) | b—
(ac,b) | (c,b).Forditva, (c,b) | acés (c,b) | b, azaz (c,b) | (ac,b). Tehat (ac,b) és (c, b)
kOlcsdnodsen osztjak egymast, azaz egyenloek.

A masodik esetben (ac,b) = (c,b) és b | ac—=> (ac,b) = Db, azaz (c,b) =b=—Db| c.
Ha (a,b) = 1, akkor a és b relativ primeknek neveztetnek.



LNKO tulajdons agai
1. Allitas. 1. Vabme N (ambm) = (a,b)m

2. Ha d k6z0s osztoja a-nak és b-nek, akkor (%‘, 3) (2.) a__b

4~ Specialisan (@,@) =1

BizONYITAS Az Euklideszi algoritmusban minden egyenletet m-el megszorzunk.

2. Allitas. Ha (a,b) = 1, akkor (ac,b) = (c,b). Ha (a,b) =1, és b | ac, akkor b | c.

BizoNYiTAs (ac,b) | acés (ac,b) | bc— (ac,b) | (ac,bc) = (a,b)c=c. (ac,b) | b—
(ac,b) | (c,b).Forditva, (c,b) | acés (c,b) | b, azaz (c,b) | (ac,b). Tehat (ac,b) és (c, b)
kOlcsdnodsen osztjak egymast, azaz egyenloek.

A masodik esetben (ac,b) = (c,b) és b | ac—=> (ac,b) = Db, azaz (c,b) =b=—Db| c.
Ha (a,b) = 1, akkor a és b relativ primeknek neveztetnek.

3. Kovetkezm ény. Ha az a;,ay, ..., an Szamok mindegyike relativ prim a by, by, ..., by
szamok mindegyikével, akkor az ajay...ay, szorzat is relativ prim a b;bs. .. b, szorza-
thoz.
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Irreducibilitas, primtulajdonsag értelmes polinomokra is.

e C[X] esetén az irreducibilisek legfeljebb elséfoklak (,,Algebra alaptétele”)

e R|X| esetén legfeliebb masodfoklak (ha z € C gydke egy valos egyutthatds egyen-
letnek, akkor zis)

e Q[X] esetén akarmilyen nagy foklak lehetnek.
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Ez utdbbit osztja p;, de %-t nem, ellentmondas.
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Az N = p;tp,2...pds osztoi kdlcsbndsen egyértelmiien megfelelnek az (S-hossza)

(B1,B2,-- -, Bs) sorozatoknak, ahol 0 < B < ai.

Az ilyen sorozatok (tehat az n osztbinak) szama: (a;+1)(az+1)...(as+1). a;+1
valasztasunk van az elso helyre. ..

MEGJEGYZES (CSAK ERDEKLODOKNEK): Az N = p;'p,2...pds osztoi altal alko-
tott részben rendezett halmaz (a < b <= a| b) izomorf az {(X1,X2,...,%s): 0 <
X; < 0} sorozatok altal alkotott részben rendezett halmazzal, ahol (X1,Xz,...,Xs) =

(Y1,¥2,..-,Ys) <= Vi: X <V
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Legyenek a 0sztdi Cq,Co, ..., Cm, D 0sztoi dqi,dy, ..., dk. Ekkor

o(ab) = i leidj =(C1+Co+...+Cn)(di1+da+...+dk) = a(a)a(b).
I=1]=

3. Innen egyszer( indukci6 adja, hogy ha n = pytp,2... pds, akkor

o(n) = (1+prt+PE+...+ Py A+ P2+ Pot...+ P52 ... (1+ ps+ p5+ ...+ pgo).
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Egym as utani primsz amok

12. Allit4s. A primszamok szama végtelen.

BizONYITAS Tegyik fel indirekt, hogy nem, és p1, Po,. .., Py az 6sszes létez6 primszam
listdja. Tekintsik az N = p1p2... Pn+ 1 szamot. Ennek van primszam osztbja, ami nem
lehet a p1, P2, ..., Pn SZamok egyike sem, ellentmondas.

13. Allitas. Barmely m € N szamhoz van m egymas utan kovetkezd egész, melyek
egyike sem prim.

BizONYiTAs Tekintsuk az (m+1)! +2, (m+1)! +3,...,(m+ 1) + m+ 1 szamokat. Ez
m egymast kovetd egész, egyikik sem lehet prim: az i-ik oszthat6 1 + 1-el.
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Mekkora lehet a legkisebb kilonbség két szomszédos prim kozt? 3-2=1: csak
egyszer lehet. 2=5—-3=7-5=13-11=19-17/=31—-29= ... sokszor. Ha
pés p+2is prim: (p, p+ 2) ikerprimek.

MEGOLDATLAN PROBLEMA: Létezik-e végtelen sok ikerprim par?

MEGOLDATLAN PROBLEMA (GOLDBACH SEJTES): lgaz-e, hogy minden 4-nél nagyobb
paros szam felirhatd két primszam 6sszegeként?

MEGOLDATLAN PROBLEMA: Van-e végtelen sok olyan p prim, melyre p—1
négyzetszam? (17— 1 = 4?)

MEGOLDATLAN PROBLEMA: Igaz-e, hogy két négyzetszam kozt mindig van primszam?
Tudjuk: primszamok ,,slrlibben” vannak, mint a négyzetszamok. Ha n elég nagy, akkor

n3 és (n+ 1)3 kozott van primszam (Ingham, 1937)
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Primsz amok elosz| asarol

14. Definici 6. Tetsz6leges X > 2 valos szamra T1(X) jeldli az X-nél nem nagyobb primek
szamat.

15. Tétel (Csebisev). Tetszbleges n € N-re 11(2n) > 1(N), azaz van p prim, melyre
n<p<2n.

16. Tétel (Primsz amtétel).

. T(X)
lim —
X—00 —

INx

=1
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17. Tétel. Tetszéleges N> 2-re [[pnP < 4N,

B1zoNYITAS Indukcid n-re. N = 2 eset trivialis.
. 2k—1 2k
n=2k: |_|p<2kp:|_|p<2k—1p<4 < 47

n=2k+1> 4
P= P P
p<|;<|+1 <p<|;|+1 > <k+2<E<|2k+1 )

Az els6 szorzat indukcio alapjan kisebb, mint 4<t1, A masodik pedig osztja a

(k+2)(k+3)...(k+1) = ((Zkkjil))!! K (ZKJ 1)

viszont Kl-hoz relativ prim, igy osztia (*')-t.  Lathaté, hogy (/) < 4 =
|_|p<2k—|—1p < 4k+14k 42k+1
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