Linedris egyenletrendszerek,
leképezések, mdtrixok

Az nismeretlenes k egyenletbél dll6 linedris
egyenletrendszer felirhaté matrix-egyenelet alakban.
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0 A az egyiitthaté mdtrix, x az

0 ismeretlenekbdl dllé (oszlop)vektor,
0 Kk b pedig a jobboldali konstansokbdl
DDT dllé oszlopvektor, Ekkor az
a

egyenletrendszer

Ax=b alakban irhatd.

Tekintsiik 77és T* vektortereket, és régzitsiink egy-egy
bdzist. Ekkor az A mdtrixegy A: 77 — T*linedris
leképezés mdtrixa lesz.

Az Ax=b egyenlet megoldhaté akkor és csak akkor, ha b

T*-beli vektor valamely x 7-beli vektor képeként irhatd,

azaz bOImA.

Legyen e, e,,...e, a T" tér rogzitett bazisa. Ekkor az Ag,,
Ae,,..., Ae, vektorok az ImA tér egy
generdtorrendszerét alkot jdk.

1i
oszlopvektorai.
[y [P

Ez azt jelentihogy {a; i=1,..,np
és <{g;: i=1,..,n b} alterek
dimenziéja ugyanaz, azaz a két
vektor rendszerbdl
kivdlaszthaté maximdlis
linedrisan fiiggetlen rendszer
elemszdma ugyanaz.

Ezek pont az A mdtrix

ImAaz{g:i=1,.,n} Q =
vektorok dltal =
generdlt altér. b
pontosan akkor
eleme ennek az
altérnek, ha az {g;:
i=1,..,n,b} rendszer is
ImA-t generdlja.

Matrix rangja

Hdromféle rang fogalmat definidlunk, majd beldtjuk,
hogy ugyanazok. Az elsé az el6z6 észrevételeken alapul.

O. Definicié

Egy A mdtrix oszloprangja r, ha A oszlopvektorai kdzott
taldlhaté rlinedrisan filiggetlen, de r~nél tbb nem.

S. Definicié

Egy A mdtrix sorrangja , ha A sorvektorai kozétt
taldlhaté rlinedrisan fiiggetlen, de r~nél tbb nem.

Példa
Az B]. 2 3 4E
[ 6 7 8 [ mdtrixoszloprangja 2.

Az elsd két oszlop

@ 10 11 12E linedrisan fiiggetlen.
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2 3 4 E sorrangja 2. Az elsé két
sor linedrisan fiiggetlen. A

> 6 7 8C harmadik kifejezhetd
b 10 11 12F %

(0 10 11 12)=2056 6 7 8)-(1 2 3 4)
© A nullmdtrix oszloprangja O.
© Az nx n-es E egységmadtrix sor- és oszloprangja .

© Egy k x n-es mdtrix oszloprangja legfeljebb n (nincs
t6bb oszlop), mdsrészt a vektorok 7*-bél valdk, igy
legfeljebb k linedrisan fiiggetlen lehet koztiik, hiszen 7%
dimenzidja k.

Aldetermindns (nem eldjeles!): egy négyzetes
részmdtrix determindnsa.

Tetszéleges 4 oszlop és h sormetszeteiben dllé A2
elem dltal alkotott 4 x A-as mdtrix determindnsa.
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9|10 [11] 12}

D. Definicié

Egy A mdtrix determindnsrangja r, ha van olyan r x r-es
aldetermindnsa ami nem nulla, de barmely r~nél nagyobb
rend(i aldetermindnsa mdr nulla.

21 3 4 determindns rangja 2. Ugyanis

1 2
i 6 7 8C =6-10=-4
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Azonban akdrmelyik harmadrend( aldetermindnsra igaz,
hogy a harmadik sordhoz hozzdadva az elsét, majd ebbdl
kivonva a mdsodik kétszeresét csupa O sort kapunk.
Ekézben viszont a determindns értéke nem vdltozott.

Matrix transzpondltja: Egy k x n-es A mdtrix
transzpondltja az az n x k-as AT mdtrix, melynek /f-ik
eleme megegyezik A ji-ik elemével.

A és AT determindns rangja megegyezik.

Tétel

Egy mdtrix oszloprangja, sorrangja és
determindnsrang ja megegyezik.

Ezt a kozos értéket nevezziik a mdtrix rangjdnak, jele
"A).

Bizonyitds

Legyen A sor-, oszlop- és determindnsrangja rendre
s(A), o(A), illetve d(A).

1. Elég beldtni, hogy o(A)=a(A) minden A mdtrixra,
Ugyanis s(A)=o(AT)=a(AT)=a(A) kévetkezik.

2. Az oszlop- és determindnsrangra beldt juk, hogy elemi
sorekvivalens dtalakitdsok sordn nem vdltoznak, valamint
hogy a kapott RLA-ban mindket13 a vezéregyesek szdma.

3. Legyenek az A mdtrix oszlopvektorai a,,a;,...,a,. Ekkor
@i1.9;3.....a,. pontosan akkor linedrisan fiiggetlenek, ha az
X, +X,0 7+, +X,0,.=0 homogén linedris
egyenletrendszernek csak trividlis megolddsa van. Ez
elemi sorekvivalens dtalakitdsokkal nem vdltozik.

4. Determindnsrangra elég latni, hogy nem né elemi
sorekvivalens dtalakitdskor. Ugyanis ha A-bél B-et
kaptuk, akkor B-bdl A az dtalakitds inverzével kaphatd.
Ekozben o(A)>d(B) = o(A).

Azaz, elég |dtni, hogy ha A-ban minden A x A-as
aldetermindns O, akkor B-ben is.

M1: Egy sor nemnulla skaldrral valé szorzdsa. Ha a B-beli
aldetermindns tartalmazza ezt a sort, akkor az értéke a
skaldrszorosa egy A-belinek, ami O. Ha pedig nem
tartalmazza, akkor megegyezik egy A-beli
aldetermindnssal, tehdt 0.

M3: Két sort felcseréliink. Ekkor minden B-beli
aldetermindns valamely

M4: Csupa O sort elhagyunk A-belivel egyezik meg.

M2: Valamelyik sorhoz egy mdsik skaldrszorosdt
hozzdadjuk. Legyen D a B egy 4 x h-as aldetermindnsa.

+ Ha D-ben nem szerepel a megvdltoztatott sor, akkor
megegyezik A egy aldetermindnsdval, azaz O.

* Ha D-ben szerepel a megvdltoztatott sor, meg az is,
amelynek a skaldrszorosdat hozzdadtuk, akkor A egy
aldetermindnsdbél annak egy sordnak skaldrszorosdt egy
mdsik sordhoz adva kaptuk, azaz az értéke ugyanaz, O.

+ A megvdltoztatott sor szerepel D-ben, de aminek
skaldrszorosdt hozzdadtuk, nem. A kényelem kedvéért:
az 1. sor A-szorosdt adtuk a 3. sorhoz, D az 1,2,...A4
oszlopok és a 2.3, A+l sorok metszete
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Itt D, az A mdtrix egy A-rendi aldetermindnsa, azaz O.
D, pedig sorcserékkel alakithaté azzd, azaz szintén O.

5. Tekintsiik az A mdtrix RLA-jat, amelyben r darab
vezéregyes van. Azonosan nulla sorok torlése utdn a
sorok szdma is r.

Tehdt sem az oszloprang, sem a determindnsrang nem
lehet r-nél t6bb.

A vezéregyest tartalmazé oszlopok az r x r-es
egységmdtrixot alkotjdk, melynek oszlopai linedrisan
fliggetlenek és a determindnsa 1. Tehdt mindkét rang
tényleg r.

Tétel

Az Ax=b egyenletrendszer akkor és csak akkor oldhaté
meg, ha (A)=r(A|b), azaz az egyiitthatémdtrix rangja
megegyezik a kibdvitett mdtrix rangjdval. A megoldds
akkor és csak akkor egyértelm(, ha a (k6zds) rang
megegyezik az ismeretlenek szdmdval.

Bizonyitds

Az egyenletrendszert xa+xa,+..+ x,8,=b alakban irjuk.
I. Legyen eldszér r(A)=r(Alb), és legyen a,,0,,...a, r~
elem(i fiiggetlen rendszer. Az g,,0,,....a.,b rendszer
linedrisan 6sszefiiggér(A|b)=r miatt. Ekkor b
kifejezhetd az g,,a;,....a. vektorok linedris
kombindcidjaként. A tGbbi oszlopvektort O
egyiitthatéval hozzdvessziik.

IT. Ha az egyenletrendszer megoldhatd, akkor vannak
a,,05,...,0, szdmok, hogy b az g; oszlopvektorok linedris
kombindcidja

b=a,a/+0,a,+... 0, G, ™
Legyen r{A)=r. Tekintsiik A|b r+1 oszlopvektordt.

(i) Ha ezek kazt b nem szerepel, akkor /{A)=r miatt
linedrisan 6sszefiiggdek.

(i) Ha az r+1 vektor kéziil az rdarab A-beli 6sszefiigg,
akkor az r+1 vektor is.

(iii) Ha az rdarab A-beli linedrisan fiiggetlen, mondjuk
a,.8,.....8,, akkor barmelyik mdsik g; kifejezheté a
linedris kombindcidjukként. Ezeket a kifejezéseket
(*)-ba behelyettesitve kapjuk, hogy b is elddll g,,a,,....a,
linedris kombindcidjaként, azaz az r+1 vektor linedrisan

Gsszefiigg. Tehdt
r=r(A)<rHA|b) <r

III. Megoldds pontosan akkor egyértelm, ha b
egyértelmien dll el6 A oszlopvektorainak linedris
kombindcidjaként. = Az A oszlopvektorai linedrisan
fiiggetlenek, azaz r(A)=o0szlopok szdma=ismeretlenek
szdma

Példa

Egy k& x nes A mdtrix rangja 1 akkor és csak akkor, ha
egy nem nulla oszlopvektor (k x I-es mdtrix) és egy nem
nulla sorvektor (I x n)-es mdtrix szorzata.

Tegyiik fel, hogy r{A)=1. Ekkor az oszlopvektorai kéziil
bdrmely ketté osszefiigg, azaz a;=a,g, (feltehet ik, hogy
a; nem 0). Tehdt

g=H
A:Easzlgiﬂl a, a, - o)
i
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Legyen A=u-v' egy oszlop és egy sorvektor szorzata.
Ekkor akdrmelyik oszlopvektora az u egy skaldrszorosa,
azaz egymdssal 6sszefiiggdek.

Madtrix inverze

Kozaonséges szdmok esetén az ax=b egyenletet 1/a-val
valé beszorzdssal oldjuk meg.

Lehet-e hasonlét tenni az Ax=b egyenlettel is?
1/aa szorzdsra vonatkozé inverze a-nak: a(1/a)=(1/a)a=1.
1/a=al

Analdgia: AA-'=A-'A=E az egységmadtrix. Ha mindkét
szorzds értelmes, akkor A sziikségképpen négyzetes.
Tehdt innentdl egy darabig minden matrixrdl feltessziik,

hogy négyzetes.

Definicié

B az A mdtrix balinverze, ha BA=E.

J az A mdtrix jobbinverze, ha AJ=E.

K az A mdtrix inverze, ha AK=KA=E, azaz ha bal- és
jobbinverz is.

Allitds

Ha az A mdtrixnak létezik balinverze és jobbinverze is,
akkor ezek egyenlGek.

Bizonyitds

Legyen B balinverz, J jobbinverz. Ekkor
(BA)J=EJ=7J, valamint (BA)T=B(AJ)=BE=B.

AA=AA=(detA) E=

Tétel
I. Ha detAz0, akkor A-nak létezik kétoldali inverze.

IT. Ha A-nak |étezik bal- vagy jobbinverze, akkor

detAz0.
Kdvetkezmény

Az egyik oldali inverz |étezése maga utdn vonja a mdsik
oldali létezését, és a két inverz egyenld.

Bizonyitds(a tételé)

I. Legyen A az a mdtrix, amelyik ~ik sora és ik eleme
Aj_az a; elemhez tartoz6 elgjeles aldetermindns. Ekkor

e 7] et 0 - 0
[Nen 4] 00 detA -~ O

Jo 0 . de

u O - a1nH 1 Ay o A..1E
Oy - Oy 2 Ap o Apl
. . . . . . : [

o Qng oo annﬁ ﬁqln AZn Ann E

Az AA métrix I-ik sordnak f-ik eleme az A mdtrix ik
sordnak és az A mdtrix j-ik oszlopdnak szorzata:
ailAj1+ai2Aj2+...+ai,,Aj,,

ami /= jesetén a Kifejtési Tétel szerint pont detA, 7/
esetén pedig a Ferde Kifejtési Tétel szerint O.

Az AA szorzat hasonlé, a Kifejtési Tételt oszlopokra
kell haszndlni. Jeldlje A-! az A mdtrix kétoldali
inverzét. Azt kaptuk 1 -

A= A

" detA

IT bizonyitdsdhoz haszndljuk a Determindnsok
Szorzattételét:

Tétel (Determindnsok Szorzattétele)
det(AB)=detA-detB

Bizonyitds

Igazdn csak ellendrizni kell, hogy az egyenléség két

oldaldn milyen 6sszegek szorzatai dllnak, és azok hogyan
fejthetdk ki a disztributivitdsi szabdlyok alapjdn.
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Mivel tudjuk, hogyan kell egy szorzat eléjelét felirni, ha nem a
sorok szerint rendezve irjuk. Ez utdbbi Gsszeg pedig
megegyezik a baloldal nem nulla részével.

Itt w az a permutdcié,amelyik ~hez T(u())-t rendeli.

Ezek utdn, ha egy A mdtrixnak van balinverze (jobbinverze) B
(J). akkor 1=detE=det(BA)-detBdetA, azaz egyik determindns
sem lehet 0.

Reguldris és szinguldris matrixok

Definicié
Egy négyzetes matrixot szinguldrisnak neveziink, ha a
determindnsa O, egyébként reguldris.

Tétel (6sszefoglald)

Az aldbbiak ekvivalensek:

3 detA nem nulla

©8 A-nak |étezik kétoldali inverze
o3 A-nak |étezik jobbinverze

©8 A-nak |étezik balinverze

3 az Ax=0 homogén linedris egyenletrendszernek csak
trividlis megolddsa van

«3 van olyan b(0 77), melyre az Ax=b
egyenletrendszernek pontosan egy megolddsa van

3 bdrmely b(0 7%),-re az Ax=b egyenletrendszernek
pontosan egy megolddsa van

8 r{A)=n
3 A oszlopai linedrisan fiiggetlenek
3 A sorai linedrisan fiiggetlenek.

Az A jobbinverze az AX=E mdtrixegyenlet
megolddsa.Legyenek X oszlopai x;.x;,....X, az E oszlopai
e.e...8

=n:

AX=E - Ax;=e; minden /-re, Azaz A-! meghatdrozdshoz
ezt az negyenletrendszert kell megoldani.

Ha detA nem O, akkor mindegyik egyenletrendszer
egyértelmiien megoldhatd, azaz van inverz.

Ha detA=0, akkor legaldbb az egyik Ax=¢;
egyenletrendszer nem oldhaté meg. Ugyanis a Gauss
elimindciéval kapott RLA determindnsa is 0, azaz van
csupa O sora. Ekkor van b, hogy az Ax=b nem oldhaté
meg. Viszont ha minden Ax=e; megoldhaté lenne, akkor a
megolddsaikbdl . kikombindlhaté"lenne az Ax=b
megolddsa is.

Madtrix inverz szdmitdsa
gyakorlatban

Az Axi=e;,AX,=e,,... AX,=e, egyenletrendszerek
egyszerre kezelhetdek.

fr‘juk le A-t,majd a vonal mellé e, .e,,... e,-et, azaz E-t:
A|E. Gauss elimindciét alkalmazunk.

Ha detA=0, akkor az A-bdl kapott RLA az egységmdtrix,
és akkora jobboldalakbdl pont A-! lesz.

Ha viszont detA=0, akkor az RLA utolsé sora csupa O, és
ez valamelyik egyenletrendszernél tilos sort ad, azaz
nincs inverz,

Azt hogy detA=0, vagy nem, nem kellett kiszdmolni eldre,
a Gauss elimindciébdl kideriilt




Tétel

Az A0 77*7 matrix mellé irjuk le az nx n-es E
egységmdtrixot: A|E. A-nak akkor és csak akkor |étezik
inverze, ha A|E-bél Gauss elimindcidval E|B alakd
mdtrixhoz jutunk, és ekkor A-1=B.
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