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Euler- és Hamilton korok

Melyik rajzolhaté le egy vonallal a ceruza felemelése nélkul?

AN

A szemétgy(ijto (kukas) auténak a korzete minden utcajan végig kell mennie. Meg
tudja ugy tenni,hogy minden utcan pontosan egyszer megy végig?



Konigsbergi hidak

Eulertol megkérdezték Konigsberg lakdi, hogy miért nem tudnak atmenni a
varos hidjain dgy, hogy mindegyiken pontosan egyszer mentek at:




Euler-kor, Euler-ut

1. Definicio. A G grdf Euler-korének nevezunk eqy zdrt élsorozatot, ha az
élsorozat pontosan egyszer tartalmazza G o0sszes élét. Ha az élsorozat nem
feltétlenul zart, akkor Euler-utat kapunk.

e Euler-kor = Euler-0t.

e Euler-kor nem igazi kor a grafban, Euler-it nem igazi it,hanem zart (nyilt) séta.



Euler-kor

Sziikséges feltétel: Euler-kor esetén minden pontba pont ugyanannyiszor megytink
be mint ki.—=- minden pont foka paros.

2. Tétel. Eqgy osszefiiggo G grdafban akkor és csak akkor van Euler-kor, ha G
minden pontjanak fokszama pdros.

B1zONYITAS Sziikségességet lattuk. A masik irdnyt G pontszamara valé indukcidval
bizonyitjuk.

e indukcids feltétel Tegyuk fel, hogy minden k < m-re igaz az dllitas, és legyen G
egy n pontu graf.



e |étezik zart élsorozat Induljunk el a graf egy tetszoleges pontjabdl, és haladjunk
az élek mentén udgy, hogy egy élen kétszer nem megyunk at. Ha egy olyan
pontba érunk, amelybdl nem vezet ki olyan él, amelyen még nem haladtunk at,
akkor ez csak a kiinduld pont lehet, mivel minden pont foka paros.

e indirekt feltevés Legyen a H egy olyan zart élsorozata G-nek, amelyben az
eloforduld élek szama maximalis. Mivel a kiindulépontbdl mar nem tudtunk
tovabb menni, az ebbdl a pontbdl kiindulé minden él H-beli. Indirekt tegyuk
fel, hogy H nem egy Euler-kore G-nek.

e indirekt feltevés kovetkezménye Vizsgaljuk a G’ grafot, amelyet gy kaptunk,
hogy a G grafbdl elhagytuk a H-ban szerepld éleket. G’ nem feltétleniil
osszefuggd, viszont osszesen m-nél kevesebb pontja van, hiszen a kiindulépont
nincs benne.



e idukcios feltétel hasznalata Az indukcids feltevés miatt minden komponensében
van Euler-kor. Mivel G 0Osszefliggd, G’ valamelyik komponensének van olyan
pontja, amelyik H-ban szerepel. Nevezzuk az ebben a komponensben taldlhato

Euler-kort H’-nek.

e cllentmondds Ha elindulunk az elobb taldlt kozos pontbdl, és eloszor bejarjuk
H-t majd H’-t, akkor egy H élszamanal nagyobb élszamui zart élsorozatot
taldltunk, ami ellentmond a feltevésunknek. Vagyis H Euler-kor.



Euler-at

3. Tétel. Eqgy osszefiiggo G grdafban akkor és csak akkor van Euler-iut, ha G-ben
a pdratlan foku pontok szama 0 vagy 2.

B1zONYITAS Sziikségesség: A 2. tétel bizonyitasihoz hasonléan belathatd.

Elégségesség:
e (O paratlan foku pont A 2. tétel

e 2 paratlan fokl pont kossiik Ossze ezeket egy uUjabb e éllel. A keletkezé6 G’
grafban minden pont foka paros lesz, igy a 2. tétel értelmében van benne
Euler-kor, ami definicié szerint tartalmazza az e élet is. Hagyjuk el ebbdl az
Euler-korbdl az e élet, igy egy Euler-utat kaptunk G-ben.



Utazé Ugynok Probléma

Egy tigynoknek meg kell latogatnia bizonyos varosokat ttja soran (és végul haza
kell térnie). Adott:

e mely varosokbdl mely masik varosokba van jarat(kozvetlen (t)
e milyen koltséggel tud eljutni egyik varosbdl masikba (repiiléjegy, autdit ara).

Cél: az utak osszkoltségét minimalizalni. Ez a feladat sok alkalmazas soran

felmerul, és csak bizonyos specidlis esetekben ismeretesek j6 algoritmusok a meg-
oldasara.

Ha barmely két varos kozt, melyek kozott van oOsszekottetés az 1 koltségii, és

az ugynoknek minden varost meg kell ldtogatnia, akkor a feladat a Hamilton-kor
|étezésére vezet.



Hamilton Kor

4. Definicié. Egy G grdfban Hamilton-kornek nevezunk eqy H kort, ha G min-
den pontjdt (pontosan egyszer) tartalmazza. Egy utat pedig Hamilton-ttnak ne-
veztink, ha G minden pontjdt pontosan eqyszer tartalmazza.

Hamilton-kor és a Hamilton-ut egy specidlis kor, illetve Gt a grafban, ellentétben
az Euler-korrel és -attal.

A 2.Tétellel ellentétben nem ismeretes szukséges és elégséges feltétel Hamilton-kor
|étezésére.
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Szukséges feltétel Hamilton-kor létezésére
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5. Tétel. Ha a G grdafban létezik k olyan pont, amelyeket elhagyva a graf tobb
mint k komponensre esik, akkor nem létezik a grafban Hamilton-kor. Ha létezik

k olyan pont, amelyeket elhagyva a grdaf tobb mint k + 1 komponensre esik,
akkor nem létezik a grafban Hamalton-t.
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BizoNYITAS Indirekt tegyik fel, hogy
van a grafban Hamilton-kor, legyen ez
(v1,V2,...,Vy) és legyen v;,Viyy..., Vi,
az a k pont, melyet elhagyva a graf
tobb mint k komponensre esik.Az el-
hagyott pontok kozotti ,,ivek” biztosan
osszefuggd komponenseket alkotnak. PIl. a
(Viy+1s Vig42s e+« s Vij,—1) IV is 0Osszefliggd
lesz, hiszen két szomszédos pontja kozott az
eredeti Hamilton-kor egy éle fut. Mivel éppen
k ilyen ivet kapunk, nem lehet tobb kompo-
nens k-nal. (Kevesebb lehet, hiszen kiilonbozé
ivek kozott futhatnak élek.)Hamilton-itra ha-
sonldéan bizonyithatd.
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Szukséges feltétel nem elégséges

Legyen G a Petersen-graf. Teljesiti a szukséges
feltételt: Ha elhagyunk n = k4 b pontot, k a kulsd,b
a belso korbol, akkor a kulso kor k a belso b ivdarabra
bomlik Azaz GG legfeljebb n = k + b komponensre.
G-ben nincs Hamilton-kor: Ha lenne, az 10 élet jelen-
tene, minden pontba 2 futna be. Szinezzuk ki a H-kor
éleit felvaltva pirossal és kekkel. Ekkor minden pontbdl
pontosan egy kiinduld él nincs még szinezve: fessuk
zoldre. Tehat, ha van H-kor,akkor az zélek szinezhetdok
3 szinnel, hogy minden pontba 3 kulonbozd szini él
fut be. A kulsé otszog ot élét [ényegileg egyféleképpen
lehet 3-szinezni (eltekintve a szinek permutacidjatdl) 2
kék, 2 piros, 1 zold.Ez meghatdrozza az ,,0sszekotd"
élek szinét. Viszont ekkor a két szagattottal jelolt élnek
pirosnak kéne lennie, ellentmond3s.
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Elégséges feltételek

A K, teljes grafnak nyilvdn van H-kore. Altaldban ha ,,sok” él van, akkor
varhatdé a H-kor létezése. Sok élet garantdlhatunk ,,nagy” fokszamokkal.

Ha a pontok fokszama < %, ak-
kor a graf még nem feltétlenul
osszefuggd: két diszjunkt m-
pontu teljes graf unidja 2n-pontu
graf, minden pont foka n — 1.
6. Tétel (Dirac). Hao egy mn
pontu G grafban minden pont
foka legaldabb m /2, akkor a
grafban létezik Hamalton—kor.
Ez a korlat lehetolegjobb
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Tovabbi elégséges feltételek

Ha nem uniform fokszam korlatot adunk meg, akkor tobb is mondhaté.

7. Tétel (Ore). Ha az n pontiu G grdfban minden olyan x,y € V(GQ)
pontpdrra, amelyre {x,y} & E(G)! teljesiil az is, hogy d(x) + d(y) > n,
akkor a grdfban van Hamailton-kor.

Ore a szomszédos pontparok fokszdmainak osszegérdl nem mond semmit.

8. Allitas. Ore —> Dirac.

B1zoNYITAS Ha Dirac feltétele teljesiil,azaz ha minden pont foka legaldbb n /2,
akkor teljesiil az Ore-tétel feltétele, mivel barmely x, y pontparra d(x)+d(y) > n.

1Sajtéhiba az dj jegyzetben!!
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Pdsa és Chvatal tételei

9. Tétel (Pésa). Jeloljik G pontjai fokszdmdt nagysdg szerint rendre dy <
dy < ... < dp-nel. Ha minden k < n/2-re dp, > k + 1, akkor G-ben
van Hamilton-kor.

A kis fokszami pontok foka ,,nem nagyon kicsi".

10. Allitas. Pésa =—> Ore.

B1zoNYITAS Tegyiik fel indirekt, hogy G olyan graf, melyre az Ore-feltétel teljesiil,
de aPésa-féle nem. Van k < %, hogy dp < k. di < di < 3 ezért az elsd
k csics kozulbarmely kettd fokszamosszege kisebb, mint m. Ore-feltétel alapjan
ezek paronként ossze vannak kotve. Ez kK — 1 szomszédot jelent mindegyiknek. A
fokszdmuk azonban legfeljebb k, igy a maradék n — k csicsbdl legfeljebb eggyel
lehetnek osszekortve. De n — k > k, azaz a maradék n — k csics kozott lesz

olyan, amelyik az elsdé k kozulo eggyel sincs osszekotve. Ennek fokszdma tehdt
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legfeljebb n — kK — 1. Azaz, ezen cslics és az els6 k kozul barmelyik fokszdm
osszege legfeljebb n — k — 1 + k = n — 1, ugyanakkor nincsenek osszekotve, ami
ellentmond az Ore-feltételnek.

11. Tétel (Chvatal). Jeloljik G pontjai fokszamdt nagysdg szerint rendre dy <
dy, <...<d,-nel.

1. Ha minden k-ra, amelyre dp, < k < m/2, teljesiil, hogy dp_r > n — k,
akkor a grdafban van Hamailton-kor.

2. Hody < ds < ... < d, pozitiv egészekre a fenti feltétel nem teljestil, akkor
van olyan Hamilton-kort nem tartalmazo graf, melynek d; < ds, < ... < d/,
fokszdmaira Vi: d) > d;.

12. Allitas. Chvdtal =—> Pésa.
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