Bevezetés a Szamitaselm életbe Il. 6. el bad as

Sali Attila
Budapest Mlszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem
Szamitastudomanyi Tsz.
l. B. 137/b
salil@cs.bme.hu

2002 marcius 19.



A kritikus it m oOdszere (PERT-m odszer)



A kritikus it m oOdszere (PERT-m odszer)

Az ,.emeletekre bontas” fontos alkalmazasa az tgynevezett PERT-modszer.



A kritikus it m oOdszere (PERT-m odszer)

Az ,.emeletekre bontas” fontos alkalmazasa az tgynevezett PERT-modszer.
Az elnevezés az angol ,,Program Evaluation and Review Technique” roviditésébdl
szarmazik.



A kritikus it m oOdszere (PERT-m odszer)

Az ,.emeletekre bontas” fontos alkalmazasa az tgynevezett PERT-modszer.
Az elnevezés az angol ,,Program Evaluation and Review Technique” roviditésébadl
szarmazik.

Tegyuk fel, hogy egy 0Osszetett feladatot tobb alvallalkozoval kell elvégeztetni. Az
egyes részfeladatok nem végezhetbek el egymastol fuggetlentl: pl. egy hazépités
soran a kdmlvesmunkak nyilvan megeldzik a festési munkakat.



A kritikus it m oOdszere (PERT-m odszer)

Az ,.emeletekre bontas” fontos alkalmazasa az tgynevezett PERT-modszer.
Az elnevezés az angol ,,Program Evaluation and Review Technique” roviditésébadl
szarmazik.

Tegyuk fel, hogy egy 0Osszetett feladatot tobb alvallalkozoval kell elvégeztetni. Az
egyes részfeladatok nem végezhetbek el egymastol fuggetlentl: pl. egy hazépités
soran a kdmivesmunkak nyilvan megel6zik a festési munkakat.A helyzetet egy G graffal
szemléltethetjik, melynek pontjai a részfeladatok, és egy | hosszlsagu (X,y) iranyitott
el azt fejezi ki, hogy az y részfeladat nem kezdheto el korabban, mint az X kezdése
utan | idével.



A kritikus it m oOdszere (PERT-m odszer)

Az ,.emeletekre bontas” fontos alkalmazasa az tgynevezett PERT-modszer.
Az elnevezés az angol ,,Program Evaluation and Review Technique” roviditésébadl
szarmazik.

Tegyuk fel, hogy egy 0Osszetett feladatot tobb alvallalkozoval kell elvégeztetni. Az
egyes részfeladatok nem végezhetoek el egymastol fliggetlendl: pl. egy hazépités
soran a kdmivesmunkak nyilvan megel6zik a festési munkakat.A helyzetet egy G graffal
szemléltethetjik, melynek pontjai a részfeladatok, és egy | hosszlsagu (X,y) iranyitott
el azt fejezi ki, hogy az y részfeladat nem kezdheto el korabban, mint az X kezdése
utan | idével. | = Ois lehetséges: X és Y ilyenkor kezdhet6 egyszerre, vagy Yy késébben.
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A leghosszabb Ut meghatarozasa — ellentétben a legrovidebb Gtéval (lasd Algorit-
muselmélet) — altalaban nem végezheto el polinom idoben. Ebben a specialis esetben
azeért tudtunk gyors algoritmust adni, mert G-ben nincsenek iranyitott korok.
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Példaul egy cslcsrol elddnteni hogy nyeld, szomszédossagi matrix esetén annak
egy teljes oszlopat (|v|) adatot kell kiolvasni.
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14
14
1235
, ° °
3 4 5
2 1 13 2 14 45 3 44 1 2 6 3 11

4 12 5 7 10 8 % x x 9 x x

Most is a v hossz( tomb i-ik eleme mutatja meg, hogy hol kezdjik el az i-ik pont
szomszédainak kiolvasasat az els6 2e hosszl tombbdél. Azt azonban az alatta 1évo
szam (tehat a masodik 2e hossz( tomb megfelel6 eleme) mutatja meg, hogy hol foly-
tassuk az olvasast, illetve egy specialis x szimbolum jelzi, hogy vége van a listanak.

10



234
14
14
1235

{1,4} él elnagyasa utan:

1 2

®
o o
3 4 5



1 2
234 o
14
14
1235
® ®
4 3 4 5
{1,4} él elnagyasa utan:
2 1 1 3 2 1 4 45 3 4 4 1 2 65 11
4 12 x x 10 8 *x x *x 9 x x



1 2
234 o
14
14
1235
® ®
4 3 4 5
{1,4} él elnagyasa utan:
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{2,5} él bevétele utan:
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1 2
®
o o
3 4 5
2 1 4 4 5 3 4 4 1 2 65 11
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4 4 5 3 4 45 2 1 2 6 3 11
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1. tablazat. Tarigény és a kulonféle grafelméleti mdveletek idoigénye, ha a
grafot szomszédossagi matrixszal (A), szomszédossagi tombbel (B), rendezett
szomszédossagi tombbel (C) vagy lancolt szomszédossagi listaval (D) adjuk meg.

A B C D
Tarigény Ve | 2e+Vv | 2e+v | 4de+4v
Két pont || 1 d logd d
szomszédossaganak
eldontése
Pont  szomszédainak || Vv d d d
megjeldlése
Minden él megjeldlése V2 e e e
Uj él hozzavétele 1 e e 1
Régi él elvétele 1 e e d
Régi pont elvétele Vv e e min(e, d*)

jelolések: v pontszam, € élszam, d maximalis fokszam
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Mantel t étele
Legfeljebb hany éle lehet egy n-cslcsU egyszerl grafnak, ha nem tartalmaz
haromszoget?

1. Tétel. Ha egy n-csUcsu egyszer( graf nem tartalmaz haromszdget, akkor éleinek

szama legfeljebb [5] - |3].

BizoNYiTAS Ha G nem tartalmaz haromszoget, akkor
a(G) > A(G).
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igaz. Gallai tétele szerint a(G) +1(G) = |[V(G)| = n.
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[E(G) <1(G)-A(G) <1(G)-a(G) = (n—a(G))-a(G) < |
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Mantel t étele

Legfeljebb hany éle lehet egy n-cslcsU egyszerl grafnak, ha nem tartalmaz

haromszoget?

1. Tétel. Ha egy n-csUcsu egyszer( graf nem tartalmaz haromszdget, akkor éleinek

szama legfeljebb [5] - |3].

BizoNYiTAS Ha G nem tartalmaz haromszoget, akkor
a(G) > A(G). Ugyanakkor |[E(G) < 1(G) - A(G) mindig
igaz. Gallai tétele szerint a(G) +1(G) = |[V(G)| = n.
Osszerakva:

E(G)<1(G)-A(G) <1(G)-a(G) = (n—a(B))-a(G) < [F]-[5).

A K(%},L*—Z‘ | telies paros graf mutatja, hogy a tétel allitasa
eles. Azt, hogy ez az egyetlen ilyen graf, altalanosabban
bizonyitjuk.
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Turan gr afok

2. Definici 6. Definialjuk a T,,m (0 > m) grafot a
kovetkezOképpen. Osszuk el maradékosan n-et m-
mel, azaz legyen n=gm+1r, ahol 0 <r <m. A graf n
pontjat osszuk m osztalyra, r osztaly alljon g+ 1 pontbdl,
a tobbi m—r pedig q pontbdl. A grafban két pont akkor és
csak akkor legyen 6sszekotve, ha kilonb6z6 osztalyban
vannak. mrosztaly( grafnak nevezink egy grafot, ha a pon-
tjai mosztalyba oszthatok (gy, hogy az egy osztalyban levo
pontok kdzott nem fut él. T, n-et masképpen m-osztalyd
teljes grafnak nevezzik.
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2. Definici 6. Definialjuk a T,,m (0 > m) grafot a
kovetkezOképpen. Osszuk el maradékosan n-et m-
mel, azaz legyen n=gm+1r, ahol 0 <r <m. A graf n
pontjat osszuk m osztalyra, r osztaly alljon g+ 1 pontbdl,
a tobbi m—r pedig q pontbdl. A grafban két pont akkor és
csak akkor legyen 6sszekotve, ha kilonb6z6 osztalyban
vannak. mrosztaly( grafnak nevezink egy grafot, ha a pon-
tjai mosztalyba oszthatok (gy, hogy az egy osztalyban levo
pontok kdzott nem fut él. T, n-et masképpen m-osztalyd
teljes grafnak nevezzik.

3. Tétel. Ha egy n ponta G graf nem tartalmaz Ky, 1-€t,

akkor
e(G) < e(Thm).

Ha pedig €(G) = €(Thm), akkor G = Ty m.
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. Az mrosztalya grafok koézul Tp m-nek van a legtobb éle. Tegytik fel, hogy az a G graf,
amelyiknek a legtobb éle van, nem a Tnm graf. Ebben a grafban kell, hogy legyen
két olyan osztaly, hogy az egyikben X pont van, a masikban legalabb X+ 2. Ha a
nagyobbdl a kisebbe attesziink egy pontot, akkor legfeljebb X él sz(inik meg, viszont
legalabb X+ 1 (j élet hGzunk be. Vagyis noveltik az élszamot, ez pedig ellentmond
a feltevésiinknek.

. Ha G egy Ky 1-et nem tartalmaz6 n-ponta graf, akkor ugyanazon a ponthalmazon
konstrualhato egy olyan m osztalya teljes H graf, melyben minden pont fokszama
legalabb akkora mint G-ben, vagyis minden ve V(G) =V (H)-ra dg(v) < dy(V).

. Mmre valo teljes indukcioval bizonyitunk. m= 1-re az allitas trivialis.

. Legyen X olyan pont, hogy dg(X) = Ag. Legyen Vi = {ul{u,x} € E(G)}, vagyis X
szomszédainak halmaza, V, pedig a tobbi pont, vagyis Vo =V (G) —Vy lgy persze X €
V,. G1 legyen G-nek a V; altal feszitett részgrafja. Nyilvan Gi-ben nincs Ky, hiszen
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do, (V) < by (V).
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. H graf a kovetkezd: Vegyiuk a V; ponthalmazon a Hy grafot, majd V; minden pontjat
kosslik 6ssze Vo minden pontjaval, viszont hagyjunk el minden két V,-beli pon-
tot 0sszekotd élet. Nyilvanvald, hogy ez a H graf m osztalya.
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kosslik 6ssze Vo minden pontjaval, viszont hagyjunk el minden két V,-beli pon-
tot 0sszekotd élet. Nyilvanvald, hogy ez a H graf m osztaly(. Ha v € Vs, akkor
dy(v) = |[V1i| = Ag, a definicidink szerint viszont dg(V) < Ag. Ha v € Vi, akkor
O (V) = i, (V) + V2| 2 de, (V) + V2| = dg(V).



ez x-szel egyiitt G-ben K,.1-et alkotna. Igy alkalmazhatjuk az indukcios feltevést
Gi-re. Tehat van olyan telies m— 1-osztalyd H; graf, hogy minden v € V(G;)-re
do, (V) < by (V).

. H graf a kovetkezd: Vegyiuk a V; ponthalmazon a Hy grafot, majd V; minden pontjat
kosslik 6ssze Vo minden pontjaval, viszont hagyjunk el minden két V,-beli pon-
tot 0sszekotd élet. Nyilvanvald, hogy ez a H graf m osztaly(. Ha v € Vs, akkor
dy(v) = |[V1i| = Ag, a definicidink szerint viszont dg(V) < Ag. Ha v € Vi, akkor
O (V) = i, (V) + V2| 2 de, (V) + V2| = dg(V).

. lgy ha egy G grafban nincs K1, de nem izomorf Thm-mel, akkor konstrualtunk
egy hala nagyobb élszamlO mosztalyl teljes grafot (ugyanis ekkor valamelyik
egyenlotlenség biztosan nem egyenldség), ennek az élszama pedig nem nagyobb
Thm élszamanal. Egyben belattuk az allitas masodik részét is.
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Két erdekes t étel
4. Tétel (Erd 6s—Stone). Ha
&(G) > e(Tom) +&r’,

akkor G-ben nemcsak hogy van legalabb egy K, 1, hanem létezik olyan c(g,m) kon-
stans is, hogy G-ben van olyan teljes m+ 1l-osztalyl részgraf, amelyben az osztalyok
pontszama legalabb clogn.



Két érdekes t étel

4. Tétel (Erd 6s—Stone). Ha
&(G) > e(Tom) +&r’,

akkor G-ben nemcsak hogy van legalabb egy K, 1, hanem létezik olyan c(g,m) kon-

stans is, hogy G-ben van olyan teljes m+ 1l-osztalyl részgraf, amelyben az osztalyok
pontszama legalabb clogn.

Azaz, ha csak kicsit nagyobb az éls(iriség, mint a Turan grafé, akkor mar rengeteg
Kms1 van a grafban.
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5. Tétel (Erd 6s—Simonovits). Ha Gp,Gy,..., Gk adott grafok, akkor létezik olyan
ex(n; Gy, Gy, ..., Gy) fuggvény, amelyre teljesul, hogy minden olyan G grafnak, amelyre
V(G) =nés e(G) > ex(n; Gy, Gy,...,Gk), van valamelyik G; graffal izomorf részgréafja.
Az exfluggvényre teljesil, hogy

eX(n;Gl,Gg,...,Gk):l_ 1
mini—1__kX(Gi) —1

(1)

lIm

0
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ex(n; Gy, Gy, ..., Gy) fuggvény, amelyre teljesul, hogy minden olyan G grafnak, amelyre
V(G) =nés e(G) > ex(n; Gy, Gy,...,Gk), van valamelyik G; graffal izomorf részgréafja.
Az exfluggvényre teljesil, hogy

eX(n;Gl,Gg,...,Gk):l_ 1
mini—1__kX(Gi) —1

lIm

0

(1)

Azaz a maximalis Gj-t nem tartalmazo graf éls(iriségének nagysagrendje G; kromatikus
szamatol fugg, ha az legalabb 3.



5. Tétel (Erd 6s—Simonovits). Ha Gp,Gy,..., Gk adott grafok, akkor létezik olyan
ex(n; Gy, Gy, ..., Gy) fuggvény, amelyre teljesul, hogy minden olyan G grafnak, amelyre
V(G) =nés e(G) > ex(n; Gy, Gy,...,Gk), van valamelyik G; graffal izomorf részgréafja.
Az exfluggvényre teljesil, hogy

ex(n; Gy, Gy, - .., Gi) 1

lim =1-— |
mini—1. kX(Gi) —1

0

(1)

Azaz a maximalis Gj-t nem tartalmazo graf éls(iriségének nagysagrendje G; kromatikus
szamatol fugg, ha az legalabb 3.

Ha valamelyik kizarando graf paros, akkor a fenti tétel nem hatarozza meg az élsdriség
nagysagrendjét.
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(2)



Thm élszama

i ()45 w002

k=1és G = Ky,1 esetén X(Kn1) = m+ 1, azaz ebben az esetben az Erdés-
Simonovits kovetkezik a Turanbal.
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