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Konig és Gallai tételei

1. Definicié. Jeloljik v(G)-vel a G grafban talalhato fuggetlen élek maximalis
szamat. X C V(G) egy lefogé ponthalmaz, ha G minden élének legalabb egyik
végpontjat tartalmazza. A lefogé pontok minimdlis szamat 1(G)-vel jeloljiik.
Y C E(G) lefogd élhalmaz, ha minden pontot lefog. A lefogd élek minimalis
szamat p(G) jeloli. X C V(G) figgetlen ponthalmaz, ha nincs benne két
szomszédos pont. A fiiggetlen pontok maximdlis szama o (G).
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Egyszeru becslések

2. Tétel. v(G) < 7(G) minden G gréfra.

Bi1zONYITAS Legyen M egy maximdlis méretii fuggetlen élhalmaz. M éleinek
lefogasdhoz mar v(G) = | M| pontra van sziikség, ezért 7(G) > |M| = v(G)

3. Tétel. a(G) < p(G) minden G grafra.

B1zONYITAS Legyen M egy maximalis méretli figgetlen ponthalmaz. M pont-
jainak lefogdsahoz mar a(G) = |M| élre van sziikség, ezért p(G) > |M| =
a(G)

Altaldban nem teljesul az egyenldség, példaul paratlan n-re K,, mindkét esetben
szigoru egyenlotlenséget ad.



4. Tétel (Gallai). 7(G) + a?év’?l tEtﬂf)i =

|V (G)| minden hurokmentes G grafra.
B1zONYITAS Egy X halmaz pontjai akkor és csak
akkor fiiggetlenek, ha a V(G) — X halmaz lefogé
ponthalmaz. — 7(G) < |V(G) — X| minden
X fluggetlen ponthalmazra.—=71(G) 4+ a(G) <
v(G).

Hasonléan a(G) > |V(G) — Y| minden Y
lefogd ponthalmazra.—=-7(G) + a(G) > v(G)




5. Tétel (Gallai). v(G) + p(G) = v(G) min-
den G grafra, amelyben nincs izolalt pont.
BizoNYITAs Egy v(G) elemii X fiiggetlen
élhalmaz lefog 2v(G) kilonbozé pontot. A
tobbi pont (mivel nincs koztiik izoldlt) lefoghaté
v(G) — 2v(GQ) éllel. = v(G) 4+ v(G) —
2v(G) = v(G) —v(G) = p(G).

Ha Y egy minimdlis lefogd élhalmaz, akkor
Y néhdny (mondjuk k darab) diszjunkt csil-
lag egyesitése. Ha Y tartalmazna kort, akkor
annak bdrmely élét, ha pedig 3 hosszil utat,
akkor annak kozépso élét el lehetne hagyni Y-
bdl. — p(G) = v(G) — k ( k komponensi
erdérdl van szd). Vegyunk ki minden csillaghdl
egy élet, a kapott élhalmaz fuggetlen. Tehat

v(G) > k = v(G) — p(G).
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Konig tétele

6. Tétel (Konig). Ha G = (A, B) paros graf, akkor v(G) = 7(G). Ha nincs
G-ben izoldlt pont, akkor a(G) = p(G) is teljesiil.

B1zoNYITAS v(G) = 7(G): Elég 7(G) < v(G)-t latni, mert a 2. Tétel szerint
7(G) 2 v(G).

a(G) = p(G): Gallai két tétele miatt v(G) + p(G) = 7(G) + a(G).



Legyen M pdérositds, ami nem novelhet6 javité uttal. U = A — X, legyen T"
azon B-beli pontok halmaza, amelyek elérhetok U-bdl alternald attal.

Alljon T a T’-beli pontok parjaibdl, T C X.
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N(T) = T’: Vilagos, hogy T" C N(T). {x,y} él, hogy x € T ésy & T".
Legyen P egy alternalé it u € U-bdl x’-be. Ekkor P nem megy at x-en(!).

P-t folytatva {x’, x}-szel majd {x,y}-nal egy alternilé utat kaptunk u-bdl
y & T'-be, ellentmondds.

Legyen Y = T’ U (X — T). Ennek a halmaznak éppen |M/| pontja van.
Ezek minden élet lefognak, mert T UU C A halmazra N(TUU) =T’ —
T(G) < M| < v(G).



Magyar modszer ujra
Az elbzb bizonyitas szerint a Magyar modszer valoban megtalal egy maximalis

parositast és ugyanakkor egy minimalis lefogé ponthalmazt egy tetszéleges G paros
grafban.
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Parositas tetszoleges grafban

7. Allitdas. Ha egy G grifbdl elhagyva az Y ponthalmazt |Y| < k pdratlan
pontszamu komponens keletkezik, akkor G-ben nincs teljes parositas.

BizONYITAS A pdratlan komponensekbdl a teljes parositdsban minimum egy él
kimegy és csak Y -ba futhatna be.
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Specialisan, ha Y = (), akkor G-nek csupa paros pontszamu komponense kell
legyen.



Tutte tétele
cp(H )-val jeloljik a H graf paratlan (vagyis paratlan sok pontot tartalmazd)

komponenseinek szamat.

8. Tétel (Tutte). Egy G grafban akkor és csak akkor létezik teljes pdrositds, ha
minden X C V(G)-re cp,(G — X)) < |X|, azaz akdarhogy hagyunk el a grafbol
néhany pontot, a maradékban a paratlan komponensek szama ennél tobb nem
lehet.

B1zoNYITAS Fakultativ, 1asd U] jegyzet.
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Tutte tétel egy alkalmazasa: Petersen tétele

9. Definicié. Egy graf 2-szeresen élosszefliggd, ha barhogy hagyunk el a grafbdl
2-nél kevesebb élet, a maradék graf osszefuggd.

10. Tétel (Petersen). Ha G 3-reguldris, 2-szeresen élosszefiiggsé graf, akkor
létezik benne teljes parositas.

Kedvencunk, a Petersen-graf ilyen!
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B1zONYITAS Legyen X C V(G) tetszdleges. Ekkor X és G — X egy paratlan
komponense kozt legaldbb 3 él fut:Pontosan kett6é ugyanis nem futhat (a paratlan
komponens minden pontjabdl 3 él indul ki, ez osszesen pdratlan, a komponensen
belul futd éleket kétszer kell levonni, igy paratlan szdm marad), ha viszont csak
egy futna, akkor ezt az élet elhagyva szétesne a graf, vagyis nem lenne 2-szeresen
élosszefuggo.

Jeloljuk t-vel az osszes olyan él szamat, amely az X halmaz és valamelyik
paratlan komponens kozott fut. Az el6bbiek szerint igy t > 3c,(G — X). Mivel
G 3-reguldris, t < 3|X|. Ezeket osszevetve kapjuk, hogy c,(G — X) < | X]|.
fgy pedig a Tutte—tételbdl kovetkezik az allitas.

>2 él
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Javito utak ujra
Egy pdratlan hosszu ut javito ut egy M parositasra nézve, ha minden masodik

éle M -beli, és els6 (és utolsé) éle nem M-beli.

11. Tétel (Berge). Akkor és csak akkor létezik G-ben javito ut egy M parositdsra
nézve, ha Ml nem maximalis élszamu parositas.

B1zONYITAS Ha van javité at, akkor M nyilvdn nem maximdlis, hiszen a javité Gt
mentén megcserélve az éleket, eggyel nagyobb parositashoz jutunk.
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Tegyuk fel, hogy nem létezik javitd at, de van egy
N parositds, hogy |IN| > |M|.

Feltehetjuk, hogy |IN| = | M| 4+ 1. Tekintsiik az
MAN=(MUN)— (MnN N) élhalmaz
altal meghatdrozott H részgrafot.

Ez csak izoldlt pontokbdl, paros korokbdl és
utakbdl dllhat. Mivel azonban |IN| = |M| + 1,
|E(H)| pératlan, igy H-ban kell lenni paratlan
utnak is.De |IN| > | M|, igy van olyan pdaratlan
Ut is amelynek elsd és utolsd éle IN-beli. Ez pedig
épp egy javito (t.
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