Sikbarajzolhatd grafok

Definicio

Egy G=(V,E) graf sikbarajzolhato, ha létezik egy olyan lerajzolasa
a sikba, ahol az élek nem metszik egymast. Azaz, léteznek olyan
injektiv F: V— 02és g :E- {egyszerii gbrbék [2-ben}
leképezések, melyekre igaz, hogy ha e={v,u}, akkor g(e) az {v)
és A v) pontokat 6sszekoté gorbe, valamint hae={v; v}, akkor
ge)nge)={Au),AN} n {Au'),Av)}

Hasonldan definaljuk a gémbre (vagy akarmilyen mas felliletre,
példaul térusz, Klein-palack, stb) rajzolhatd grafot, mindéssze az
[12-et kell kicserdlni a masik feliiletre.

Klein-palack

Torusz

= e

A sikbarajzolt graf a sikot tartomanyokra bontja.
Tétel

Egy graf pontosan akkor
sikbarajzolhaté, ha gémbre

rajzolhato.
Bels6 tartomany

13 él, 8 cslcs, 7 tartomany

% Kiilsé tartomany

Bizonyitas

Sztereografikus projekcid. A gémbét a sikra helyezziik, (déli
polus), majd az északi pdlusbdl egyeneseket hlizunk a graf
pontjaihoz (éleinek pontjaihoz), ezen egyeneseknek a gémbbel
levé masik metszéspontja lesz a vetitett képpont.

E

p




Eszaki pélus

Az eljaras megfordithatd, ha gombat a rarajzolt gréaffal egyiitt ugy
tessziik le a sikra, hogy a graf egyetlen pontja vagy éle se menjen
at az északi poluson. (annak a képe ugyanis a végtelnben lenne).

A gémbon a kiilsé és bels6 tartomany kozti kiilénbség eltlinik.
Aliitas

Egy sikbarajzolhatd graf barmely tartomanya lehet (egy masik)
sikbarajzolasnal kiilsé tartomany.

Bizonyitas

Tegyiik fel, hogy a G graf sikba van rajzolva, £ egy belsé
tartomanya. Helyezziik az S gémbot a sikra ugy, hogy a £ egy
belsé pontjdban érints a sikot. Vetitsiik "fel" a grafot
sztereografikus projekciéval. Ekkor a déli pélus esik £ gémbi
képébe. Forgassuk el a gémbdét Ugy, hogy az északi és déli pdlus
cserélddjon fel. Ekkor a sztereografikus sikra vetitésnél £ lesz a
kiils6 tartomany.

@ Euler-féle poliéder tétel
(Euler formula)

A japanok a Marson rizst termelnek a XXX. szdzadban. A
rizsfoldeket gatak veszik koriil, és a bolygd tobbi része egy nagy

viztdrozd. Ahol tébb (legalabb kettd) gét taldlkozik, ott gatér haz
van, melyben egy gator l. A viztarozé melletti egyik Grhazban

taldlhaté a FGgatér.

| Fégator |

Vetés utan a rizsfoldeket el
kell arasztani. Ezért a
gatérok egyesével
felnyitjak a gatakat, mindig
egy olyan gétat, melynek
egyik oldalan viz van, a
masik oldala meg még
szaraz.

Amikor minden rizsfold el lett drasztva, a gatérok a FGgat6r
tapsjelére

Megindulnak a FGgator felé a gatakon, a lehet6 legrévidebb Gton.

(Ut hoszza a gatszakaszok szama).

Ekkor minden felnyitatlan gatszakaszon pontosan egy gatdr indul
el.

A> 4B i ,
Legfeljebb egy, mert ha egy szakasz két
( 2 végpontjarol A és B egymas felé indulna el, akkor
nem lehetne mindkét Ut legrévidebb.
Legalabb egy, mert ha A és Begyike sem a
koztiik levé gaton indul, akkor valahol az
x  Utjuk egy X gét6r hazanal talalkozik. Az 4,
B, X dltal hatarolt foldek ép gatakkal teljesen
koriil vannak véve, azaz vagy 6k szarzak,
vagy a kiilsejiik.
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Azaz, ha ra rizsfoldek szama, g a gatérok szama, e a gatak
szama, akkor

r+g-l1=e.

|F69ét6r nem indul el

Ezzel belattuk Euler-formulat: Eqy 6sszefiigg6 sikbarajzolhatd
grafban ta tartomanyok, e az élek, 77 a cslicsok szama, akkor

n+t-2=e
w_
Euged

Rizsfoldek és
viztarozd

Tétel
Ha G egyszer(i, sikbarajzolhat graf, és n>2, akkor e < 3m6.
Bizonyitas

Mivel G egyszer(i, ezért minden tartomanyat legaldbb 3 él
hatarolja. Egy él legfeljebb 2 tartomanyhoz tartozik.

két tartomanyhoz tartozik |

| egy tartomanyhoz tartozik |

Szamoljuk meg a (;,e) parokat, ahol ¢ tartomany éle az ¢; él.
Legyen a szamuk 5.

Minden tartomanyt legalabb 3 él hatarol, tehat leglabb 3 parban
vesz részt, ezért 3t< b.

Minden él legfeljebb két tartomanyhoz tartozik, igy legfeljebb két
parban van benne, azaz b < 2e.

3t< b< 2e. Euler-formuldt beirva: 3(e-n+2) < 2e.

Tétel

Ha G egyszerii sikbarajzolhatd gréf, akkor a minimalis fokszama
legfeljebb 5, azaz

3= Xrgi(g)d(x) <5

Bizonyitds

Tegyiik fel ellenkezleg, hogy &> 6. A fokszamok Gsszege az élek
szamanak kétszerese, igy 6/<(fokszamok Gsszege) <2e.

Az el6z0 tételbdl viszont 2e < 6712, ellentmondas.

Allitas

Tegyiik fel, hogy egy sikbarajzolhatd grafban a minimalis fokszam
5. Ekkor legalabb 12 5-6d fok( pontja van.

Bizonyitas

Legyen az 6t6dfokl pontok szdma o. Ekkor a fokszémosszeg az
legaldbb 50 + 6(1+0), azaz 6rro0< 2e< 6+12.

Ez a korlat éles, az ikozaéder cstics-él grafjanak 12 cslicsa van,
melyek mindegyike 6todfoku.

Ikozaéder sikba rajzolva
(majdnem) egyenes vonalakkal




Kuratowski-tétel

K35 Ks

Kuratowski-grafok. K; ; harom haz-harom kit.

Kuratowski-tétel

K3 Ks

Kuratowski-grafok. K35 harom haz-harom kit.

Tétel

A Kuratowski-grafok nem sikbarajzolhatok.

Figyelem! Mig a sikbarajzolhatdsag bizonyitasahoz elegend6 egy
keresztez0 élek nélkiili lerajzolast felmutatni, addig most azt kell
1atni, hogy akdrhogyan is rakjuk le a pontokat a sikon (kontinuum
sok lehetGség) akdrhogyan is kétjiik 6ssze Gket gérbékkel
(kontinuum sok lehet6ség) mindig lesz keresztez6 él. Ezt nem
tudjuk az esetek mddszeres végig vizsgalataval megoldani.
Bizonyitas

K, Tegyiik fel, hogy sikbarajzolhatd. Ekkor az Euler-formula
szerint t=e+ 2 -n=10 + 2 - 5 = 7. K; egyszer(i graf, ezért
minden tartomdnyt legalabb 3 él hatérol, és egy él két tartomany
hatéran van, azaz 3t < 2¢, 21 < 20, ami ellentmondas.

K33 n=6, e=9, azaz Euler formulabél t=9 +2-6 = 5.
3t< 2eitt is igaz, de ez még nem vezet ellentmondasra: 15 < 18.

Azonban K ; sikbarajzolasanal nem lehet 3 oldal( tartomany!
Ugyanis akkor a 3 cstics kozt vagy két haz, vagy két kat kéne
legyen, de azok nincsenek éllel 6sszekbtve.

Tehat minden tartomdnyt legalabb 4 €l hatdrol, azaz 4t < 2e ami
20 < 18, vagyis ellentmondas.

o

A sikbarajzolhatésagot nem valtoztatja, ha egy 2 foku cstcsot
elhagyunk és a belGle kiinduld két élet egybe olvasztjuk, illetve ha
egy élet egy 2 fokU cslcs rarakasaval ketté osztunk.

Definicio

A G és H grafok topoldgikusan izomorfak, ha a fenti
transzformaciok ismételt alkalmazéséaval egymassal izomorf
grafokba alakithatok.

Kuratowski Tétel

Egy G graf akkor és csak akkor sikbarajzolhatd, ha nem tartalmaz
K; ral vagy Ki-el topoldgikusan izomorf részgrafot.

A "csak akkor" iranyt az el6bb lattuk: a Kuratowski grafok nem
sikbarajzolhatdk, igy az olyan gréfok sem, melyek veliik
topolégikusan izomorf részgréafot tartalmaznak. (Hasznaltuk: ha G
sikbarajzolhatd, akkor minden részgrafja is.)

Az "akkor" irdny bizonyitdsa meghaladja a targy kereteit.




Petersen-graf

Sikbarajzolhat¢?

Fary-tétel

K, lerajzolhatd a sikba Uigy hogy
minden él egyenes szakasz.

Tétel(Fary)

Ha egy G egyszer(i graf sikbarajzolhatd, akkor
van olyan sikbarajzoldsa is, melyen minden €l
egyenes szakasz.

X

A dodekaéder

Rajzolas toruszra

Felvagjuk a téruszt keresztben: a
két hatarkér ugyanaz.
A

= -+ grafjanak @A
/ b S T sikbarajzolasa
L / csupa egyenes A B A
A S szakasz éllel. )
S A hengert hosszaban
& ~y : €T felvagjuk. Szemkozti T¢
e v oldalak megfelelé pontjai
T \ ugyanazok.
= 1
T A B A
K; ; toruszra rajzolhaté: @ @ K toruszra rajzolhatd:
B A c A
D D
B B
c C
B A C A




