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Az a∈ Z szám osztja a b∈ Z számot, ha van c∈ Z, hogy b = a·c, jelölésben a | b.
Az oszthatóság tranzitı́v és reflexı́v.

Az a(x) ∈ R[x] polinom osztja a b(x) ∈ R[x] polinomot, ha van c(x) ∈ R[x], hogy
b(x) = a(x) ·c(x), jelölésben a(x) | b(x).
Az oszthatóság tranzitı́v és reflexı́v.



Oszthat ós ág
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Az a(x) ∈ R[x] polinom osztja a b(x) ∈ R[x] polinomot, ha van c(x) ∈ R[x], hogy
b(x) = a(x) ·c(x), jelölésben a(x) | b(x).
Az oszthatóság tranzitı́v és reflexı́v.
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Az a∈ Z szám osztja a b∈ Z számot, ha van c∈ Z, hogy b = a·c, jelölésben a | b.
Az oszthatóság tranzitı́v és reflexı́v.
Maradékos osztás: ∀a∈ Z,b∈ N ∃ egyértelmű q, r ∈ Z : a = bq+ r 0≤ r < b.
Például:

177 = 14·12+9 0< 9< 14
−64 = 14· (−5)+6 0< 6< 14
154 = 14·11+0 0= 0< 14

Az a(x) ∈ R[x] polinom osztja a b(x) ∈ R[x] polinomot, ha van c(x) ∈ R[x], hogy
b(x) = a(x) ·c(x), jelölésben a(x) | b(x).
Az oszthatóság tranzitı́v és reflexı́v.
Maradékos osztás: ∀a(x),b(x) ∈ R[x] ∃ egyértelmű q(x), r(x) ∈ R[x] : a(x) =
b(x)q(x)+ r(x) 0≤ degr(x)< degb(x).
Például

x5 +x3 +x2 +2x+2 = (x2 +1)(x3 +1)+(2x+1) 0< deg(2x+1)< deg(x2 +1)
5x3 +8x2 +3 = (x2 +1)(5x+3)+0 0= deg(0)< deg(x2 +1)
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Legnagyobb k özös oszt ó
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nevezzük. Ezek közül a legnagyobb fokú (amely konstans szorzó erejéig egyértelmű) a
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Ha a többsöröse b-nek, akkor akkor a és b közös osztóinak halmaza megegyezik b
osztóinak halmazával. Speciálisan (a,b) = b.
Ha a = bq+ c, akkor a és b közös osztóinak halmaza megegyezik b és c közös
osztóinak halmazával. Speciálisan, (a,b) = (b,c).

Ha d(x) oszja az a(x)1,a(x)2, . . . ,a(x)k polinomokat, akkor közös osztójuknak
nevezzük. Ezek közül a legnagyobb fokú (amely konstans szorzó erejéig egyértelmű) a
legnagyobb közös osztó, jelölésben: (a(x)1,a(x)2, . . . ,a(x)k).
Ha a(x) többszöröse b(x)-nek, akkor akkor a(x) és b(x) közös osztóinak halmaza meg-
egyezik b(x) osztóinak halmazával. Speciálisan (a(x),b(x)) = b(x).
Ha a(x) = b(x)q(x) + c, akkor a(x) és b(x) közös osztóinak halmaza megegyezik b(x)
és c(x) közös osztóinak halmazával. Speciálisan, (a(x),b(x)) = (b(x),c(x)).
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=⇒ mn−1 közös osztója a-nak és b-nek.Megfordı́tva, a és b tetszőleges közös osztója
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Legyen a,b∈ N.

a = h1b+m1 (0≤m1< b)
b = h2m1 +m2 (0≤m2<m1)

m1 = h3m2 +m3 (0≤m3<m2)
... ...

Az eljárás akkor ér véget, ha nincs az osztásnak maradéka, vagyis

mn−2 = hnmn−1

mn−3 = hn−1mn−2 + mn−1 = (hn−1hn + 1)mn−1, . . . a és b is mn−1 többszöröse lesz,
=⇒ mn−1 közös osztója a-nak és b-nek.Megfordı́tva, a és b tetszőleges közös osztója
m1-nek is osztója . . . mn−1-nek is. Tehát mn−1 = (a,b).Másképp: (a,b) = (b,m1) =
(m1,m2) = . . .= (mn−2,mn−1) = mn−1=⇒ a és b közös osztóinak halmaza megegyezik
legnagyobb közös osztójuk osztóinak halmazával.
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mn−2(x) = hn(x)mn−1(x)

mn−3(x) = hn−1(x)mn−2(x) + mn−1(x) = (hn−1(x)hn(x) + 1)mn−1(x), . . . a(x) és
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(m1(x),m2(x)) = . . .= (mn−2(x),mn−1(x)) = mn−1(x)=⇒ a(x) és b(x) közös osztóinak
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2. Ha d közös osztója a-nak és b-nek, akkor

(
a
d,

b
d

)
= (a,b)

d , speciálisan
(

a
(a,b),

b
(a,b)

)
= 1.

BIZONYÍTÁS Az Euklideszi algoritmusban minden egyenletet m-el megszorzunk.
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BIZONYÍTÁS Az Euklideszi algoritmusban minden egyenletet m-el megszorzunk.
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BIZONYÍTÁS (ac,b) | ac és (ac,b) | bc=⇒ (ac,b) | (ac,bc) = (a,b)c = c. (ac,b) | b=⇒
(ac,b) | (c,b).Forditva, (c,b) | ac és (c,b) | b, azaz (c,b) | (ac,b). Tehát (ac,b) és (c,b)
kölcsönösen osztják egymást, azaz egyenlőek.
A második esetben (ac,b) = (c,b) és b | ac=⇒ (ac,b) = b, azaz (c,b) = b=⇒ b | c.
Ha (a,b) = 1, akkor a és b relatı́v prı́meknek neveztetnek.



LNKO tulajdons ágai

1. Állı́t ás. 1. ∀a,b,m∈ N (am,bm) = (a,b)m
2. Ha d közös osztója a-nak és b-nek, akkor

(
a
d,

b
d

)
= (a,b)

d , speciálisan
(

a
(a,b),

b
(a,b)

)
= 1.

BIZONYÍTÁS Az Euklideszi algoritmusban minden egyenletet m-el megszorzunk.

2. Állı́t ás. Ha (a,b) = 1, akkor (ac,b) = (c,b). Ha (a,b) = 1, és b | ac, akkor b | c.

BIZONYÍTÁS (ac,b) | ac és (ac,b) | bc=⇒ (ac,b) | (ac,bc) = (a,b)c = c. (ac,b) | b=⇒
(ac,b) | (c,b).Forditva, (c,b) | ac és (c,b) | b, azaz (c,b) | (ac,b). Tehát (ac,b) és (c,b)
kölcsönösen osztják egymást, azaz egyenlőek.
A második esetben (ac,b) = (c,b) és b | ac=⇒ (ac,b) = b, azaz (c,b) = b=⇒ b | c.
Ha (a,b) = 1, akkor a és b relatı́v prı́meknek neveztetnek.

3. Következm ény. Ha az a1,a2, . . . ,am számok mindegyike relatı́v prı́m a b1,b2, . . . ,bn

számok mindegyikével, akkor az a1a2 . . .am szorzat is relatı́v prı́m a b1b2 . . .bn szorza-
thoz.
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Legkisebb k özös t öbbsz ör ös
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b egész.a = a1d,

b = b1d, (a1,b1) = 1. ak
b = a1k

b1
=⇒ k osztható b1-el: k = b1t = b

dt, ahol t egész.=⇒

M =
ab
d

t

a és b összes közös többszöröse ilyen alakú.
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obb közös osztójuk hányadosával: l .k.k.t.(a,b) = ab
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A legkisebb pozitı́v közös többszörös a legkisebb közös többszörös.
Legyen (a,b) = d, M az a és b egy közös többszöröse.=⇒M = ak, ak

b egész.a = a1d,

b = b1d, (a1,b1) = 1. ak
b = a1k

b1
=⇒ k osztható b1-el: k = b1t = b

dt, ahol t egész.=⇒

M =
ab
d

t

a és b összes közös többszöröse ilyen alakú.

4. Állı́t ás. Két szám közös többszörösei egybe esnek legkisebb közös többszörösük
többszöröseivel. Két szám legkisebb közös többszöröse egyenlő szorzatuk és legnagy-
obb közös osztójuk hányadosával: l .k.k.t.(a,b) = ab

(a,b) Speciálisan, páronként relatı́v
prı́m számok legkisebb közös többszöröse egyenlő a szorzatukkal.

Legnagyobb közös osztóra és legkisebb közös többszörösre vonatkozó állı́tások
számok helyett polinomokkal is érvényesek.
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Törzssz ámok, prı́mek
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Törzssz ámok, prı́mek
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törzsszám, akkor van 1< q1< q osztója. Ekkor q1 | a, ellentmondás.
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BIZONYÍTÁS Legyen q az a > 1 szám legkisebb 1-nél nagyobb osztója.Ha q nem
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Törzssz ámok, prı́mek

5. Definı́ci ó. Egy egynél nagyobb q egész szám törzsszám, (irreducibilis, felbonthatat-
lan), ha csak két pozitı́v osztója van, 1 és önmaga. Egy egynél nagyobb p egész szám
prı́m, ha p | ab-ból következik, hogy p a tényezők valamelyikét, a-t vagy b-t osztja.

6. Állı́t ás. Minden egynél nagyobb egész számnak van törzsszám osztója.

BIZONYÍTÁS Legyen q az a > 1 szám legkisebb 1-nél nagyobb osztója.Ha q nem
törzsszám, akkor van 1< q1< q osztója. Ekkor q1 | a, ellentmondás.

7. Állı́t ás. Prı́m =⇒ törzsszám.

BIZONYÍTÁS Ha p prı́m és 1< d < p egy osztója, akkor p = db, 1< b< p. A prı́m
tulajdonság miatt p vagy d-t, vagy b-t kell, hogy ossza, ellentmondás.

7



8. Állı́t ás. Minden a egész szám vagy relatı́v prı́m a megadott p törzsszámhoz, vagy
osztható p-vel.
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8. Állı́t ás. Minden a egész szám vagy relatı́v prı́m a megadott p törzsszámhoz, vagy
osztható p-vel.

BIZONYÍTÁS (a, p) osztja p-t, ı́gy vagy 1, vagy p.

9. Állı́t ás. Törzsszám =⇒ prı́m.

BIZONYÍTÁS Legyen p | ab.p vagy relatı́v prı́m a-hoz, illetve b-hez, vagy osztja a-t, illetve
b-t. Ha mindkettőhöz relatı́v prı́m, akkor a szorzatukhoz is, ellentmondás.

Később az absztrakt algebrában majd látunk példát olyan struktúrákra (gyűrűkre),
ahol a prı́m tulajdonság nem ekvivalens a felbonthatatlansággal, Amı́g maradékos
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osztás van, addig ez a probléma nem jelentkezik.



osztás van, addig ez a probléma nem jelentkezik. A maradék ,,kisebb”, mint az osztó.



osztás van, addig ez a probléma nem jelentkezik. A maradék ,,kisebb”, mint az osztó.
Számok esetén a nagysága, polinomok esetén a foka.
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Polinomok

Irreducibilitás, prı́mtulajdonság értelmes polinomokra is.

• C[x] esetén az irreducibilisek legfeljebb elsőfokúak (,,Algebra alaptétele”)

• R[x] esetén legfeljebb másodfokúak (ha z∈ C gyöke egy valós együtthatós egyen-
letnek, akkor z̄ is)

• Q[x] esetén akármilyen nagy fokúak lehetnek.
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BIZONYÍTÁS 1. Létezik felbontás. n szerinti teljes indukció. n = 2 nyilvánvaló, tegyük
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10. Tétel. Minden egynél nagyobb n szám felbontható törzs(prı́m)tényezők szorzatára
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fel, hogy minden n′ < n-re létezik felbontás. Ha n törzsszám, akkor n = n jó. Ha n-
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n = p1p2 . . . prq1q2 . . .qs egy felbontása n-nek.
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fel, hogy minden n′ < n-re létezik felbontás. Ha n törzsszám, akkor n = n jó. Ha n-
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n = p1p2 . . . prq1q2 . . .qs egy felbontása n-nek.
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minden n′ < n-re egyértelmű a felbontás.
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n = p1p2 . . . prq1q2 . . .qs egy felbontása n-nek.
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Mivel 1< n′ = n

q1
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Egyértelmű prı́mtényezős felbontás: minden n ∈ N egyértelműen ı́rható n =
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Ez utóbbit osztja pi, de n
p

αi
i

-t nem, ellentmondás.
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(β1,β2, . . . ,βs) sorozatoknak, ahol 0≤ βi ≤ αi.

Az ilyen sorozatok (tehát az n osztóinak) száma:
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(β1,β2, . . . ,βs) sorozatoknak, ahol 0≤ βi ≤ αi.
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1 pα2
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s osztói kölcsönösen egyértelműen megfelelnek az (s-hosszú)
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MEGJEGYZÉS (CSAK ÉRDEKLŐDÖKNEK): Az n = pα1
1 pα2

2 . . . pαs
s osztói által alko-

tott részben rendezett halmaz (a � b ⇐⇒ a | b) izomorf az {(x1,x2, . . . ,xs) : 0 ≤
xi ≤ αi} sorozatok által alkotott részben rendezett halmazzal, ahol (x1,x2, . . . ,xs) �
(y1,y2, . . . ,ys) ⇐⇒ ∀i : xi ≤ yi.
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1. Legyen n= pα. Ekkor n osztói: 1, p, p2, . . . , pα. σ(n) = 1+ p+ p2+. . .+ pα = pα+1−1
p−1 .

2. Legyen (a,b) = 1. Ekkor σ(ab) = σ(a)σ(b). Tegyük fel, hogy d | ab. Legyen
(a,d) = da és (b,d) = db. Ekkor (da,db) = 1 és d közös többszörösük.=⇒d = dadbt
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σ(ab) =
m

∑
i=1

∑
j=1

cid j = (c1 +c2 + . . .+cm)(d1 +d2 + . . .+dk) = σ(a)σ(b).
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Legyenek a osztói c1,c2, . . . ,cm, b osztói d1,d2, . . . ,dk. Ekkor

σ(ab) =
m

∑
i=1

∑
j=1

cid j = (c1 +c2 + . . .+cm)(d1 +d2 + . . .+dk) = σ(a)σ(b).

3. Innen egyszerű indukció adja, hogy ha n = pα1
1 pα2

2 . . . pαs
s , akkor

σ(n) = (1+ p1 + p2
1 + . . .+ pα1

1 )(1+ p2 + p2
2 + . . .+ pα2

2 ) . . .(1+ ps+ p2
s + . . .+ pαs

s ).
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BIZONYÍTÁS Tegyük fel indirekt, hogy nem, és p1, p2, . . . , pn az összes létező prı́mszám
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lehet a p1, p2, . . . , pn számok egyike sem, ellentmondás.
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12. Állı́t ás. A prı́mszámok száma végtelen.

BIZONYÍTÁS Tegyük fel indirekt, hogy nem, és p1, p2, . . . , pn az összes létező prı́mszám
listája. Tekintsük az N = p1p2 . . . pn+1 számot. Ennek van prı́mszám osztója, ami nem
lehet a p1, p2, . . . , pn számok egyike sem, ellentmondás.

13. Állı́t ás. Bármely m∈ N számhoz van m egymás után következő egész, melyek
egyike sem prı́m.

BIZONYÍTÁS Tekintsük az (m+1)! +2,(m+1)! +3, . . . ,(m+1)! +m+1 számokat. Ez
m egymást követő egész, egyikük sem lehet prı́m: az i-ik osztható i +1-el.
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Mekkora lehet a legkisebb különbség két szomszédos prı́m közt?
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MEGOLDATLAN PROBLÉMA: Van-e végtelen sok olyan p prı́m, melyre p − 1
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egyszer lehet. 2 = 5− 3 = 7− 5 = 13− 11 = 19− 17 = 31− 29 = . . . sokszor. Ha
p és p+2 is prı́m: (p, p+2) ikerprı́mek.

MEGOLDATLAN PROBLÉMA: Létezik-e végtelen sok ikerprı́m pár?

MEGOLDATLAN PROBLÉMA (GOLDBACH SEJTÉS): Igaz-e, hogy minden 4-nél nagyobb
páros szám felı́rható két prı́mszám összegeként?

MEGOLDATLAN PROBLÉMA: Van-e végtelen sok olyan p prı́m, melyre p − 1
négyzetszám? (17−1 = 42)

MEGOLDATLAN PROBLÉMA: Igaz-e, hogy két négyzetszám közt mindig van prı́mszám?

Tudjuk: prı́mszámok ,,sűrűbben” vannak, mint a négyzetszámok. Ha n elég nagy, akkor
n3 és (n+1)3 között van prı́mszám (Ingham, 1937)
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Prı́msz ámok eloszl ásáról

14. Definı́ci ó. Tetszőleges x≥ 2 valós számra π(x) jelöli az x-nél nem nagyobb prı́mek
számát.

15. Tétel (Csebisev). Tetszőleges n ∈ N-re π(2n) > π(n), azaz van p prı́m, melyre
n< p≤ 2n.

16. Tétel (Prı́msz ámt étel).

lim
x→∞

π(x)
x

lnx

= 1.
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17. Tétel. Tetszőleges n≥ 2-re ∏p<n p< 4n.
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BIZONYÍTÁS Indukció n-re. n = 2 eset triviális.
n = 2k: ∏p<2k p = ∏p<2k−1 p< 42k−1< 42k.
n = 2k+1> 4:

∏
p<2k+1

p =

(
∏

p≤k+1

p

)(
∏

k+2≤p≤2k+1

p

)
.Az első szorzat indukció alapján kisebb, mint 4k+1. A második pedig osztja a

(k+2)(k+3) . . .(2k+1) =
(2k+1)!
(k+1)!

= k!

(
2k+1

k

)
viszont k!-hoz relatı́v prı́m, ı́gy osztja

(2k+1
k

)
-t. Látható, hogy

(2k+1
k

)
< 4k =⇒

∏p<2k+1 p< 4k+14k = 42k+1.
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