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Részcsoport

1. Definici 6. Legyen G csoport. Egy H C G részhalmazt részcsoportnak
neveziink, ha H is csoport ugyanarra a miveletre nézve. Jelolése: H <

G.
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3. A szabalyos haromszdg egybevagosagainak (D3) részcsoportjat al-
kotjak a forgatasok.
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4. Az n x n-es invertalhatd matrixok csoportjanak részcsoportja az 1 de-
terminans( matrixok.
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Generalt reszcsoport

2. Allit 4s. Részcsoportok metszete is részcsoport, azaz legyenek H; <
G (I € A), ahol A valamilyen indexhalmaz, akkor (.5 Hi is részcsoport.
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Generalt reszcsoport

2. Allit 4s. Részcsoportok metszete is részcsoport, azaz legyenek H; <
G (I € A), ahol A valamilyen indexhalmaz, akkor (.5 Hi is részcsoport.

3. Definici 6. Legyen K C G. K altal generalt részcsoportnak nevezzik
és (K)-mal jeldljuk a K-t tartalmaz6 legsz(ikebb részcsoportot. Ez nem
mas, mint a K-t tartalmazo6 részcsoportok metszete.
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Ciklikus csoport
G csoport, a € G. (a) tartalmazza aat, aaat, stb.
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aa...g=a" jeloléssel:
n darab
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Tehat (a)" = (a") ™. Jeléljuk ezt az elemet & "-nel.—>

, | . ,
adad =aes (&) =a'  tetszbleges k| € Z esetén.

(a) = {a" | n € Z}, azaz egy elem altal generalt részcsoport az elem
(negativ és pozitiv kitevos) hatvanyaibdl all.
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e van olyan kI, hogy a¢ = &.
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Két eset:

e a Osszes hatvanya kulénbdzo

e van olyan kI, hogy a¢ = .= a“! = 1, azaz van a-nak olyan
hatvanya, amely az egyséegelem.
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Veéges — v egtelen
Két eset:

e a Osszes hatvanya kulénbdzo

e van olyan kI, hogy a¢ = .= a“! = 1, azaz van a-nak olyan
hatvanya, amely az egyséegelem.

4. Definici 6. A legkisebb ilyen szamot arendjének nevezziik, és o(a)-val
jeldljuk. Ha nincs ilyen szam, végtelen rend( elemroél beszéllnk.
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o(a) =n= (a) = {l,a,a%...a" 1.
Ezen elemek kiilonbozéek, mert &' = a', | > | esetén @~ = 1 lenne,
ahol 1 — | <n.
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o(a) =n= (a) = {l,a,a%...a" 1.
Ezen elemek kilonbozéek, mert al = &', i > j esetén @~} = 1 lenne,
ahol 1 — | <n.
Minden k € Z el6all k = gn+r alakban, ahol 0 < r < n, és a =
ad™’ — adng" = (a")"a" = 19a" = a', tehat a minden hatvanya szerepel
{1,a,a%,...a" 1} kozétt.
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o(a) =n= (a) = {l,a,a%...a" 1.
Ezen elemek kilonbozéek, mert al = &', i > j esetén @~} = 1 lenne,
ahol 1 — | <n.
Minden k € Z el6all k = gn+r alakban, ahol 0 < r < n, és a =
ad™’ — adng" = (a")"a" = 19a" = a', tehat a minden hatvanya szerepel
{1,a,a%,...a" 1} kozétt.

5. Allit4s. Egy elem rendje megegyezik az &ltala generalt részcsoport
rendjével.
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Legyen Z, a modn maradékosztalyok additiv csoportja.
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(a-b)-c=a-(b-c)dJec GVac G: a-e=e-a=avVacGlad cG:a-ad =d-a=e

Hany ciklikus csoport van?
Legyen Z, a modn maradékosztalyok additiv csoportja.

6. Allit &s. Azonos rend(i ciklikus csoportok izomorfak.

BizoNYiTAs Legyen G = (@) végtelen ciklikus csoport. Tekintsiik a
¢: G—Z

@(a") = n megfeleltetést.@ bijektiv és mivelettarto.
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Hany ciklikus csoport van?
Legyen Z, a modn maradékosztalyok additiv csoportja.

6. Allit &s. Azonos rend(i ciklikus csoportok izomorfak.

BizoNYiTAs Legyen G = (@) végtelen ciklikus csoport. Tekintsiik a
¢: G—Z

@(a") = n megfeleltetést.@ bijektiv és mivelettarto.

Legyen most G = (@), |G| =n. A @(a¥) =k (mod n) izomorfizmus.

N elem ciklikus csoportra tovabbi példa az n-edik komplex egyseggyokok
a szorzasra, a szabalyos n-szdog forgatasai.

Az n-ed rend( ciklikus csoportot C,-el jeldljik.
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Ciklikus csoport r észcsoportjai

7. Allit &s. Ciklikus csoport részcsoportja ciklikus.

BizoNYiTAs Legyen G = (&) ciklikus, H < G valodi részcsoport.
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BizoNYiTAs Legyen G = (@) ciklikus, H < G valodi részcsoport.—- Van
H-ban a-nak pozitiv kitevds hatvanya. Legyen K a legkisebb olyan pozitiv
szam, hogy a“ € H.
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7. Allit &s. Ciklikus csoport részcsoportja ciklikus.

BizoNYiTAs Legyen G = (@) ciklikus, H < G valodi részcsoport.—- Van
H-ban a-nak pozitiv kitevds hatvanya. Legyen K a legkisebb olyan pozitiv
szam, hogy a“ € H.=—> (a¥) = H.

(a¥) C H nyilvanvalo.
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Ciklikus csoport r észcsoportjai

7. Allit &s. Ciklikus csoport részcsoportja ciklikus.

BizoNYiTAs Legyen G = (@) ciklikus, H < G valodi részcsoport.—- Van
H-ban a-nak pozitiv kitevds hatvanya. Legyen K a legkisebb olyan pozitiv
szam, hogy a“ € H.=—> (a¥) = H.

(a¥) C H nyilvanvalo. Tegyiik fel, hogy @ € H. Vanolyanq>0,0<r <Kk,
hogy | =kg+r.
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Ciklikus csoport r észcsoportjai

7. Allit &s. Ciklikus csoport részcsoportja ciklikus.

BizoNYiTAs Legyen G = (@) ciklikus, H < G valodi részcsoport.—- Van
H-ban a-nak pozitiv kitevds hatvanya. Legyen K a legkisebb olyan pozitiv
szam, hogy a“ € H.=—> (a¥) = H.

(a¥) C H nyilvanvalo. Tegyiik fel, hogy @ € H. Vanolyanq>0,0<r <Kk,
hogy | =kg+r.—=a (&) "=a cH,
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Ciklikus csoport r észcsoportjai

7. Allit &s. Ciklikus csoport részcsoportja ciklikus.

BizoNYiTAs Legyen G = (@) ciklikus, H < G valodi részcsoport.—- Van
H-ban a-nak pozitiv kitevds hatvanya. Legyen K a legkisebb olyan pozitiv
szam, hogy a“ € H.=—> (a¥) = H.

(a¥) C H nyilvanvalo. Tegyiik fel, hogy @ € H. Vanolyanq>0,0<r <Kk,
hogy | =kg+r.—= & (ak) " =a € H, de mivel k volt alegkisebb H-ban
szerepl6 hatvanya, r = 0 lehet csak, tehat k | |, = H C (a).
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Melleékoszt alyok
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Mell ékoszt alyok

8. Definici 6. Legyenek K, M részhalmazok G-ben. A KM szorzaton a
KM ={km|ke K, meM}

halmazt értjuk. Legyen H < G részcsoport, g € G. A Hg (gH) szor-
zatot H g szerinti jobboldali (baloldali) mellékosztalyanak, g- t pedig a
mellékosztaly reprezentansanak nevezzuk.
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Példa
Zi12
.

H=@4) [H+9 |H+6 |H4+3
0 1 2 3

4 5 6 7

8 9 10 11
4 9 6 3
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Példa
Zi12
.

H=@4) [H+9 |H+6 |H4+3
0 1 2 3

4 5 6 7

8 9 10 11
4 9 6 3
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Nem véletlen!
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9. Allitas. Legyen H < G. Ekkor

1. g€ Hg;
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9. Allitas. Legyen H < G. Ekkor

1. g€ Hg;

2. a Hg mellékosztaly minden eleme reprezentalja a Hg mellékosztalyt;
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9. Allitas. Legyen H < G. Ekkor
1. ge Hg;
2. a Hg mellékosztaly minden eleme reprezentalja a Hg mellékosztalyt;

3. két kulonb6zo jobboldali mellékosztaly vagy egybeesik, vagy
diszjunktak;
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9. Allitas. Legyen H < G. Ekkor
1. ge Hg;
2. a Hg mellékosztaly minden eleme reprezentalja a Hg mellékosztalyt;

3. két kulonb6zo jobboldali mellékosztaly vagy egybeesik, vagy
diszjunktak;

4. ha H véges, akkor barmely mellékosztaly elemszama megegyezik H
rendjevel.
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Bizonyit as
1.1eH,—g=1g< Hg
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Bizonyit as
1.1eH,—g=1g< Hg
2.Legyen h € Hg.=— dh; € H: h = hyg.
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Bizonyit as
1.1e H— g=1g€ Hg
2.Legyen he Hg.=— dhy e H: h=hig. ¥xe H: xh= (xh)g—
HhC Hg,



(a-b)-c=a-(b-c)dJec GVac G: a-e=e-a=aVacGiad cG:a-ad =d-a=e

Bizonyit as
1.1e H— g=1g€ Hg
2.Legyen he Hg.=— dhy e H: h=hig. ¥xe H: xh= (xh)g—
HhCHg ésVxcH: g=xh‘h— HgCHh.
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Bizonyit as
1.1e H— g=1g€ Hg
2.Legyen he Hg.=— dhy e H: h=hig. ¥xe H: xh= (xh)g—
HhCHg ésVxcH: g=xh‘h— HgCHh.
3.=1.+2.
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Bizonyit as
1.1e H— g=1g€ Hg
2.Legyen he Hg.=— dhy e H: h=hig. ¥xe H: xh= (xh)g—
HhCHg ésVxcH: g=xh‘h— HgCHh.
3.=1.+2.
4.A hig = hyog egyenlBséget g—1-zel szorozva jobbrol kapjuk, hogy hy #
h, esetén h;g és hyg kiilldnbdznek.
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Bizonyit as
1.1e H— g=1g€ Hg
2.Legyen he Hg.=— dhy e H: h=hig. ¥xe H: xh= (xh)g—
HhCHg ésVxcH: g=xh‘h— HgCHh.
3.=1.+2.
4.A hig = hyog egyenlBséget g—1-zel szorozva jobbrol kapjuk, hogy hy #
h, esetén h;g és hyg kiilldnbdznek.

A (jobboldali) mellekoszalyok egy ekvivalencia relaciot adnak a G cso-
porton. X~y <= X és Yy ugyanabban a (jobboldali) mellekosztalyban
van H szerint
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Bizonyit as
1.1e H— g=1g€ Hg
2.Legyen he Hg.=— dhy e H: h=hig. ¥xe H: xh= (xh)g—
HhCHg ésVxcH: g=xh‘h— HgCHh.
3.=1.+2.
4.A hig = hyog egyenlBséget g—1-zel szorozva jobbrol kapjuk, hogy hy #
h, esetén h;g és hyg kiilldnbdznek.

A (jobboldali) mellekoszalyok egy ekvivalencia relaciot adnak a G cso-
porton. X~y <= X és Yy ugyanabban a (jobboldali) mellekosztalyban
van H szerint<= yx ' cH (< xy e H).
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Lagrange t étele

10. Tétel (Lagrange). Legyen G véges, H < G. Ekkor H rendje osztja
G rendjét.
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Lagrange t étele

10. Tétel (Lagrange). Legyen G véges, H < G. Ekkor H rendje osztja
G rendjét.

BizonYiTAS G=JHQg.



(a-b)-c=a-(b-c)dJec GVac G: a-e=e-a=avVacGlad cG:a-ad =d-a=e

Lagrange t étele

10. Tétel (Lagrange). Legyen G véges, H < G. Ekkor H rendje osztja
G rendjét.

BizoNYITAS G = JHg. Mivel minden elem pontosan egy mellékosztalyban
szerepel, ezért |G| = [ UH(g| miatt |G| =: |Hg| =k|H|.
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Lagrange t étele

10. Tétel (Lagrange). Legyen G véges, H < G. Ekkor H rendje osztja
G rendjét.

BizoNYITAS G = JHg. Mivel minden elem pontosan egy mellékosztalyban
szerepel, ezért |G| = [ UH(g| miatt |G| =: |Hg| =k|H|.

11. Definici 6. A k= |G|/|H| szamot H G-beli indexének nevezzik és
|G : H|-val jeldljuk. |G: H||H| = |G|.
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Kovetkezm ények
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Kovetkezm ények

12. Kévetkezm ény. Egy elem rendje osztja a csoport rendjét.

BIZONYITAS Egy elem rendje megegyezik az altala generalt részcsoport
rendjevel.
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Kovetkezm ények

12. Kévetkezm ény. Egy elem rendje osztja a csoport rendjét.

BIZONYITAS Egy elem rendje megegyezik az altala generalt részcsoport
rendjevel.

13. Kévetkezm ény. Minden primrendd csoport ciklikus.
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Kovetkezm ények

12. Kévetkezm ény. Egy elem rendje osztja a csoport rendjét.

BIZONYITAS Egy elem rendje megegyezik az altala generalt részcsoport
rendjevel.

13. Kévetkezm ény. Minden primrendd csoport ciklikus.

BizONYiTAS Legyen |G| = p, p prim. Ekkor egy 1 # X € G rendje
csak p lehet.
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Kovetkezm ények

12. Kévetkezm ény. Egy elem rendje osztja a csoport rendjét.

BIZONYITAS Egy elem rendje megegyezik az altala generalt részcsoport
rendjevel.

13. Kévetkezm ény. Minden primrendd csoport ciklikus.

BizONYiTAS Legyen |G| = p, p prim. Ekkor egy 1 # X € G rendje
csak p lehet= {1,x,x%,...,xP"1} mind kiloénbdzéek, azaz G =
{1,x,x%,...,xP~1}
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Jobb és baloldali mell ekoszt alyok
PELDA Legyen G az {1,2,3,4} elemek permutacidinak csoportja.
G; < G azon permutaciok, melyek az 1 elemet fixen hagyjak. (Ez
réscsoport!)
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Jobb és baloldali mell ekoszt alyok
PELDA Legyen G az {1,2,3,4} elemek permutacidinak csoportja.
G; < G azon permutaciok, melyek az 1 elemet fixen hagyjak. (Ez
réscsoport)— |G1| =6, |G: G| = 4.
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Jobb és baloldali mell ekoszt alyok
PELDA Legyen G az {1,2,3,4} elemek permutacidinak csoportja.
G; < G azon permutaciok, melyek az 1 elemet fixen hagyjak. (Ez
réscsoport)— |G1| =6, |G: G| = 4.
Legyen Ty; az a permutacio, ami az 1 és az | elemeket felcseréli, a tobbit
helyben hagyja.
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Jobb és baloldali mell ekoszt alyok
PELDA Legyen G az {1,2,3,4} elemek permutacidinak csoportja.
G; < G azon permutaciok, melyek az 1 elemet fixen hagyjak. (Ez
réscsoport)— |G1| =6, |G: G| = 4.
Legyen T az a permutacio, ami az 1 és az | elemeket felcseréli, a tobbit
helyben hagyja. Ty; - G; baloldali mellékosztaly elemei azon permutaciok,
melyek az 1 elemet I-be viszik.
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Jobb és baloldali mell ekoszt alyok

PELDA Legyen G az {1,2,3,4} elemek permutacidinak csoportja.
G; < G azon permutaciok, melyek az 1 elemet fixen hagyjak. (Ez
réscsoport)— |G1| =6, |G: G| = 4.
Legyen T az a permutacio, ami az 1 és az | elemeket felcseréli, a tobbit
helyben hagyja. Ty; - G; baloldali mellékosztaly elemei azon permutaciok,
melyek az 1 elemet I-be viszik.—= A négy baloldali mellékosztaly:
TG -Gy, | = 1,2,3,4.
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Jobb és baloldali mell ekoszt alyok

PELDA Legyen G az {1,2,3,4} elemek permutacidinak csoportja.
G; < G azon permutaciok, melyek az 1 elemet fixen hagyjak. (Ez
réscsoport)— |G1| =6, |G: G| = 4.
Legyen T az a permutacio, ami az 1 és az | elemeket felcseréli, a tobbit
helyben hagyja. Ty; - G; baloldali mellékosztaly elemei azon permutaciok,
melyek az 1 elemet I-be viszik.—= A négy baloldali mellékosztaly:
TG -Gy, | = 1,2,3,4.
A Gj - To jobboldali mellékosztaly egy-egy eleme a T, valamint a

1 23 4 — 1234-1‘[ ermutacio
312 4) 132 4) 2P '
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Jobb és baloldali mell ekoszt alyok

PELDA Legyen G az {1,2,3,4} elemek permutacidinak csoportja.
G; < G azon permutaciok, melyek az 1 elemet fixen hagyjak. (Ez
réscsoport)— |G1| =6, |G: G| = 4.
Legyen T az a permutacio, ami az 1 és az | elemeket felcseréli, a tobbit
helyben hagyja. Ty; - G; baloldali mellékosztaly elemei azon permutaciok,
melyek az 1 elemet I-be viszik.—= A négy baloldali mellékosztaly:
TG -Gy, | = 1,2,3,4.
A Gj - To jobboldali mellékosztaly egy-egy eleme a T, valamint a

1234\ (12234 - Th» permutacido. Ezek az 1 ele-
3124) \1324) 2P |

met kulonb6z6 helyekre viszik, azaz nincsenek ugyanabban a balol-
dali mellekosztalyban.
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Jobb és baloldali mell ekoszt alyok

PELDA Legyen G az {1,2,3,4} elemek permutacidinak csoportja.
G; < G azon permutaciok, melyek az 1 elemet fixen hagyjak. (Ez
réscsoport)— |G1| =6, |G: G| = 4.
Legyen T az a permutacio, ami az 1 és az | elemeket felcseréli, a tobbit
helyben hagyja. Ty; - G; baloldali mellékosztaly elemei azon permutaciok,
melyek az 1 elemet I-be viszik.—= A négy baloldali mellékosztaly:
TG -Gy, | = 1,2,3,4.
A Gj - To jobboldali mellékosztaly egy-egy eleme a T, valamint a

1234\ (12234 - Th» permutacido. Ezek az 1 ele-
3124) \1324) 2P |

met kulonb6z6 helyekre viszik, azaz nincsenek ugyanabban a balol-
dali mellékosztalyban.—A G;-szerinti jobb és baloldali mellékosztalyok
kildnbozoek.
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Norm aloszt 6
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Norm aloszt 6

14. Definici 6. Legyen G csoport, N < G. N normalosztd G-ben (N<G),
ha N jobboldali és baloldali mellékosztalyai megegyeznek.
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Norm aloszt 6

14. Definici 6. Legyen G csoport, N < G. N normalosztd G-ben (N<G),
ha N jobboldali és baloldali mellékosztalyai megegyeznek.

Azaz minden jobboldali mellékosztaly egyben baloldali is.
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Norm aloszt 6

14. Definici 6. Legyen G csoport, N < G. N normalosztd G-ben (N<G),
ha N jobboldali és baloldali mellékosztalyai megegyeznek.

Azaz minden jobboldali mellékosztaly egyben baloldali is.
Nh mellékosztaly eléall h{N alakban.
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Norm aloszt 6

14. Definici 6. Legyen G csoport, N < G. N normalosztd G-ben (N<G),
ha N jobboldali és baloldali mellékosztalyai megegyeznek.

Azaz minden jobboldali mellékosztaly egyben baloldali is.
Nh mellékosztaly eléall hiN alakban. Mivel h € Nh és h € hN ez csak
ugy lehet, ha hN = Nhminden h € G-re.
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Norm aloszt 6

14. Definici 6. Legyen G csoport, N < G. N normalosztd G-ben (N<G),
ha N jobboldali és baloldali mellékosztalyai megegyeznek.

Azaz minden jobboldali mellékosztaly egyben baloldali is.

Nh mellékosztaly eléall hiN alakban. Mivel h € Nh és h € hN ez csak
ugy lehet, ha hN = Nhminden h € G-re.

— Abel csoport minden részcsoportja normaloszto.
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Norm aloszt ok jellemz ese

15. Allit 4s. Az alabbi allitasok ekvivalensek:
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Norm aloszt ok jellemz ese

15. Allit 4s. Az alabbi allitasok ekvivalensek:

1. N« G;
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Norm aloszt ok jellemz ese

15. Allit 4s. Az alabbi allitasok ekvivalensek:

1. N« G;

2. gN = Ngminden g € G-re;
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Norm aloszt ok jellemz ese

15. Allit 4s. Az alabbi allitasok ekvivalensek:
1. N«G;
2. gN = Ngminden g € G-re;

3. g INg= N minden g € G-re;
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Norm aloszt ok jellemz ese

15. Allit 4s. Az alabbi allitasok ekvivalensek:

1. N<G;
2. gN = Ngminden g € G-re;
3. g INg= N minden g € G-re;

4. tetsz6leges h€ N, g € G esetén g~thg € N.
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Bizonyit as
1.&<-2. Lattuk.
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Bizonyit as
1.<2. Lattuk.
2..3. Szorozzuk meg a gN = Ngegyenloség mindkét oldalat balrol g_l-

zel.
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Bizonyit as
1.<<2. Lattuk.
2..3. Szorozzuk meg a gN = Ngegyenloség mindkét oldalat balrol g_l-

zel.
3.=-4. nyilvanvalo.
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Bizonyit as
1.&2. Lattuk.
2.<3. Szorozzuk meg a gN = Ngegyenléség mindkét oldalat balrol g1
zel.
3.=-4. nyilvanvalo.
4.-bdl kdvetkezik, hogy g"*NgC N, valamint, hogy gNg* C N. Ez utobbi
tartalmazasi relaciot jobbrol g-vel, balrol g=1-zel szorozva N C g~ *NgHt
kapjuk, amibol kdvetkezik 3.
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Faktorcsoport

Legyen N<G, g,h € G. Mivel g7'Ng= N és NN = N, NgNh=
Ngg !Ngh= Ngh azaz egy normalosztd két mellékosztalyanak szor-
zata megegyezik egy harmadik mellékosztallyal.
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Faktorcsoport
Legyen N<G, g,h € G. Mivel g7'Ng= N és NN = N, NgNh=
Ngg !Ngh= Ngh azaz egy normalosztd két mellékosztalyanak szor-
zata megegyezik egy harmadik mellékosztallyal.
N (Ng) = (Ng)N = Ng= maga a normalosztd egységelemként visel-
kedik.
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Faktorcsoport

Legyen N<G, g,h € G. Mivel g7'Ng= N és NN = N, NgNh=
Ngg !Ngh= Ngh azaz egy normalosztd két mellékosztalyanak szor-
zata megegyezik egy harmadik mellékosztallyal.
N (Ng) = (Ng)N = Ng= maga a normalosztd egységelemként visel-
kedik.
Ng *Ng= NN = N,= az 0j miveletre nézve minden mellékosztalynak
van inverze.



(a-b)-c=a-(b-c)dJec GVac G: a-e=e-a=avVacGlad cG:a-ad =d-a=e

Faktorcsoport

Legyen N<G, g,h € G. Mivel g7'Ng= N és NN = N, NgNh=
Ngg !Ngh= Ngh azaz egy normalosztd két mellékosztalyanak szor-
zata megegyezik egy harmadik mellékosztallyal.
N (Ng) = (Ng)N = Ng= maga a normalosztd egységelemként visel-
kedik.
Ng *Ng= NN = N,= az 0j miveletre nézve minden mellékosztalynak
van inverze.
Tehat egy normalosztd szerinti mellekosztalyok csoportot alkotnak a
részhalmaz-szorzasra, mint mdveletre.

16. Definici 6. Ezt a csoportot a G csoport N normalosztbja szerinti
faktorcsoportjanak nevezzik, G/N-nel jeldljuk. Elemszama megegye-
zik az N szerinti mellékosztalyok szamaval, vagyis N indexével, azaz

G/N|=|G:N]|.
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Abel-csoport minden faktorcsoportja kommutativ, ciklikus csoport minden
faktorcsoportja ciklikus,
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Abel-csoport minden faktorcsoportja kommutativ, ciklikus csoport minden

faktorcsoportja ciklikus,
NXy= NyXx
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Abel-csoport minden faktorcsoportja kommutativ, ciklikus csoport minden
faktorcsoportja ciklikus,
NXy= NyXx
G=(a)—
G/N = (Na).

Eqgy faktorcsoport rendje osztdja a csoport rendjének.
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Homomorfizmus
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Homomorfizmus

17. Definici 6. Legyenek G1, Gy csoportok. A @: G; — G, leképezést
homomorfizmusnak nevezzik, ha @ értelmezve van G; minden elemén
és mlivelettartd, azaz tetszéleges a,b € G; esetén

@(ab) = @(a)@(b).
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Példak

1. Legyen G; = Gy, @ a helybenhagyas.
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Példak

1. Legyen G; = Gy, @ a helybenhagyas.

2. Legyen Gy = (C,+), Gy, = (R,+), azaz a komplex illetve valos
szamok additiv csoportja. Legyen

¢: C—R
a+bl— a,
vagyis rendeljuk hozza minden szamhoz a val0s részét. Ez a

leképezés homomorfizmus, hiszen amikor komplex szamokat dssze-
adunk, a valos részek 6sszeadodnak.
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3. Jeldlie GL(N,R) az n x n-es valds elem( invertalhatd matrixok cso-
portjat a matrixszorzasra nézve. Legyen

¢: GL(n,R) — (R—{0},")
A — det(A),

A determinansok szorzastétele alapjan ez homomorfizmus.
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Mag, kép
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Mag, kép

18. Definici 6. Legyen @: G; — Gy homomorfizmus. Azon Gj-beli ele-
mek halmazat, amelyek képe 1g, (vagyis a Go-beli egységelem) a
leképezés magjanak nevezzik és Ker(@)-vel jeloljuk. Azon Gy-beli
elemek halmazat, amelyek el6allnak egy Gj-beli elem képeként, a
leképezés kepének nevezzik és Im (@)-vel jeldljuk.
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Mag, kép

18. Definici 6. Legyen @: G; — Gy homomorfizmus. Azon Gj-beli ele-
mek halmazat, amelyek képe 1g, (vagyis a Go-beli egységelem) a
leképezés magjanak nevezzik és Ker(@)-vel jeloljuk. Azon Gy-beli
elemek halmazat, amelyek el6allnak egy Gj-beli elem képeként, a
leképezés kepének nevezzik és Im (@)-vel jeldljuk.

Ker(@) ={9€G1| @(9) =1c,},
Im(@) ={ge G| ZheG: o¢(h)=g}.
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19. Allit 4s. Homomorfizmusnal egységelem képe egységelem, inverz
képe a kép inverze, a kép részcsoport, a mag normaloszto:
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Bizonyit as
TetszOleges g € Gy-re

?(1le,) @(9) = 9(16,9) = 0(9),
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Bizonyit as
TetszOleges g € Gy-re

?(1le,) @(9) = 9(16,9) = 0(9),

:>(p(1(;1) = 162-
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Bizonyit as
TetszOleges g € Gy-re

?(1le,) @(9) = 9(16,9) = 0(9),
—=0(1g,) = 1g,.

(@) e(g ) =0(gg ) = 0(ls,) = 1o,
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Bizonyit as
TetszOleges g € Gy-re

?(1le,) @(9) = 9(16,9) = 0(9),
:>([)(1(;1) — 162-
(@) e(g ) =0(gg ) = 0(ls,) = 1o,

= 0(g) =0(9)
Legyen @(d1) = hy, ©(g2) = ho. Ekkor

hihy = @(91) ®(92) = @(9192) € Im (@),

azaz Im(@) < Gy, mivel azt mar korabban lattuk, hogy egy elemmel
egyltt az inverze is benne van a képben.
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(a-b)-c=a-(b-c)dJec GVac G: a-e=e-a=avVacGlad cG:a-ad =d-a=e

Legyen @(01) = ®(02) = 1, Ekkor
?(0192) = ©(91) ¢(92) = 1,

®(g; ") € Ker (),
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Legyen @(01) = ®(02) = 1, Ekkor
?(0192) = ©(91) ¢(92) = 1,

(P(gil) € Ker (@),— Ker (@) < G;.
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Legyen @®(01) = @(02) = 1, Ekkor
?(9102) = 9(91) 9(G2) = Ly,
@(g[l) € Ker (),—> Ker (@) < G;. Legyen h € G;. Ekkor
o(hgh) =(h™) @(g)e(h) = ¢(h ™) 16,0(h) = 1c,,

tehat Ker () normaloszto is.
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Természetes homomorfizmus
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Természetes homomorfizmus

Homomorfizmus < Normaloszto
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Természetes homomorfizmus

Homomorfizmus < Normaloszto

20. Allit 4s. Legyen N < G. Ekkor a

¢: G— G/N
g— Ng
leképezés homomorfizmus. A homomorfizmus magja N, képe G/N. Ezt

a leképezést G-nek G/N-re vald természetes homomorfizmusanak ne-
vezzuk.
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Homomorfizmust étel
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Homomorfizmust étel

21. Tétel (homomorfizmust étel). Legyen @: G; — G, homomorfiz-
mus. Ekkor

Gy /Ker (@) =~ Im ().
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Homomorfizmust étel

21. Tétel (homomorfizmust étel). Legyen @: G; — G, homomorfiz-
mus. Ekkor

Gy /Ker (@) =~ Im ().

Emlékezziink a dimenzio tételre!



(a-b)-c=a-(b-c)dJec GVac G: a-e=e-a=aVacGiad cG:a-ad =d-a=e

G & .
¢
Im@
o9
CYoe)
__Ker@

=) 1(32
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Bizonyit as
G: Im (@) — Gi/Ker (@), 0(9(g)) = Ker (9) 9
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Bizonyit as

o: Im(@) — Gy/Ker(9), 0(9(g)) = Ker (¢) g
O izomorfizmus: 1. Legyen g € Im (@) tetsz6leges, X € G; olyan, hogy

®(x) =0, he Ker(9).



(a-b)-c=a-(b-c)dJec GVac G: a-e=e-a=avVacGlad cG:a-ad =d-a=e

Bizonyit as

o: Im(@) — Gy/Ker(9), 0(9(g)) = Ker (¢) g
O izomorfizmus: 1. Legyen g € Im (@) tetsz6leges, X € G; olyan, hogy

@(X) = g, h € Ker (9).== @(h) = 1g, miatt @(xh) = @(X) @(h) =g,
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Bizonyit as
o Im (@) — Gy/Ker (@), 0(9(g)) = Ker (@) g
O izomorfizmus: 1. Legyen g € Im (@) tetsz6leges, X € G; olyan, hogy
¢(X) = 9, he Ker(@).— @(h) = 1g, miatt ¢(xh) = ¢(x) @(h) = g9, =
@ leképezésnél a Ker (@) X mellékosztaly minden eleme ugyanabba az
elembe, g-be kepzodik.
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Bizonyit as
o: Im(@) — Gy/Ker(9), 0(9(g)) = Ker (¢) g

O izomorfizmus: 1. Legyen g € Im (@) tetsz6leges, X € G; olyan, hogy
®(X) = g, h € Ker (¢).= @(h) = 1g, miatt ¢(xh) = @(x) @(h) = g, =
@ leképezésnél a Ker (@) X mellékosztaly minden eleme ugyanabba az
elembe, g-be kepzodik.

2. o(y) =9= @(yx ') =0(y)9(x ') =99 ' = 1, azaz yx ' =
k € Ker(@), ¥ = kx azaz y benne van az X szerinti (jobboldali)
mellékosztalyban,



(a-b)-c=a-(b-c)dJec GVac G: a-e=e-a=avVacGlad cG:a-ad =d-a=e

Bizonyit as
o Im (@) — Gy/Ker (@), 0(9(g)) = Ker (@) g

O izomorfizmus: 1. Legyen g € Im (@) tetsz6leges, X € G; olyan, hogy
¢(X) = 9, he Ker(@).— @(h) = 1g, miatt ¢(xh) = ¢(x) @(h) = g9, =
@ leképezésnél a Ker (@) X mellékosztaly minden eleme ugyanabba az
elembe, g-be kepzodik.

2. 9(y) =g= @(yx ') =0(y)@(x ') =99 * = lg,, azaz yx ' =
k € Ker(@), ¥ = kx azaz y benne van az X szerinti (jobboldali)
mellékosztalyban,—> Im (@) tetszbéleges elemébe Ker (@) egyetlen
mellékosztalya képzodik le.
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Bizonyit as
o Im (@) — Gy/Ker (@), 0(9(g)) = Ker (@) g

O izomorfizmus: 1. Legyen g € Im (@) tetsz6leges, X € G; olyan, hogy
¢(X) = 9, he Ker(@).— @(h) = 1g, miatt ¢(xh) = ¢(x) @(h) = g9, =
@ leképezésnél a Ker (@) X mellékosztaly minden eleme ugyanabba az
elembe, g-be kepzodik.

2. () =9= o(yx ') =0(y)o(x ') =99 = lg,, azaz yx ' =
k € Ker(@), ¥ = kx azaz y benne van az X szerinti (jobboldali)
mellékosztalyban,—> Im (@) tetszbéleges elemébe Ker (@) egyetlen
mellékosztalya képzodik le.=—- Tehat 0 kbdlcsdnodsen egyértelmd.
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Bizonyit as

o Im (@) — Gy/Ker (@), 0(9(g)) = Ker (@) g
O izomorfizmus: 1. Legyen g € Im (@) tetsz6leges, X € G; olyan, hogy
¢(X) = 9, he Ker(@).— @(h) = 1g, miatt ¢(xh) = ¢(x) @(h) = g9, =
@ leképezésnél a Ker (@) X mellékosztaly minden eleme ugyanabba az
elembe, g-be kepzodik.
2. oY) =9= 0(yx') =0(y)o(x ') =99 " = 1g,, azaz yx * =
k € Ker(@), ¥ = kx azaz y benne van az X szerinti (jobboldali)
mellékosztalyban,—> Im (@) tetszbéleges elemébe Ker (@) egyetlen
mellékosztalya képzodik le.=—- Tehat 0 kbdlcsdnodsen egyértelmd.
3. 0 movelettartd: Legyen ugyanis o (X) = Ker(@)x o(y) =
Ker (@)y.—= @(x) =X @(y) =Y, ezért g(xy) = @(x) @(y) = Xy, =
0 (XY) = XyKer (@) = xKer (@) yKer (¢) = 0 (X) (),
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Bizonyit as

o: Im (@) — Gi/Ker(¢), 0(9(9)) = Ker (¢) g
O izomorfizmus: 1. Legyen g € Im (@) tetsz6leges, X € G; olyan, hogy
®(x) =g, h € Ker (9).= @(h) = 15, miatt @(xh) = @(X) p(h) =g, =
@ leképezésnél a Ker (@) X mellékosztaly minden eleme ugyanabba az
elembe, g-be kepzodik.
2. o(y) =g= @(yx') =0(y)o(x?) =gg ' =1g, azaz yx ' =
k € Ker(@), ¥ = kx azaz y benne van az X szerinti (jobboldali)
mellékosztalyban,—> Im (@) tetszbéleges elemébe Ker (@) egyetlen
mellékosztalya képzodik le.— Tehat 0 kdlcsondsen egyértelmd.
3. 0 mivelettartd: Legyen ugyanis 0(X) = Ker(@)x a(y) =
Ker (@) y.== @(X) = X @(y) =Y, ezért @(xy) = @(X) @(y) = XY, =
0 (XY') = xyKer (@) = xKer (@) yKer (@) = o (X))o (y'), = 0 izomorfiz-
mus.
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Példak
Im (@) ~ G/Ker (@) miatt |G| = |[Im (@) ||Ker (@) |, tehat |Im (@) | osztja
1G|-t.
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Példak
Im (@) ~ G/Ker (@) miatt |G| = |[Im (@) ||Ker (@) |, tehat |Im (@) | osztja
1G|-t.

1. Tetsz6leges G csoportra G/{1} ~ G.
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Példak
Im (@) ~ G/Ker (@) miatt |G| = |[Im (@) ||Ker (@) |, tehat |Im (@) | osztja
1G|-t.

1. Tetsz6leges G csoportra G/{1} ~ G.

2. (C,+)/i(R,4+) ~ (R,+), hisz itt a 0-ba a tiszta képzetes szamok
kepzodnek.
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Példak
Im (@) ~ G/Ker (@) miatt |G| = [Im (@) |[Ker (¢)
1G|-t.

, tehat |Im (@) | osztja

1. Tetsz6leges G csoportra G/{1} ~ G.

N

(C,+) /i (R,+) ~ (R,+), hisz itt a 0-ba a tiszta képzetes szamok
kepzodnek.

3. A 3. példaban a mag az 1 determinanst matrixokbol (SL(n,R)) all,
azaz SL(n,R)<GL(n,R) és GL(n,R) /SL(n,R) ~ (R \ {0},").
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Permut aciocsoportok
N elem 0sszes permutacidja csoportot alkot a kompoziciora, mint

mlveletre. Ezt §, jeldli.
1 2 ... n
11 lo ... Ip
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Permut aciocsoportok
N elem 0sszes permutacidja csoportot alkot a kompoziciora, mint

mlveletre. Ezt §, jeldli.
1 2 ... n
11 1o ... 1p
Permutaciok szorzasa:

1234\(1234\ (1234
1342)\3142) \3421)
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Permut aciocsoportok
N elem 0sszes permutacidja csoportot alkot a kompoziciora, mint

mlveletre. Ezt §, jeldli.
1 2 ... n
11 1o ... 1p
Permutaciok szorzasa:
1 2 3 4 1 23 4\ /(1
1 3 4 2 3142) \3 421

Nem kommutativ:

1234\/1234\ (1234
3142)\1342) \4a123)

N
w
NN
N—
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Ciklus
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Ciklus

22. Definici 6. Az (iy,lp,...,Ik) ciklus, ahol i, iy,..., Ik kilonbdzbek, azt
a 0 permutaciot jeloli, amelynél i1 Io-be, 15 13-ba, 1x_1 Ix-ba, Ik pedig 11-be
képzodik, a tébbi elem helyben marad.

. . 1 1o ... Ik
(Ig,02,..., k) =1{ .7 . .
> I3 ... I1
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Ciklus

22. Definici 6. Az (iy,lp,...,Ik) ciklus, ahol i, iy,..., Ik kilonbdzbek, azt
a 0 permutaciot jeloli, amelynél i1 Io-be, 15 13-ba, 1x_1 Ix-ba, Ik pedig 11-be
képzodik, a tébbi elem helyben marad.

. . 1 1o ... Ik
(Ig,02,..., k) =1{ .7 . .
> I3 ... I1

A permutacional helyben maradd elemeket fixpontoknak nevezzik. A
.kettes” ciklusokat ((i, j), I # |) transzpozicionak nevezzik.
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Ciklusokra bont as
Diszjunkt ciklusok felcserélhetbek, hiszen kilonb6z6 elemeket moz-
gatnak.

23. Allit 4s. Minden permutacio el6all diszjunkt ciklusok szorzataként. Ez
a feliras sorrendtdl eltekintve egyértelmd.



(a-b)-c=a-(b-c)dJec GVac G: a-e=e-a=avVacGlad cG:a-ad =d-a=e

Ciklusokra bont as
Diszjunkt ciklusok felcserélhetbek, hiszen kilonb6z6 elemeket moz-
gatnak.

23. Allit 4s. Minden permutacio el6all diszjunkt ciklusok szorzataként. Ez
a feliras sorrendtdl eltekintve egyértelmd.

Példaul

0:<i é > : X 2)2(1476)(23)(5).

A fixpontok (egy hosszU ciklusok) a ciklikus felirasnal elhagyhatok. Ekkor
0= (1476(23).
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S, gener alasa

24. Tétel. Az (1,2), (1,3), ..., (1,n) transzpoziciok generaljak S-et.

BIZONYITAS (iq,l2,...,Ik) = (i1,i2) (i1,13) ... (i1,1k), azaz minden ciklus
(igy minden permutacio) felirhatd transzpoziciok szorzataként.
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S, gener alasa

24. Tétel. Az (1,2), (1,3), ..., (1,n) transzpoziciok generaljak S-et.

BIZONYITAS (iq,l2,...,Ik) = (i1,i2) (i1,13) ... (i1,1k), azaz minden ciklus
(igy minden permutacio) felirhatd transzpoziciok szorzataként. (i, |) =

(L)L, ))(1)
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S, gener alasa

24. Tétel. Az (1,2), (1,3), ..., (1,n) transzpoziciok generaljak S-et.

BIZONYITAS (iq,l2,...,Ik) = (i1,i2) (i1,13) ... (i1,1k), azaz minden ciklus
(igy minden permutacio) felirhatd transzpoziciok szorzataként. (i, |) =

(1,D)(1, ))(L,1)
25. Tetel. Syv=((1,2,...,n),(1,2)).

BIZONYiTAS (2,...,n)(1,2) = (1,2,...,n) és (2,...,n) *1(1,2) (2,....n)"
(1,k)
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, Paros permut aciok — altern ald csoport ,
Paros permutaciok szorzata is paros.— A, < §,, ahol A, =Paros

permutaciok.
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, Paros permut aciok — altern ald csoport ,
Paros permutaciok szorzata is paros.— A, < §,, ahol A, =Paros

permutaciok.

26. Tétel. An< Sy, |Sh 1 An| = 2, azaz a paros permutaciok normalosztot
alkotnak $,-ben, ennek indexe 2, igy ugyanannyi paros permutacio van,
mint paratlan.




(a-b)-c=a-(b-c)dJec GVac G: a-e=e-a=avVacGlad cG:a-ad =d-a=e

, Paros permut aciok — altern ald csoport ,
Paros permutaciok szorzata is paros.— A, < §,, ahol A, =Paros

permutaciok.

26. Tétel. An< Sy, |Sh 1 An| = 2, azaz a paros permutaciok normalosztot
alkotnak $,-ben, ennek indexe 2, igy ugyanannyi paros permutacio van,
mint paratlan.

BiZONYITAS Tekintsik a

PS5 —C
1 ha Ttparos
m— ,
a ha Ttparatlan

leképezést.



