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elda: G

Dyl 1 f f2 35 3 tb, t3 ty
111 f f2 f3 t; t, t3 ft4
flf f2 f3 1 t, t1 to t3
f21f2 f3 1 f t3 t, t; t
f31f3 1 f f2 tb t3 t4 1
ty |ty to t3 t, 1 f f2 f3
bt t3 t, t4 2 1 f f2
t3|ts t, t; to f2 3 1 f
thlta t1 b tg f f2 3 1
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Gyurak



Gyurdk ura



77 77

Gydrudk

4. Definici 6. Az Rhalmaz a + és - miveletekkel gy(rQ, ha



77 77

Gydrudk

4. Definici 6. Az Rhalmaz a + és - miveletekkel gy(rQ, ha

1. (R,+) Abel csoport;



77 77

Gydrudk

4. Definici 6. Az Rhalmaz a + és - miveletekkel gy(rQ, ha

1. (R,+) Abel csoport;

2. (R, -) félcsoport;



77 77

Gydrudk

4. Definici 6. Az Rhalmaz a + és - miveletekkel gy(rQ, ha
1. (R,+) Abel csoport;
2. (R, -) félcsoport;

3. (a+b)-c=a-c+b-c Vab,ceResetén;



77 77

Gydrudk

4. Definici 6. Az Rhalmaz a + és - miveletekkel gy(rQ, ha
1. (R,+) Abel csoport;

2. (R, -) félcsoport;

3. (a+b)-c=a-c+b-c Vab,ceResetén;

4. c-(a+b)=c-a+c-b Vab,cecResetén.
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vezzuk.

Ha a szorzas is kommutativ, kommutativ gydrdrol, ha van a szorzasra
nézve egységelem, egysegelemes gydrlrol beszeélink.

A + egységelemeét nullelemnek nevezziik és 0-val jeloljik.

Egy a Rbeli elem +-ra vonatkozo inverzét ellentettnek hivjuk, és —a-
val jeloljuk. Az a— b = a+ (—b) miveletet kivonasnak nevezziik.
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5. Allitas. Legyen Rgydri, a,be R
1. a nullelem és az ellentett egyértelm@; 2. 0a=a0=0;

3. (—a)b=—ab 4. (—a)(—b) =ab.

BizONYITAS 1.: R Abel-csoport az 6sszeadasra.

2.: Adjuk a0 = a(0+ 0) = a0+ a0 mindkét oldalahoz a0 inverzét.
3.ab+(—a)b=(a—a)b=0b=0.

4.: 3. alapjan (—a) (—b) = — (a(—b)) = — (—ab) = ab.
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gy(irikben az a4+ a = 0 egyenl6ség is teljesiil.

7. A komplex (valos, racionalis, egész) egyutthatos polinomok gydrit al-
kotnak a polinomdsszeadasra és szorzasra. Jelolése C|x| (R|[x], Q[X],
Z|X]).



5. Az n X n-es komplex (valos, racionalis, egész) matrixok egységelemes
nemkommutativ gy(r(t alkotnak a matrixdsszeadasra €s matrixszorzasra.
Az egységelem az egysegmatrix.

6. Egy H halmaz részhalmazai az
A+B=(AUB)\ (ANB) éesAB=ANB

muveletekre kommutativ gydrit alkotnak. A nullelem az tres halmaz,
az egységelem maga a H. Tetszéleges a € Resetén a’ = a. Az ezzel a
tulajdonsaggal rendelkezo gy(r(it Boole-gy(rlinek nevezzik. Az ilyen
gy(irikben az a4+ a = 0 egyenl6ség is teljesiil.

7. A komplex (valos, racionalis, egész) egyutthatos polinomok gydrit al-
kotnak a polinomdsszeadasra és szorzasra. Jelolése C|x| (R|[x], Q[X],
Z|X]).
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8. Az a+Db-1, a,b € Z alakl komplex szamok alkotjak a Gauss-egészek
gydrdjét. Ebben is van egyértelm( primtényezos felbontas.

2= (1+i)(1—i))
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Nulloszt Ok

6. Definici 6. Legyen R gy(ri. Az 0 = a € R elemet jobboldali (baloldali)
nullosztonak nevezziik, ha van hozza 0 # b € R, hogy ab= 0 (ba= 0).

Van baloldali nulloszto <= van jobboldali is.

7. Definici 6. Az R gy(r(t nullosztomentesnek nevezzik, ha nincs benne
nullosztd. A kommutativ nullosztomentes gy(r( neve integritasi tar-
tomany.
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Példak
1. Az egész szamok, a paros szamok gydr(je integritasi tartomany.

2. Zg-ban 2-3=0, ezért a 2 illetve a 3 nullosztok.

3. Egy n x n-es A matrix baloldali nulloszt6, ha az AB = 0O
matrixegyenletnek van 0-tol kiilonb6z0 megoldasa, ami ekvivalens az-
zal, hogy az AX= Olinearis egyenletrendszernek van nemtrivialis meg-
oldasa, azaz, ha A nem invertalhatd. Ugyanezzel ekvivalens az, hogy
A jobboldali nulloszté.



Példak
. Az egész szamok, a paros szamok gy(rdje integritasi tartomany.

. Zg-ban 2-3=0, ezért a 2 illetve a 3 nullosztok.

. Egy N x n-es A matrix baloldali nullosztd, ha az AB = 0
matrixegyenletnek van 0-tol kiilonb6z0 megoldasa, ami ekvivalens az-
zal, hogy az AX= Olinearis egyenletrendszernek van nemtrivialis meg-
oldasa, azaz, ha A nem invertalhatd. Ugyanezzel ekvivalens az, hogy
A jobboldali nulloszté.

. A H halmaz részhalmazaiaz A+ B = (AUB)\ (ANB) és AB=ANB
miiveletek esetén tartalmaz nullosztot. A(H \ A) = 0O, mivel AN (H \
A =0
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Részgydrik
Egy R gylir(i részgy(irije az R, ha részstruktiraja.

8. Allitas. Legyen R gy(lrid. Az R C R halmaz R részgyiirije, ha zart a
muveletekre eés minden elemmel egyditt benne van annak ellentettje is.

Példak

1. Az egész szamok részgydurQjét alkotjak az m-mel oszthato egész
szamok. De Zn, nem!

2. A racionalis szamok részgy(rQje a valos, a valos szamok részgy(rdje
a komplex szamok gy(rQjének.



77 77

Részgydrik
Egy R gylir(i részgy(irije az R, ha részstruktiraja.

8. Allitas. Legyen R gy(lrid. Az R C R halmaz R részgyiirije, ha zart a
muveletekre eés minden elemmel egyditt benne van annak ellentettje is.

Példak

1. Az egész szamok részgydurQjét alkotjak az m-mel oszthato egész
szamok. De Zn, nem!

2. A racionalis szamok részgy(rQje a valos, a valos szamok részgy(rdje
a komplex szamok gy(rQjének.

3. Az n x n-es komplex (valbs, racionalis, egész) matrixok részgydrdjét
alkotjak azon matrixok, amelyeknek az utols6 sora és utols6 oszlopa O.
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9. Allitas. Z minden {0}-tol killonb6z6 részgydiriije az (1) példaban leirt
modon kaphato.

BizoNYiTAS Legyen R < Z. Ekkor (R, +) < (Z,+), mint csoportok.

(Z,4) ciklikus csoport (a végtelen ciklikus csoport), igy minden
réscsoportja is ciklikus.



9. Allitas. Z minden {0}-tol killonb6z6 részgydiriije az (1) példaban leirt

modon kaphato.

BizoNYiTAS Legyen R < Z. Ekkor (R, +) < (Z,+), mint csoportok.
(Z,4) ciklikus csoport (a végtelen ciklikus csoport), igy minden

réscsoportja is ciklikus.
Tehat (R,+) = (M), azaz R pont az mtobbszoroseibdl all.
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Testek

10. Definici 6. Egy R egységelemes gy(ir(it ferdetestnek hivunk, ha a
szorzasra nézve is van inverz, azaz V 0 # a € R-hez Ja € R, hogy
ad = 1. Egy ferdetestet testnek neveziink, ha a szorzas kommutativ.

Azaz Rtest, ha R\ {0} Abel-csoport a szorzasra nézve.

11. Allit &s. Minden ferdetest nullosztomentes.

BizoNYiTAS Legyen K ferdetest, a,b € K, ab = 0.Balrol a -gyel szo-
rozva b = 0.
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Példak

1. Aracionalis, a valos illetve a komplex szamok (Q, R, C) testet alkotnak
a szokasos miveletekre.

2. A modulo 2 maradékosztalyok testet alkotnak aa maradékosztalyok
Osszeadasa és szorzasa m(veletekre. Az 1-nek (my-nek) van inverze:
1-1= 1 miatt az 1 inverze 6nmaga.

3. A modulo 5 maradékosztalyok testet alkothak a maradékosztaly
mdveletekre. Elég leellenorizni, hogy az 1,2,3,4 elemeknek van-e in-
verze. 1-1=1,2-3=6=1,4-4=16= 1 miatt az 1 és a 4 inverze
onmaga, a 2-€ a 3.
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4. Az ( 5 a) alaku valos matrixok testet alkothak a matrixmaveletekre.



a b , o L,
4. Az ( b a ) alaku valos matrixok testet alkothak a matrixmaveletekre.
a b

Ez izomorf C-vel: ¢ ( h a) = a4+ b-1izomorfizmus.



a b , o L,
4. Az ( b a ) alaku valos matrixok testet alkothak a matrixmaveletekre.
a b

Ez izomorf C-vel: ¢ ( h a) = a4+ b-1izomorfizmus.

5. Avalos szamtest feletti racionalis tortfiiggvények halmaza, R(X), testet
alkot a szokasos muveletekre, azaz

[ p(x)
R(x) = {W

p(x).q(X) € X, q(x) % o}

test, ahol
P1(X) | P2(X) _ P1(X)0(X) + P2(X)a(X)
di(X)  O2(x) d1(X)d2(X) |
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valamint

P1(X) P2(X)
0 (X)G2(X)

P1(X) P2(X)
du(X) 02(X)



valamint

6. Legyen d négyzetmentes szam, azaz b = pip2--- Pk, ahol a pj-
k kilénbozéek. Q (\ﬂ) = {a+bvd | abc Q} test a szokasos

miveletekre. Q (\ﬂ) gy(rd.



valamint

. Legyen d négyzetmentes szam, azaz b = pipo--- Pk, ahol a [-
k kilénbozéek. Q (\ﬂ) = {a+bvd | abc Q} test a szokasos

maveletekre. Q ( v/d ) gy(rd. (a+bvd a—bvd — 1 =— vaninverz
a’+db?

minden nem nulla szamra. (a2 + db? # 0!
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Kvaterni Ok ferdeteste
Tekintsilk az a+ bi + ¢cj + dk alakl ,,szamokat”, ahol a,b,c,d € R,
ic=j°=k?=—-1lij=k jk=iki=]j,ji = -k kj=—i,ki=—],
0sszeg koordinatanként, szozat a disztributitas alapjan:



Kvaterni ok ferdeteste

Tekintsilk az a+ bi + ¢cj + dk alakl ,,szamokat”, ahol a,b,c,d € R,
ic=j°=k?=—-1lij=k jk=iki=]j,ji = -k kj=—i,ki=—],
0sszeg koordinatanként, szozat a disztributitas alapjan:

(a1 4 bai + C1j + 1K) + (ap+ boi + Coj + k) =
(a1 +ap) + (b +1p) i+ (C1+Cp) j + (di +do) K



Kvaterni ok ferdeteste

Tekintsilk az a+ bi + ¢cj + dk alakl ,,szamokat”, ahol a,b,c,d € R,
ic=j°=k?=—-1lij=k jk=iki=]j,ji = -k kj=—i,ki=—],
0sszeg koordinatanként, szozat a disztributitas alapjan:

(a1 4 bai + C1j + 1K) + (ap+ boi + Coj + k) =
(a1 +ap) + (b +1p) i+ (C1+Cp) j + (di +do) K

(a1 + byl 4 €1 ) + dik) (az + boi + Co] + dok) =
(a1a2 — bbby, — c10 — dldz) + (a1b2 + aoby + c1ds — Czdl) | 4
+ (81C2 + @xC1 + diby — doby) j 4 (a1d2 + @xd; + biCr — bocy) k.
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Konjug alt, norma

atbitcjtdk=a—bi—cj—dk és
la+bi+cj+dk*= (a+bi+cj+dk) (a+bi+cj+dk) =a*+b°+c*+d




Konjug alt, norma

atbitcjtdk=a—bi—cj—dk és
la+bi+cj+dk*= (a+bi+cj+dk) (a+bi+cj+dk) =a*+b°+c*+d
Ha k £ O kvaternio, akkor k-k/|k|? = 1.




Konjug alt, norma

arbitcjtdk—a—bi—cj—dk és
la+bi+cj+dk*= (a+bi+cj+dk) (a+bi+cj+dk) =a*+b°+c*+d
Ha k £ O kvaternio, akkor k- k/|k|?> = 1.== van inverz, azaz ferdetest.




Konjug alt, norma

a+bi+cj+dk=a—bi—cj—dk és
la+bi+cj+dk*= (a+bi+cj+dk) (a+bi+cj+dk) =a*+b°+c*+d
Ha k # O kvaternio, akkor k- k/|k|? = 1.== van inverz, azaz ferdetest. A
kvaterniok valbban nem test, hisz 1] # |i.
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Megh 6kkent 0 tények

Nem igaz, hogy (& +B)? = a®+2aB+p* (i+j)*= (i+])(i+]) =
PHij+ji+j°P=—-1+k—k—1=—-2#£i>4+2ij+j?=—-2+2K
Az X?+ 1 polinomnak végtelen sok gydke van! Gydke minden bi+cj+dk
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Megh 6kkent 0 tények

Nem igaz, hogy (00 +B)2=a?4+2aB+B2 (i+j)2=(i+j)(i+]) =
PHij+ji+j°2=—1+k—k—1=—-2#i>+2ij+j>?=-2+2k
Az X?+ 1 polinomnak végtelen sok gydke van! Gydke minden bi+cj+dk
alakd szam, ahol b*+c¢? 4 d? = 1.
X4+ 1= (X+i)(X—=i) = (X+ ) (x—=]j) = (X+K)(x—=Kk) = (x41t) (x+1),
ahol t gyoke a polinomnak.



Megh 6kkent 0 tények

Nem igaz, hogy (0 +B)? = a®+-20B+ B (i+)? = (i+j)(i+]) =
PHij+ji+j2=—-14+k—Kk—1=—-2#?+2ij+j’=—-24+2K
Az X?+ 1 polinomnak végtelen sok gydke van! Gydke minden bi+cj+dk
alakd szam, ahol b*+c¢? 4 d? = 1.
Xt 1l=(x+i)(x—=1) = (x+])(x—j) = X+ k) (x—=K) = (x+1) (x+1),
ahol t gyoke a polinomnak. Ugyanakkor: I-t helyettesitve az els harom
felbontasba: i+ 1= (i+i)(i—i)=0, (i+])(i—j)=—2k (i+Kk)(i —
K) = 2]
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Van még egyéb olyan (ferde) test, aminek résztestje a valos szamtest?



Frobenius t étel

Az a+ bi (a+ bj, a+ bk) alak( szamok a komplex szamokkal izomorf
résztestjét alkotjak a kvaternioknak.
Van még egyeb olyan (ferde) test, aminek résztestje a valos szamtest?

12. Tétel. Legyen K a valbés szamokat tartalmazo ferdetest. Ekkor K
izomorf a komplex szamok vagy a kvaterniok valamelyikével.
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ae— a—> tetszdleges b € R-re bae= ba— a kommutativitas szerint
abe=ab, a(be— b) = 0. Nullosztbmentes és a = 0—> be— b =0, azaz
b = be— eegységelem.

Az ag;, elemek kozt szerepel e is, azaz a-nak van inverze.
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Zim

14. Allit &s. Zm pontosan akkor test, ha m prim.

BIZONYIiTAS Zp, akkor nullosztobmentes, ha a,b € Z, esetén ab = 0-bol
a= 0vagy b= 0 kovetkezik, azaz m| abesetén m| avagy m| b. Ez pont
a primtulajdonsag.

A Zp gylrat, ha mint testre gondolunk ra, I p-vel is jeloljik.
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Primtestek

15. Definici 6. Egy testet primtestnek nevezink, ha nincs valodi
részteste.

16. Tétel. Minden test tartalmaz primtestet. Q és I, primtestek. Mas
primtest nincs.

BizONYiITAS LegyenK atest. 1e K—1+1,1+1+1,...,14+---4+1€
K.
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1. 0=1+---+ 1.— A sorozat elemei ekkor éppen a Zy gydrt alkotjak.

k—szor
De mivel a test nullosztomentes, K csak egy p primszam lehet, azaz

Fp,<K.

2. A sorozatban nem szerepel a 0; Ekkor a test tartalmazza a
természetes szamokat. Mivel minden szammal az ellentettje is benne
van, a test tartalmazza az egészeket, €s a multiplikativ inverz létezése
miatt barmely két elem hanyadosat, igy Q-t is.

Tehat minden test tartalmazza I ,-t vagy (Q-t, mas primtest nincs.
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Veéges test elemsz ama

17. Tétel. Legyen K véges test. Ekkor K elemszama primhatvany.

BizOoNYiTAS Van olyan p, hogy [, < K. K vektortér [, folott. Le-
gyen €1,€,...,6, a K vektortér bazisa Iy felett. Ekkor minden elem

egyértelmien eloall
n

T aig  (0jeFp)
i=1
alakban. Ezért a test elemszama p".
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