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Grafok és matrixok
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Szomszédsagi matrix

npontl G graf esetén nx rres A(G)=(a,) matrix.
[0, ha az/ - ik és j - ik pont nem szomszédos

a; = %‘(, haaz/-ik és j - ik pont kéz6tt & darab parhuzamos él halad
0
H,ha/=j ésaz/-ik ponthoz / darab hurokél illeszkedik

Az A(G) matrix a G graf szomszédsagi matrixa.

Ha Giranyitatlan graf, akkor A(G) szimmetrikus matrix.

Ha G iranyitott graf, akkor a; az /kezdGpontu j végpontd élek
szama. Ekkor A(G) nem feltétleniil szimmetrikus matrix.
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Legyen A=A(G). Ekkor A?=(c;) esetén C;; = Z i« B
=1"

ennyi él megy Abdl k-ba |

|ennyi él megy A-bdl fbe |

Ha Gegyszer(i irdnyitatlan graf, akkor A(G)? diagonalis elemei
pont az egyes pontok fokszamai.

Ha Gnem tartalmaz hurokéleket, akkor 4 G)* diagondlis
elemeinek Gsszege a G-ben talalhaté 3 hossz( kérok hatszorosa.

y/ )
Tehat a; a;; az /-b8l fbe a k-n atmend 2 hossz(i sétak szama. / j 4
Azaz. c;az /-b8l fbe mend &sszes 2 hosszli sétak szama. 2 3
Allitas Js
Legyen A=A(G). Ekkor A'=(m,) esetén my;az /bdl fbe mend £éli Js P
sétak szama. J
Bizonyitas teljes indukcidval.
Grafok és sajatertekek Bizonyitas

A(G) sajatétékeibdl sok, a G grafra vonatkozd informacio
olvashaté ki.

Aliitas

Legyen az A(G) legnagyobb sajatértéke A, a maximalis fok G-ben
A. Ekkor A< A, és regularis grafra egyenloség all.

Megjegyzés

Giranyitatlan grafra A G) szimmetrikus matrix, belathato, hogy
R7-nek van A G) sajatvektoraibdl all6 bazisa és minden
sajatértéke valds.

Legyen A(G) legnagyobb sajatértéke A, egy hozzatartozd
sajatvektor v=(v,, v,,...,V,)T (az R”szokasos
koordinatarendszerében). Felteheto, hogy max| v|=v,=1. Ekkor
A(G)-v=Av melynek k-ik kordinataja A=a,, v, +a,V+...+ag,V,<
g+agt...+a,=kik pont foka < A.

Ha mos G rregularis, akkor 4(G) minden soraban az elemek

Osszege . Ez azt jelenti, hogy A G)-(1,1,...,1)"=(+r,...,1), azaz r
egy sajatérték.




Illeszkedési matrix

Villamossagtani szempontbdl legfontosabb matrixreprezentacio.
Legyen G egy iranyitott graf, n ponton eéllel. Az nx e—es BG)
métrixot a G gréf illeszkedési matrixanak nevezziik, ha

0, haaj-ik énemilleszkedik az / - ik ponthoz
by = %, haa j - ik élkezdGpontja az / - ik pont

0

-1, haa j-ik él végpontja az / - ik pont
b=1, ha a fik él az £ik ponthoz illeszkedd hurokél. Iranyitatlan
esetben az él kezdG és végpontjanal is 1 a matrix elem.
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] 3 Az npontl ¢ 6sszefiiggé komponensbdl allg, { 3
hurokélmentes iranyitott graf illeszkedési
matrixanak rangja n-c.

Osszefiigg8séq iranyitott grafban: az éleket iranyitas nélkiil
tekintjiik, és akkor ugyanaz, mint iranyitatlan esetben.
Bizonyitas

Ha ¢> 1, akkor komponensenként sorolva fel a pontokat és
éleket, B G) blokkdiagonalis szerkezet(i lesz.

&\‘y Egy ilyen blokk sorainak szama p, és a sorok
N osszege (0,0,...,0), mert minden oszlopban pont egy {

+1 és egy -1 all. (nlncs hurokél, minden élnek
pontosan egy kezdd és egy végpontja van, és ezek
kiilénboz6ek): a rang tehat legfeljebb p-1

Legyen Fegy feszit6fa ebben a komponensben: p-1 élli. Legyen

v, az F egy els6fokl pontja, e, a hozza illeszkedd él. Ekkor

(F-{vy})is egy fa, legyen v, egy els6fok( pontja és e,a hozza

illeszked6 él. Altalaban, v,,, legyen az (F- {v,V,,...,v}) fa egy

els6fokd pontja, e,,, a hozza illeszked6 él. Ha a blokk sorait

VyVyep ,, v, sorrendben soroljuk fel, az oszlopait pedig az
G Elég tehét egy p ponti e,e,...,.6, , felsorolassal kezdjiik, akkor a matrix megfeleld
O dsszefiiggé komponensre pX pl- es resze a kovetkezé alaku: € € - €5y
C belatni, hogy a neki megfeleld o V: g1 0 0 0
2 blokk rangja o1 Azaz p-1 I|r’1ear|san fliggetlen O 410 0
O ’ oszlopot tlaltunk. o -
O
G
‘ Vp @ +1
é:\:l{, ;55\5_ E@‘* ® Ha 0 0 ‘eH a E@S
; ELa b 0 og \3
Tétel o b ¢ 0 09
Vegyiink a p pontt 6sszefiigg6 hurokél mentes irényitott G graf S g
illeszkedési matrixaban p-1 oszlopot. Ezek pontosan akkor DO 0 < d OD
linedrisn fiiggetlenek, ha a megfelelé p-1 él G egy feszit6fajat H 0 0 0 d eH

alkotja.
Bizonyitas
Az €l6z6 tétel szerint, ha fa, akkor linedrisan fliggetlen. Tegyiik

fel, hogy van egy kor, azaz az e, e,,...,€, élek kort alkotnak ebben
a sorrendben.

0a 0 0 0 -0
V> & ELE b0 0 0% a/b/c./d/a]{-lll}
vi(% v; D06 c o o) AZeye,.,eéleknek
e; . & ¥ 000 d o megfelel6 oszlopokban a
Wy, By 0 o o oo tobbielemO.

Legyenek az oszlopok u,u,...,u, a diagondlisban allé elemek
a,,4ay...,4,. Ekkor a,u+..+au=0.




Ho 0 0 d &H
Legyenek az oszlopok v, us,,...,u, a diagonalisban &ll6 elemek
a,ay...,4, Ekkor a,u+...+au=0.

[Ca», 03 0 0 0 -ef #-&=-a+b=.= B
¥ B 0 2re=0 a B
3 El-a b 0 0 og \
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Tétel

Hagyjunk el a G 6sszefiiggé p pontu

graf illeszkedési matrixabdl egy

e tetszbleges sort. A keletkez6 B,
matrixbdl képzett B,- B,” matrix

determinansa éppen a G feszit6fainak

elhagyott sor | szama.
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B;bodl p-1 oszlopot kivéve, ponosan a feszitéfanak megfelelok
determinansa lesz nem nulla, mégpedig £1. B,” megfelelé
soraibdl allé részmatrix pont ennek transzponaltja, azaz a
determinansa ugyanaz, azaz a kett6 szorzata +1. Pontosan annyi
+1-et adunk Gssze, ahany kiilénb6z6 feszitéfa van.

e, e, - e,; A feszit6fahoz tartozd px p-1-es

v, #1 0 0 Op részmatrix barmely sorat elhagyva a A bizonyitashoz hasznaljuk:

1 0 m.argdék dettsrminéntsa +1, ugyanis Tétel(Binet, Cauchy)

v, O #1 0 (  Minden ésetben pontosan egy Ha M egy px res, Negy rx p-es matrix (ahol p<r), akkor az M- N)|
O nemnulla kifejtési tag van. matrix determinansa ) det(M;)det(«;) ahol M,az Mvalamely
g p oszlopabdl, N, pedig’ N ugyanazon sorszamu soraibdl all, és a
E szummazas az Osszes lehetséges p elem( oszlophalmazra

Vp +1 torténik.

(E‘:\-\ Példa (:‘:\i E‘})S , Ha B, B, =(a)), akkor dj meghatarozhatd E},\S

S Erg

[az 7 — ik pont foka, hai=j

d; = Caz / €s j pontok kézétti barmilyen iranyban
Ewaladé élek szdmanak (-1) - szerese, ha/# j.

Ugyanis B, Fik sorat szorozzuk a fik soraval, hogy djt kapjuk.

Ezt felhasznaljuk Cayley tételének Gjabb bizonyitasahoz.

iﬁl’*\* \, Az n pontd teljes grafra &\S \
m-1 -1 - -1g
! o 0 3
LI S
B, (B, =
00T+ O
Q -1 -1 - n—lg
m-1 -1 - -1 1 1. 1
O
O-1n-1 - -0 |-1 n-1 ~ -1
‘Bym;‘:g . .. AT . .. )=

ﬁ—1 -1 - n-1 |-t -1 - n-1

KOormatrix

Ha a Giranyitott graf egy 2 pdlust alkatrészekbdl allé haldzat
kapcsolasi grafja (iranyitas: mérgiranyok), akkor Kirchoff
csomaponti térvényei (aram egyenletek) a & G)- i=0 alakban
irhatdk, ahol az i vektor elemei az egyes alkatrészek dramai.

Kirchoff fesziiltség egyenleteit a kérmatrix segitségével lehet
leiri: Cu=0

Irjuk el6 minden egyes kér "koriiljarasi iranyat" (tetszélegesen,
majd rogzitsiik.) Ha G-nek & darab kére van, akkor A G)=(cy egy
kx Fes métrix, melyre ¢;=0, ha a fik él nem része az Fik kornek,
G=1, ha fik él benne van az Fik kérben és annak koriiljarasi
iranyaba mutat, ¢;=-1, ha fik él benne van az ik kérben és
annak korliljarasi iranyaval ellenkez6 irdnyba mutat .




Megjegyzés

A szomszédsagi €és az illeszkedési matrixok izomorfia erejéig
meghatdrozzak a grafot. A kérmatrix nem, példaul egy
sikbarajzolhaté graf két kiilénbéz8 (nem izomorf médon) lerajzolt
dualisanak ugyanaz a kérmatrixa. Altalaban két gyengén izomorf
grafnak ugyanaz a kérmatrixa, ha a koriiljarasi iranyokat
megfelelGen jeldljuk ki.

Tétel

Az npontd, eélii, ckomponenst iranyitott graf kérmatrixanak
rangjae-n+ c

) 3)

25 00 o

03

. "‘f):?

Tétel

Tekintsiink a p pontd, e él{i 6sszefliggd iranyitott graf
kérmatrixaban e - p + 1 oszlopot. Ezek pontosan akkor linearisan
fiiggetlenek, ha a megfelel6 e- p+ 1 él a G egy feszitGfajanak
komplementere.

Vagasmatrix

A kérmatrixhoz hasonldan definialhatd: Minden vagas egy
komponenst vag szét X, , X, részhalmazokra. Egy (4, V) él
irdnyitésa megegyezik a vagdssal, ha v 0.X; és v 0.X,, ellentétes
vele, ha v 0.X, és vOX,.

Tétel

Legyen B, Cés Q rendre egy hurokélmentes iranyitott graf
illeszkedési, kor-, illetve vadgasmatrixa. Tegyiik fel, hogy oszlopaik
ugyanabban a sorrendben felelnek meg G éleinek. Ekkor

B-CT=0 és Q-CT=0.




