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Perfekt gr afok
Egy graf kromatikus szama és klikkszama kozott altalaban nincs egyenldség (sét!)

Erdekes (?) a graf, ha X(G) = w(G).Vegyiink egy tetszéleges grafot. Tegyiink mellé egy
nagy teljes grafot.— X(G) = w(G) lesz.Ossze is kothetjiik egy éllel a két részt, hogy
dsszefliggo legyen.

1. Definici 6 (Berge). Egy G graf perfekt, ha X(G) = w(G) és G minden G’ feszitett
részgrafijara is teljesul, hogy X(G') = w(G').



, ,,Béla” gr afok
Altalaban olyan példaink vannak perfekt grafokra, hogy valamely ,,grafosztaly” min-
den tagja perfekt. Rendszerint ez a grafosztaly zart a feszitett részgraf képzésre.

Legyen G a Béla-grafok osztalya. Tegyuk fel, hogy egy Béla-graf minden feszitett
részgrafja Béla.

2. Allitas. VG € G perfekt <= VG € G:X(G) = w(G).

Azaz nem kell kulon foglalkoznunk a feszitett részgrafokkal.
Béla-grafnak fogjuk nevezni az olyan grafokat, amire a fenti tulajdonsag teljesdl.



Péld ak

3. Tétel. Minden paros graf perfekt.

Bi1zONYITAS Paros graf minden feszitett részgrafja szintén paros graf, azaz ,,paros az
Béla’,— elég belatni, hogy minden G = (A, B) paros grafra X(G) = w(G).

4. Tétel. Minden G péros graf G komplementere perfekt.

BiZONYiTAsS Péros graf komplementer az Béla (!) = elég belatni, hogy X(G) = w(G),
azaz hogy G kiszinezhet6 w(G) szinnel.
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G i G S XuY egy maximalis méretd klikk G-ben,

X CAésY CB. (XUY a G grafban egy fliggetlen ponthalmazt alkot.)

Van G-ben parositas, ami A— X minden pontjahoz egy Y-beli pontot parosit: Ha nincs,
Hall tétel szerint létezik egy olyan Z C A— X ponthalmaz az ((A—X)UY) altal feszitett
paros grafban, amelyre [N(Z)| < |Z|. Ekkor (XUZ)U (Y —N(Z)) egy X UY-nal nagy-

obb klikk G-ben. (Ures G-ben.)
Hasonl6éan, G-ben van parositas, ami B — Y-t X-be

parositja. Igy G-ben minden (A— X) U (B—Y)-beli pon-
A thoz rendeltiink egy vele nem szomszédos X UY -beli

D D
X L pontot. X UY pontjait kiszinezzik w(G) szinnel, min-
den tovabbi pontot kiszinezhetlink gy, hogy az el6bb
[ ==

B definialt parjanak szinét adjuk neki. Ez jo0 szinezés,
hiszen minden szin legfeljebb két ponton fordul eld és
Y N{(Z) ezek biztosan nem szomszédos pontok.




Példak Il.

5. Tétel. 1. Paros graf élgrafja perfekt. 2. Paros graf élgrafjanak komplementere per-
fekt.

Bi1zONYITAS Paros graf élgrafja és paros graf élgrafjanak komplementere az Béla.

1. Elég tehat, hogy A(G) = Xe(G). (A(G) = W(L(G)), Xe(G) = X(L(G))) Indukciod
A(G)-re: A(G) = 1 esetén G csupa fliggetlen élbél all = egy szinnel élszinezhetd.
Legyen D a A fok( pontok halmaza G-ben, D' =DnNA, D" =DnNB. D’ és D" kuilon-

kulon teljesiti a Hall-feltételt (1).
D’ beparosithatd B-be, D” A-ba. Iranyitsuk a

parositasok éleit D’-b6l B-be, illetve D”-b6l A-
ba. Ekkor (paros) iranyitott korok és iranyitott utak
keletkeznek(minden d-beli pont kifoka 1, minden pont

befoka legfeljebb 1). A korok és utak minden masodik
élét véve egy M parositast kapunk, amelyik D minden
pontjat lefedi.



AG— M) = A(G) — 1, alkalmazhatd az indukcios feltétel, A(G) — 1 szinnel
élszinezhetd, az M-beli éleket pedig a A(G)-ik szinnel szinezzlk.
2. Elég latni, hogy X(L(G)) = w(L(G)).
Ezt mar tudjuk, csak le kell forditani!
wW(L(G)): a legnagyobb klikk mérete L(G)-ben, azaz a legnagyobb fliggetlen ponthal-
maz mérete L(G)-ben, legnagyobb fiiggetlen élhalmaz mérete G-ben. — w(L(G)) =
v(G).

X(L(G)) : minimalis szama fuggetlen ponthalmaz (szinosztaly) amivel L(G) minden
pontja lefedhet6 = minimalis szam( klikk amivel L(G) minden pontja lefedhetd. Klikk

L(G)-ben = egy cslcsra illeszkedd élek G-ben = X(L(G)) =1(G).

A 2. allitas tehat nem egyéb, mint Konig tétele: X(L(G)) = 1(G)=V(G) = w(L(G)).




Részben rendezett halmazok

6. Definici 6. Legyen X egy (véges) halmaz. Az X a =< relacioval részben rendezett
halmaz, ha

1. Vx e X:x <X reflexiv

2. VX, y € XiX XYy ésy=X=— X=Y: antiszimmetrikus

3. ¥X,y,z€ X:XXYyésy=z=— X=X Ztranzitiv.



Péld ak:

N, (Z,Q,R) a szokasos < relacioval.

X={1,2,...,n}, X<y <= Xosztja y-t.

X = P(A) az Arészhalmazainak halmaza. X <y <= xCy.

Legyenek |y = [ag, b1, 12 = [ap, by], ... korlatos zart intervallumok, és minden a;, b;
legyen pozitiv egész, X = {l1,l2,...}. |} 2 lx <= bj < & vagy | =k, azaz

] # K esetén |; teljesen balra van l-t6l. Az ilyen részben rendezést intervallum
rendezésnek nevezzik.



Osszehasonlit asi gr afok

7. Definici 6. Legyen P = (X, <) egy (véges) részben rendezett halmaz. A G = (V,E)
graf a P 6sszehasonlitasi grafja, haV = X és {X,y} € E <= x=<yvagyy =X

8. Tétel. Minden véges 6sszehasonlitasi graf perfekt.

B1zONYiTAS Osszehasonlitasi graf az Béla.

Legyen G = (V,E) graf a P = (X, X) dsszehasonlitasi gréafja. (
Rekurzive definiadljuk az X = X UXoU - - - U X; felbontast. X; =
minP, a P minimalis elemeinek halmaza. Ha Xy, Xo, ..., Xkmar (__ #x,  JX,
adott, akkor Xi,1 = min(P — Uik:1>(i)- Ha X,y € X;, akkor X Ay /
és Yy A X = A G grafban X fuggetlen ponthalmaz. Ha X; € X, \
akkor van X_1 € Xi_1, hogy X_1 < X. — Létezik egy lanc ( ox )%
X1 <X = ... X% AZ A= {X3,Xp,..., %} klikk a G grafban, < /
tranzitivitasa miatt. =—t < w(G) < x(G) <t. & X

ox )X




Perfekt Gr af T étel

9. Tétel (Lov asz). Egy graf akkor és csak akkor perfekt, ha a komplementere perfekt.

10. Definici 6. Legyenek |1 = [ag,by],l2 = [ag, D], ... korlatos zart intervallumok, és
minden &, b; legyen pozitiv egész. Legyenek pi, Pz, ... egy G graf pontjai és {pi, p; }
akkor és csak akkor legyen él G-ben, ha I;N1j # 0. Az igy el6all6 grafokat interval-
lumgrafoknak nevezzik.

11. Kévetkezm ény. Minden intervallumgraf perfekt.

Bi1zONYITAS Az adott intervallum rendszerhez tartozo6 intervallum graf komplementere
pont az ugyanahhoz a rendszerhez tartozo intervallum rendezés Osszehasonlitasi
grafja.

HAzI FELADAT Milyen allitast kapunk, ha tetsz6leges 6sszehasonlitasi grafra alkalmaz-
zuk Lovasz tételelét? Azaz mi lesz a komplementer klikkszama és kromatikus szama?
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Lov asz erosebb t étele

12. Tétel (Lov asz). Egy G graf akkor és csak akkor perfekt, ha minden G’ feszitett
részgrafijara teljesil, hogy a(G') - w(G') > [V (G')].

Megjegyzések

1. Ebbdl a tételbdl kovetkezik a Perfekt Graf Tétel, ugyanis a(G') = w(G') és w(G') =
a(G), valamint [V (G')| = [V (G)].

2. A Perfekt Graf Tétel ekvivalens avval, hogy ,,Ha G perfekt, akkor a komplementere
Is perfekt.”
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Gasparian-f €le bizonyit as
Minden grafra igaz, hogy a(G) - x(G) > |[V(G)|: x(G) darab egyenkeént legfeljebb
a(G) méretii szinosztaly le kell tudja fedni az egész V(G’) szdgponthalmazt. Ha G per-
fekt és G’ feszitett részgrafja, akkor W(G') = x(G') = a(G) - w(G') > |[V(G)|.

Azt kell tehat latni, hogy ha a(G') - w(G') > |[V(G')| egy graf minden feszitett
részgrafjara teljesul, akkor a graf sztikségképpen perfekt.

Egy graf imperfekt, ha nem perfekt. G minimalis imperfekt graf, ha 6 maga nem per-
fekt, de minden valodi feszitett részgrafja az. Minden imperfekt graf tartalmaz minimalis
imperfekt grafot feszitett részgrafkeént.

Azt fogjuk igazolni, hogy ha G minimalis imperfekt graf, akkor a(G) - w(G) < [V (G)|.
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A bizonyit as 1. Lemm aja

13. Lemma. Ha G minimalis imperfekt graf, akkor csiicsainak tetszéleges A C V(G)
fuggetlen halmazara wW(G—A) = w(G).

BizoNYiTAs Tegyuk fel indirekt, hogy w(G—A) < w(G). G minimalis imperfekt—> G —
A perfekt=> X(G—A) = w(G—A). Viszont X(G) < X(G—A) + 1, mert A-beli pontok
egy Ujabb szinnel szinezheték.— X(G) < X(G—A)+1=w(G—-A)+1 < w(G).

Tehat G maga is perfekt, hiszen nemcsak minden részgrafja, hanem 6 maga is
kiszinezhetd annyi szinnel, amennyi a benne levo legnagyobb klikk mérete, ellent-
mondas.
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A bizonyit as 2. Lemm aja

14. Lemma. Legyen G minimalis imperfekt graf. G fliggetlenségi szamat jeldlje Q,
klikkszamat w, Ekkor megadhatd G fiiggetlen halmazainak egy Ag,A4,...,Aq. €S
klikkjeinek egy Bg, B1, ..., Bq., rendszere gy, hogy

1. Vi:ANB; =0 és

2.Vi# j:|ANBj| =1

BiZONYiTAS Legyen Ag = {3, @y, ...,a8q} egy tetsz6leges maximalis méret( fliggetlen
halmaz G-ben. G— {a;} perfekt, és az 1. Lemma szerint w a klikkszama.— G— {a; }
w szinnel j6l szinezhetd, legyenek ennek a szinezésnek a szinosztalyai A, A, ... A,.
Altalanossagban legyenek Ai—1) 011 Ai-1) w2, - - - Alwa G—{a } perfekt graf egy op-
timalis szinezésének szinosztalyai. Ha 0 < | < o - w, akkor a G — A, gréaf perfekt, és
az 1. Lemma szerint w a klikkszama. Legyen Bj a G — A; graf egy rogzitett w méret
klikkje.

B; definicioja miatt Vi: A; N B; = 0. Belatjuk, hogy i # | eseten AiNB; # 0. |ANB;| =1,
hiszen egy klikknek és egy fuggetlen halmaznak legfeljebb egy kdzds pontja lehet.

14



Egy w méretd klikkbe w szinnel torténd szinezésekor fellepd szinosztalyok minde-
gyike belemetsz.

Tekintstink egy Bj-t.

AoN Bj = 0 Ekkor B; minden G — {ax} grafban w méreti klikk, minden szinosztaly
belemetsz, azaz A; N Bj # 0 minden j # O-ra.

AoNB; = {ax} By minden G—{a;} j # K grafban w méret(i klikk, minden szinosztalyt
metsz. A G — {ax} grafban w— 1 méret(i klikk lesz, azaz egy kivételével minden
szinosztalyt metsz.Vagyis az Ag, A, . .., Aq.o; flilggetlen halmazok kozill B; ismét csak
pontosan egytdl lehet diszjunkt, ez pedig akkor csakis az az A; lehet, aminek parjaul
valasztottuk.
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A bizonyit as 3. Lemm aja

15. Lemma. Legyenek A, Ao,....An és B1,By....Bn egy n elemld halmaz
részhalmazai, melyekre teljesul, hogy

1. Vi:ANB; =0 és

2.Vi# j:|ANBj| =1

Ekkor m< n.

BIZONYITAS Legyen A az az mx n-es matrix, amelynek sorai az A; halmazok Gn. karak-
terisztikus vektorai. Ez annyit jelent, hogy e matrix i-edik soranak |-edik eleme 1, ha az
alaphalmaz j-edik eleme benne van Ai-ben, és 0, ha nincs. Példaul, ha A; = {1,2},

. /110
A, = {1,3} és n =3, akkor A = 10 1

méret(i matrix, melynek oszlopai a B; halmazok karakterisztikus vektorai.

. Hasonlbdan, legyen B az az h xm
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D = A -B mx mes matrix i-edik soranak j-edik eleme éppen |A; N B;|.

o1 ... 1
p=| ;)0
1 1 ... 0

D teljes rangl: detD = (—1)™1(m—1)
m=rang(ID) <rang(B). (Lasd el6z6 félév!) Mivel B n x mres, ezért m < rang(B) csak
ugy lehet, ha m<n.
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A Teétel bizonyit asanak befejez ése
Ha G minimalis imperfekt graf, akkor a 2. Lemma szerint létezik G cstcshalmazanak

két olyan, egyenként o - w+ 1 méret(i részhalmazrendszere, amely kielégitia 3. Lemma
részhalmazrendszereire vonatkoz6 feltételt.

Alkalmazhatjuk tehat a 3. Lemmat mhelyébe a - w+ 1-et, n helyébe |V (G)|-t irva.

Azt kaptuk tehat, hogy minimalisan imperfekt G grafra a(G)w(G) + 1 < [V(G)].
Pontosan ennyi hianyzott a bizonyitas befejezéséhez, ezzel tehat készen vagyunk.
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Eros perfekt gr af sejt és
Nem perfekt egy legalabb 6t hossz( paratlan kor, hiszen ebben a maximalis klikk
mérete 2, viszont kromatikus szama 3. Az el6bbi tétel szerint a legalabb 6t hosszu
paratlan korok komplementerei sem perfektek. A definiciobdl igy rogton kovetkezik,
hogy nem perfekt egy olyan graf sem, amiben van egy paratlan kor vagy komplementere
feszitett részgrafként.

Berge azt sejti, hogy ez az egyetlen akadaly:

16. Sejt é_s (Er6s perfekt gr af sejt és). Egy G graf akkor és csak akkor perfekt, ha sem
G, sem G nem tartalmaz feszitett részgrafként legalabb 6t hosszG! paratlan kort.

lHiba a jegyzetben!!
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