Sikgeometria

X y koordindta-rendszerben: v= x'i+yj

Egyenes egytenlete: iranyvektorral v= v, +A*¢

normalvektorral (v- vp)n= 0
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Egyenes egytenlete: irdnyvektorral v= v, +A*¢
Tergeometria

x,y,zkoordindta-rendszerben: v=x'i+ yj+z k
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normalvektorral (v - v,)n = 0 : Sik egyenlete.

Két dimenzié: sik Mi a vektorok lényege?

Harom dimenzi: tér Osszeadhatdk, skalarral szorozhatok
T6bb dimenzid?
Sikban: 7és j-vel egyértelmien kifejezheték

Térben: 7, jés k-val egyértelmiien kifejezhetok

Linearis tér

Vektorterek

T: kommutativ test (R, Q, F,, C) R: valds szamok

C : komplex szamok Q: racionalis szamok

F,: modulo p maradékosztalyok

V': tetszéleges nemiires halmaz
Axiéomak:
(0) A v halmazon értelmezett az 6sszeadas: &, v O V létezik

u + vegyértelmien.
(01) Az 6sszeadas asszociativ: (U + V+w= u+(v+ w)
(02) Az 6sszeadds kommutativ: u+ v= v+ u
(03) Létezik nullelem: azaz van 00 V, minden v0O V -re

O+ v=v+0=v
(G4) Minden elemnek létezik ellentettje, azaz barmely vO V -re
vanolyan -vO V melyrev+ (-¥) = (-v) + v= 0
A sik illetve térvektorokra () - (04) teljesiil.




(S) A Ttest és a Vhalmaz elemei kozétt értelmezve van egy
skaldrral val6 szorzas: A [0 Tés v [J V létezik egyértelmiien egy
V-beli elem, amit Av-nek hivunk.

(S1) Barmely A,u 7 Tés v J V esetén
A+Wv=Av+ pv
(S2) Barmely A[7 T és u,v [TV esetén
ANu+v)=Au+ v
(S3) Barmely A,u L7 Tés v 7V esetén
Awv=Auv)
(S4) Barmely v 7 V-re

lv=v

»Az Gsszeadas szokasos miivelet, azaz egy Vx V - Vfliggvény.

> A skalarral valé szozas egy dszvérmivelet, azazegy 7x V - V
fliggvény.

Példak

> Az origdbdl kiindulé sik illetve térvektorok vektor teret alkotnak,
T=R.

> A kx n-es valds matrixok a valds szamtest felett, miivelet a
matrixok szokdsos Gsszeadasa, illetve skalarral valé szorzasa.
» V=R, 7T=Q; V=C, T=R (vagy Q)

» Az Gsszes valds szamon értelmezett valds értéki fliggvények a
valds szamtest felett a szokasos miiveletekre:
f+g:x- Ax)+ gx) A x> AMX)

> R[x]: A valds egytthatés polinomok a valds test felett a
szokasos miiveletekre nézve.

A vektortér axidmak kévetkezményei

A nullvektor (8) és minden vektor ellentettje egyértelm(, kivonas
elvégezhetd. (S1)-(S3) formalisan asszociativitasra, illetve
disztributivitasra hasonlit, igy a miiveleteknél a megszokott
szabalyok alakalmazhatok, pl. {6bb tag szorzasa tobb taggal.

Tétel

0) Barmely AO7-re A\O= 0

(i)  Barmely vOlre Ov=0, ahol 0 a T test nulleleme
(i)  Barmely vOWre (-1)v= -y, ahol -1 a test
egységelemének az ellentettje.

(iv) HaAv= 0 akkor \=0vagy v= 0

Bizonyitas
(): (03)= v+0= v A(v+0) =Av (S2)=>AVv+ A 0= Av= -

AV +Av+ A 0) = -AV) + Av (01,04)>
(-Av) +Av) + A 0= 0

Alter
Definicié
Egy Ttest feletti V/vektortér egy nemiires W V részhalmazat
altémek nevezink K-ben, ha W maga is vektortér ugyanazon 7

felett ugyanazokra a W~beli vektorm{veletekre nézve. Jelélésben:
W<V

Tehdt W részstruktara V-ben.

Tétel

Egy Ttest feletti V/vektortérben a W nemiires részhalmaz akkor
és csak akkor altér, ha

0] uvOQW > u+vO W
(i) vOW,AOT=AvOW

Tehat egy részhalmaz altér « zart a V-beli mlveletekre nézve.

Bizonyitas
Ha W altér, akkor (i) és (i) nyilvan igaz.

Ha (i) és (ii) teljesiilnek, akkor (01),(02),(51)-(S4) azonossagok
teljesiiinek, mert azok V'minden elemére igazak, specidlisan W+
beliekre is. Az kell még, hogy W+ben van nullelem és minden
elemnek van ellentettje.

Legyen v O Wtetsz6leges ekkor (ii) miatt 0= 0vO W.
Ellentett: -v= (-1)vO W

Példak

» Trividlis alterek: az egész tér, illetve {0}

» Origén atmend egyenes, illetve sik vektorai.

> Barmely vektortérben egy adott vektor skaldrszorosai

» R[x]-ben a legfeljebb harmadfoki (4-ad fokud) polinomok.
» V=C, T=Raltere W=R, T=R

Generalas
Definicid

Legyen ay,...,@,0V, Ay,..., \,O7. AN,a,+ ... + \,a, vektort az a;
vektorok linearis kombinacidjanak nevezziik.

Sikban két nem egyenesbe esd, térben harom nem egy sikba esé
vektor linedris kombindacidjaként minden vektor el6all.

Definicié

Az a,,...,a,0Vvektorokat a Vvektortér generatorrendszerének
nevezzilk, ha V' minden eleme el6all ezek lineéris
kombinacidjaként.

Definicié

Az a,,...,a,0Vvektorok altal generalt altéren az a; vektorok dsszes
linedris kombinacidinak halmazat értjuk. Jeldlés: < ay,...,a,>.




Tétel

U= < a,,..,a,> az a;vektorokat tartalmazé legsziikebb altér,
azaz

0] U altér

(i) a0OU

(i) ha Waltérés a;,0 W i=1,2,...,n, akkor U0 W.

Bizonyitas

(i): egyszer(i szamolas.

(ii): Ay = 1, Ay = 0 i#] skalarokkal képzett linedris kombinaci6 adja
art.

(iii): Ha egy Waltér tartalmazza az a; vektorokat, akkor ezek

skalarszorosait is, majd azok Gsszegeit is, tehat minden linearis
kombinacidjat is tartalmaznia kell.

A generalt alteret szokas az (i)-(iii) tulajdonsagokkal is definialni.

Definicié
Legyenek W és Zalterek a V' vektortérben. A

<W,Z>={w+z| wOW, zOZ} alteret a Wés Z4altal generalt
altérnek nevezziik. Jeldlés W+Z

Ez éppen a két alteret tartalmazo legszlikebb altér.

Tétel

Legyenek W és Zalterek a V vektortérben. A <W,Z> elemeinek
w + z alakban torténd el6allitasa egyértelmi akkor és csak akkor,
ha Wn Z= 0.

Bizonyitas
Ha Wn Z= 0 és x0O <W,Z>-re |étezik két kiilénbdzd eldallitas:
X=wWy;+2z,= W,+2, ahol w;0 W és z;0 Z akkor
Wy -w,=2,-2,

Bal oldal Wbeli, a jobboldal Zbeli, azaz a metszetbdl van, ami 0

Forditva, tegytk fel, hogy #0 Wn Z.Ekkor u=u+0= 0+u
két kiilénbdzo felirds lenne, ha & nem a nullvektor.

A Wn Z= 0Oesethen a két alteret diszjunktnak nevezziik. Ilyen
alterek esetén a < W, 2> alteret a két altér direkt 6sszegének
nevezz(k, jelben WO Z

Példa

Legyen W az iés jvektorok altal feszitett sik (az x,y-sik), Z pedig
a k vektor egyenese (z-tengely). Ekkor WO Za teljes (3-
dimenziés) tér.

X3+7x2+5x O <x3+2x, 3x3+4X, 5x2+6x>.
X3 = 3x3+4x -2(3+2x)  x = V2(3(x3+2x) - (3x3+4x))
x2 = ((5x2+6x) - 6(x))/5

Végtelen sok vektor generatuma

Probléma: végtelen sok vektor lisszegét nem tudjuk értelmezni.
Definicié

Legyen Ha Ttest feletti Vvektortér tetsz6leges nemdiires
részhalmaza. Ekkor az altala generalt <A4> altéren a H elemibdl

képzett Gsszes véges, de tetszélegesen hossz linearis
kombinacidt értjik.

Megmutathato az el6zéekhez hasonldan, hogy <H> a H-t
tartalmazo legsziikebb altér. H generator rendszer, ha <H>=V.
gy minden vektortérnek Iétezik generator rendszere, mert példaul
<K=V

Vigyazat!! Szemlélet csaldka!!

A valds egyitthatds polinomok vektorterében az 1,x,x2,3, ...
polinomok generator rendszert alkotnak.

DE

A valés szamsorozatok szokasos vektorterében NEM alkotnak
generator rendszert azok a sorozatok, amelyek egyetlen tagja 1, a
tobbi pedig 0, mert példaul a csupa 1-es sorozat nem all elé
ilyenek véges linedris kombindacidjaként.

a=23,,3,3s; ... b=>byb,b; ...a+b=2a;+b,, a,+b,,a;+b;, ...

Aa=Aa;\3A,38; -

Linearis fliggetlenség

Egy linaris kombinacié nem trivialis, ha van benne olyan skalar
egyutthatd, ami nem 0. Egyébként trivialis. Vilagos, hogy egy
trivialis linearis kombinacié a nullvektort adja.

Definicié
Az Uy, Uy ... U, VFbeli vektorok lindrisan sszefliggék, ha
léteznek olyan A, A,, ..., A, T-beli skalarok, melyek nem mind 0-
k, és

AUyt Ut o+ AU, =0
Az uyuy ... ,u,, Vbeli vektorok lindrisan fiiggetienek ha

MU+ MU+ o+ AU, = 0CSAK gy valdsulhat meg, ha
mindegyik A, =0.




Példa

Egyetlen u vektor linedrisan fliggetlen ha nem a nullvektor. Két
vektor fliggetlen akkor és csak akkor, ha az egyik nem
skalarszorosa a masiknak. (!! harom esetén ez mar nem igaz)

Sikban tetszbleges harom vektor Gsszefiiggl.

X3+7x2+5x%, x3+2x, 3x3+4x, 5x2+6x Gsszefliggéek mind a valds,
mind a raciondlis, tovabba a komplex szamok felett.

Az Gsszefliggéség valtozhat attdl fliggden, hogy melyik test feletti
vektortérbd! valdknak tekintjiik a vektorokat. Példaul, 1+i és

V2+ V2i fliggetlenek a raciondlis szamtest felett tekintve a
komplex szamokat, de ésszefiiggek ha a valds szamtest felett
tekintjiik a komplex szamok vektorterét.

Tétel

1. Ha egy legalabb kételem(i linedrisan fiiggetlen rendszerbdl
elhagyunk egy tetszéleges elemet, akkor a maradék vektorok is
linedrisan fliggetlen rendszert alkotnak.

II. Ha egy linearisan 6sszefiiggb rendszerhez egy tetszéleges
vektort hozzavesziink, akkor Ujra Gsszefiiggd rendszert kapunk.

II1. Egy legalabb kételem{i vektor rendszer akkor és csak akkor
Osszefligg6, ha van benne olyan vektor, amely el6all a tébbi
linearis kominacidjaként.

IV. Ha uy, Uy ... ,u,, lineérisan fuggetlen, de az u,,,,

hozzavételével kapott rendszer 6sszefiiggs, akkor u,,,, . eléall az
Uy Uy «. U, vektorok linearis kombinacidjaként.

V. Tegyik fel, hogy valamely vel6all az u,, u ... ,u,, vektorok
linedris kombinacidjaként. Ez az elGallitas akkor és csak akkor
egyértelmd, ha u,u, ... ,u,, linearisan figgetlenek.

Bizonyitas

Vegyilk észre, hogy I. és II. ekvivalensek. II.-t lathatjuk, ha az
Gsszefligg6 rendszer nem trivialis nullvektort adé linearis
kombinacidjahoz a hozzdadott vektort 0 egyltthatdval vessziik
hozza.

II1. A nem trividlis linearis kombinaciéban nem 0 egytthatéval
szerepl6 vektor kénnyen lathatéan kifejezhetd a tébbi
kombindcidjaként.

1IV. Vegyik észre, hogy a kibdvitett rendszerben az u,,,,, vektor
nem nulla egyitthatéval kell szerepeljen.

V. Ha az u,u, ... ,u,, vektorok dsszefiiggdek, akkor v
kifejezéséhez tetszdleges nullvektort adé nem trividlis linedris
kombinacidjuk hozzaadhatd, igy a kifejezés nem egyértelm(i. Ha
viszont van legalabb két kilonbdzé kifejezés w-re, akkor ezek
killénbsége egy nem trividlis linearis kombinacid, ami a nullvektort
adja.

Bazis
Definicié
Bazison egy linedrisan fliggetlen generatorrendszert értiink.
Tétel

Egy U, u,, ... ,u,, generatorrrendszer akkor és csak akkor bazis,
ha a vektortér minden eleme egyértelmiien all el6 az
Uy, Uy, ... U, vektorok linearis kombinacidjaként.

Csak véges bazisokat tekintink.

Tétel

Egy vektortérben barmely két bazis azonos elemszami.
Tétel

Legyen £, £, ..., £, linearisan fiiggetlen és legyen 95,9,,-..,9y
generatorrendszer egy Vvektortérben. Ekkor n < k.

Bizonyitas I. (nem torzsanyag ...)
Indirekt, tegylk fel n>k.

£1=3119:13,19>+F w +31 Gk
£,=3,,9,13,9,+ -« Y30

£,=3,,9s139,+ ... +3 Gk

M+ Mo+ o+ N =0 (9,913, 95F o 3,90+

(@G rtangz + - Yangp =
(A @yt a 0+ AN A1) Gt et (A8 FA 80+ A A Tk

Aag a0+ A a,=0
A@y a5+ +Aa,,=0

A @ A3+ A3, =0
Homogén linedris egyenletrendszer a A-re. Mivel n>k van nem
trividlis megoldasa, azaz az f; vektoroknak is van nem trivialis
kombinacidja, ami a nullvektor, ami ellentmondas.

Bizonyitas II. (Ez viszont térzsanyag!)
Kicserélési Tétel
Legyen £, £, ..., £, |inedrisan figgetlen és legyen 9,95, ...,
generatorrendszer egy V' vektortérben. Ekkor barmely f-hez van
olyan g;hogy

Fyfy oor by Gy Frsgpon 1y
is linedrisan figgetlen rendszer.

Kicserélési Tétel bizonyitasa

Indirekt, f-et nem lehet kicsrélni. Ekkor £y ..., £, -hez egyik g;
sem vehet6 hozza, azaz mind kifejezhetd £, ..., £,-bdl. Igy
minden linedris kombinaciGjuk is, de g5,.95,:» gk
generatorrendszer, igy minden vektor kifejezhetd veliik, tehat
fy ..., F,-vel is. Specidlisan f,is, ami ellentmondas.




Tétel

Egy vektortér barmely véges generatorrendszere tartalmaz bazist.

Bizonyitas
Ha a generatorrendszer fiiggetlen, akkor bazis is. Ha nem, van
olyan eleme, ami kifejezhet6 a t6bbi linearis kombinacidjaként.

Kénnyen lathatd, hogy ezt elhagyva, Ujra generatorrendszert
kapunk.

Tétel

Ha egy Vvektortérnek van véges generatorrendszere, akkor
barmely linedrisan filiggetlen rendszer kiegészithetd bazissa.
Bizonyitas

Ha a fiiggetlen rendszer generatorrendszer is, akkor bazis. Ha

nem, akkor van olyan v vektor, ami nem fejezhet6 ki beldle, ezt
hozzavéve tovabbra is fliggetlen rendszert kapunk.

Dimenzio
Definicié
Egy Vvektortér dimenzidjan egy bazisanak elemszamat értjik. Ha

a vektortérnek nincs véges generatorrendszere, akkor a
dimenzidja végtelen. a Otér dimenzidja 0. Jeldlés dim V.

A sik vektorainak dimenzidja 2, a ,k6z6nséges tér” dimenzidja 3.

C dimenzidja a valds szamtest felett 2. Bazis: {1,i}.

C dimenzidja a racionalis szamtest felett végtelen.

Tétel

Legyen Vnem nulla vektortér, n pozitiv egész. Az alabbiak
ekvivalensek:

0] dmV=n

(i)  Wben taldlhaté n fluggetlen vektor, de barmely n+1
osszefiigg

(iii) Vben talalhatd 7 elemii generatorrendszer, de r+1 elemii
nem.

Tétel

Legyen n pozitiv egész és legyen dim V=n. Ekkor V~ben barmely
nelem( {figgetlen rendszer, generatorrendszer} bazist alkot.
Tétel

1. Legyen Waltér V~ben. Ekkor dim W< dim V.

II. Ha Vvéges dimenzids, Waltér V~ben és dim W= dim V, akkor
w=V.

Bizonyitas
Wrbeli fiiggetlen rendszer V-ben is fliggetlien.




