Dualitas

Térkép szinezése: szomszédos orszagok
kiilonboz6 sziniiek.

Minimum hany szin kell? Tapasztalat: 4.

Szomszédos
Ez egy olyan orszagok: van
térkép, amihez koz6s
négy szin kell. hatarszkasz.

Sokaig sejtés

volt, csak 1977- 0 Graf G” csucsai:

orszagok

?:Zr;rsr::;grugt o (tartoményok), két

segl’tséggeIF)) csucs kozétt él, ha
; Pt az orszagok

bizonyitania szomszédosak

Appel és Haken-

nek Azaz, minden orszag "févarosat" vasttvonalakkal kétjiik
Ossze a szomszédos orszagok févarosaival, mely vasutak
csak a két adott orszaqg teriiletén haladnak.

G* cslicsait kell szinezni gy, hogy
szomszédos cslicsok kiilénb6z0 szinliek
legyenek. (2. félévben belatjuk majd, hogy
ehhez 5 szin elegendd.)

A térkép is egy graf: csucsai azok a hatarpontok ahol tobb
hatarszakasz talalkozik, élei a hatarszakaszok, tartomanyai az
orszagok.

G sikbarajzolhato graf egy sikbarajzolasa esetén G*a G dudlisa,
ha G*pontjai a Gtartomanyai, két pont (a két tartomanyon beliil
haladd) éllel 6ssze van kotve, ha a megfeleld tartomanyoknak van
kozos hatar élik (minden kozos hatarélhez egy-egy él G™ban).

A G graf pedig pont a G*dualisa lesz.

Masik motivacioé az elektromossagtani
dualitas fesziiltségek és aramok kozott.

G és G* élei kblcsonbsen egyértelmiien
megfelelnek egymasnak.

Koér - vagas : {7,8,9,c,d}
Vagas - kor: {5,6,e}

Vagas: olyan élhalmaz, melynek elhagyasaval az 6sszefiiggé
komponensek szama ng, de semelyik részhalmazara ez nem igaz.

Tétel
Legyen Cés Qa G sikbarajzolhat6 graf egy
kérének, illetve vagasanak élhalmaza. Akkor
a G*grafban Cegy vagas, Q egy kor
élhalmaza lesz.

Bizonyitas

A Ckor élei a sikot két részre bontjak, egy bels6 és egy kiilsé
részre.

A belsG részben levé tartomanyoknak
megfeleld G™beli pontokbdl a kiilsé
részben levokig csak a Céleinek megfeleld
éleken at lehet eljutni. Mivel a korbdl
akarmelyik élet elhagyva nem vagja szét a
sikot, a dudlisban az élek minimalis elvago
élhalmazt alkotnak.

Ha Qegy vagas, feltehetjiik, hogy G 6sszefiiggd (kiilonben
tekintsiik egy komponensét). Ekkor egy tartomany hataran vagy
2, vagy 0 €l van @bdl. Ha tshb lenne, akkor valamelyiknek a

@ két végpontja ugyanabba a

komponensbe esne, azaz az élhalmaz
Ha egy él lenne,

nem lenne minimalis elvago.
annak két Ekor a dualisban a Q -nak megfeleld élek
végpontja nincs olyan részgrafot alkotnak, aminek minden
elvagva. pontja 2 foku, azaz korok unidja.

Viszont tébb kér nem lehet, mert akkor
Q nem lett volna minimalis elvago.




Allitas

Euler formula Ujra

G éleinek szdma = G* éleinek szama = e
G pontjainak szama = n
G* pontjainak szama = ¢ (= tartomanyok G-ben)

G feszitéfa éleinek szdma n-1 = e- (1)

G G
Ha G 6sszefiiggd sikbarajzolhatd graf, £
egy feszit6faja, akkor az ~nek megfeleld - -
élek G” egy feszit6fajanak a El El
komplementerét adjak. -
-, Pont Tartomany
Bizonyitas
Ffeszitéfa 0 maximalis kérmentes részgraf O G*ban maximalis Kor Vagas
vagas mentes részgraf 0 G*bdl az F~nek megfelel6 éleket Fa Fa komplementere
elhagyva Gsszefiigg6 részgrafot kapunk, ami minimalis ilyen, azaz
feszitGfa. Parhuzamos élek |Soros élek
Hurok élek Elvago élek
Izomorfak

Elek kozt kértarté

|4 fokd cslics

leképezés

Nincs 4 fokud
cstics

Nem izomorfak!

Ha Gés H izomorf sikbarajzolhato
grafok, akkor a dudlisuk nem feltétlenil
izomorf.

A dualis fiigg a graf sikbarajzolasatdl, azaz G* nem G-hez tartozik,
hanem G adott sikbarajzolasahoz.

Igy (G)* sem feltétlenil izomorf G-vel, (amit elvamank egy
"dualis" fogalomtdl).
Megoldas: gyenge izomorfia.

Definici6

G és Hgrafok gyengén izomorfak (2-
izomorfak), ha létezik f: £G) - HH)
bijekcid, amely kért korbe visz.

Whitney tételei

Tétel

Legyen G sikbarajzolhato graf és legyen H vele gyengén izomorf.
Ekkor H is sikbarajzolhatd, G'és H* gyengén izomorfak, valamint
(G")* és (H)* gyengén izomorfak Gvell, illetve A-val.

Lehet-e mas grafosztalyban is definidlni ezt a dualitast?

Sikbarajzolhatd grafoknal élek feleinek meg egymasnak, korok
vagasoknak, és viszont.




Definicio

G és G* grafok egymas absztrakt dudlisai, ha létezik az éleik
kozott egy olyan kélcsondsen egyértelmii leképezés, ami kort
vagasba, vagast korbe visz.

Példaul, ha G sikbarajzolhatd, akkor a sikbarajzolasahoz tartozd
dudlisa az absztrakt dudlisa is lesz.

Tétel(Whitney, 1936)

Egy grafnak akkor és csak akkor |étezik absztrakt dualisa, ha
sikbarajzolhatd.

Kruskal-tétel

Mohd algoritmus

Feladat

Egy nagyobb cég a kiilonboz6 telephelyei
kozt szamitdgépes haldzatot akar kiépiteni.

Bizonyos telephelyek kozt lehet kdzvetlen livegszalas kapcsolatot
létrehozni, és ezen kapcsolat koltsége ismert. Talaljuk meg a
legolcsobb megoldast!

Modell

G graf, ahol L G) a telephelyek halmaza, {v, v} A G) pontosan
akkor, ha az v és vtelephelyek kozott lehet kozvetlen livegszalas
kapcsolatot |étrehozni. e = {u,V}A G) esetén m(e) a kapcsolat
koltsége, az él sulya.

Feladat a modellben

Kell egy olyan élhalmaz, hogy barmelyik csticsbdl barmelyik
csticsba legyen (t (barmely telephelyrdl barmelyik elérhet6
legyen), és az ilyenek koziil a legkisebb Gsszstly(t keressiik.

Azaz: az élhalmaz 6sszefiiggl részgrafot kell alkosson.

Minimalis 6sszsulyd: nem lehet belGle élet elhagyni, hogy még
Osszefiiggé maradjon.

Tehat egy minimalis dsszsUlyu feszit6fat keresiink.

Definicio

Kérmentes graf az erdd. Egy Fgraf a G graf

feszitG erdGje, ha Faz erdd, és minden

komponense feszit6 faja G megfeleld

komponensének.
Egy erd6 komponensei fak. Ha Ferd6 n ponton, & komponenssel,
akkor -k éle van.

Legyen G egy graf, w: £G) - R,y nemnegativ élstlyozas. Ha
XORG), akkor Xsllya w(X)= %{w(e)
e

Probléma

Adjunk algoritmust, ami megkeresi a legkisebb stlyu feszité erdét.

Algoritmus(Kruskal)

Eleket egyesével vélasztjuk. Egy X élhalmazt konstrualunk, ami
nem tartalmaz kort. Minden Iépésben egy olyan legkisebb stlyt
élet vesziink X-hez, amelyik hozzavételével nem keletkezik kér. Ha
ilyen nincs (azaz barmely él hozzavételével kor keletkezne), akkor
Xegy feszitd erdd, és minimalis sulyu.

1. X:=0;

2. whi | e van eél, hogy X O {e}-ben nincs kor

3. do e:= min sulyu él, hogy X O {e}-ben

nincs koér
4, X=XU{e};
S5.return X




Moho algoritmus: mindig az adott pillanatban legjobb Iépést teszi,
nem gondol elGre. Kruskal algoritmusa ilyen.

Attalaban a mohé algoritmus nem feltétleniil ad optimalis
eredményt mas feladatokra.

Itt, most elindulva mindig hegynek fél menve nem jutunk fel a
fold legmagasabb hegycstcsara...
Tétel

Kruskal algoritmusa a G graf egy minimalis sulyu feszit6 erd6jét
adja.

Bizonyitas
Az algoritmus egy nem bdvithetd

kérmentes Frészgrafot valaszt ki: feszité
erdGt.

Indirekt: van £, minimalis stly( feszit6 erdd, hogy w(Fy)<w(F).
Az ilyenek kozil valasszuk azt, amelyiknek /el a legtobb kozés
éle van. Legyen e, DA F)-KF).
H e;t Fhez vesszik, keletkezik
egy Ckor.
Ha valamely Gbeli ere W(ey)<u(e),
akkor mivel az e bevélasztasanak
pillanataban e;t is valaszthattuk
volna (nem adna kort) nem e lett
% volna a minimdlis sdlyd X-hez vehetd
s €él.
Tehat w(€)<m(€;) minden Gbeli ere.

F,-€e,legalabb két komponensbd! all.

Van e,0R O)-{ey}, mely F,-e,két

komponensét koti 6ssze.

F, = (Fy-e,) O {e,} is feszito erdo.

Ha m(e)<m(ey), akkor m(F)<m(Fy),
ellentmondas.

| Fp-€, komponensei |

Tehat w(e,)=me,). Ekkor viszont F, egy
olyan minimalis stlyu feszité erdd, melynek
eggyel tobb kozos éle van Fel, mint £
nak, ami ellentmond £, valasztasésval.

Hasznaltuk:

Egy feszit6 erd6hoz egy e élet hozzavéve pontosan egy kor
keletkezik.

Ezen kér barmelyik e’élét elhagyva és et bevéve Ujra feszité
erdé6t kapunk.




