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Sajatérték, minimalpolinom

Sajatérték, sajatvektor

V'véges () dimenzids, nem nulla vektortér 7test felett. HomV a
V6nmagara vald linearis leképezéseinek (linedris
transzformacidinak) vektortere.

Hom Vdimenziéja %Az A; leképezések ahol Aye,=3;g;, ahol 5 a
Kronecker delta, bazist alkotnak Hom l£ben. Vbazisa az
{&ti=1,...,m} [hai=j
% = Ep hai#j
J

Linearis leképezést meghatarozzak a baziselemek képei. Legyen
Be=v,=\ e, +\e+...+A €. Ekkor nn

B=Y S AyAy

=E

Definicio

Egy A 7-beli skalart az A linearis transzformacio sajatértéke, ha
létezik nemnulla ~beli v vektor, melyre Av=Av.

Definicié

Egy nemnulla v ~beli vektor az A linedris transzformacio

sajatvektora, ha |étezik olyan A 7-beli skalar, melyre Av=Av.

v NEM lehet 0, de A=0 lehetséges.

Példa

*A kozOnséges sikvektorok terében a 180°-o0s elforgatasnak

minden nemnulla v vektor sajatvektora, -1 sajatértékkel.

oA térvektorok kozott az (x;y)-sikra vald tiikr6zésnek minden

ebben a sikban lev vektor sajatvektora 1 sajatértékkel, a z

egyenesbe es0 vektorok pedig -1 sajatértékkel.

» Ha Va legfeljebb redfokd polinomok vektortere, akkor az
fi— xf’leképezés sajatvektorai a cx'alakl polinomok, 7

sajatértékkel

Tétel
1. Minden sajatvektorhoz pontosan egy sajatérték tartozik.

II.  Egy adott A sajatértékhez tartozd Gsszes sajatvektor és a 0
alteret alkotnak. Ezt a A-hoz tartozo sajataltérnek nevezziik.
Bizonyitas

I. Ha Av=Av=py, akkor (A-p)v=0, azaz mivel v nemnulla, A\-p=0.
II. Legyen Av=M\v, Aw=Aw. Ekkor A(v+w)=Av+Aw=Av+Aw=
My+w).

A(cv)=cAv=chv=A(cv). Tehdt a A sajatértékhez tartozd

sajatvektorok halmaza zart az 6sszeg képzésre és skalarral vald
szorzasra, azaz altér.

Tétel

Egy linedris transzformacié métrixa akkor és csak akkor
diagonalis, ha sajatvektorokbdl allé bazisban irtuk fel. Ekkor a
féatloban allo elemek a megfelelé bazisvektrorhoz tartozo
sajatértékek.

Bizonyitas
Eﬂl 0 0 E akkor és csak akkor teljesil,
Al = |:|0 Ay 0 0 ha Ae;=\ey,... . Ae, =€,
[Ale =5 P 10
O O
oo o A,0




Példa a1
Az A transzformacié métrixa az e,,e,,e; bézisban a 11
1

1

—

C [

A(e,+e,+€3)=3(e, +e,+6;)
A(2e;-e,-€5)=0(2e;-€,-€3)
A(-e,+2e,-€5)=0(-e,+2e,-¢;)
Az A métrixa az e, +e,+e;, 2e,-e,-€;, -e,+2e,-e; bazisban tehat
@3 0 0Q
0 07
00

Karakterisztikus polinom

Tétel

Legyen e,,e,,...,€, bazis V~ben, ADHomV. Egy A\ 7 skalar
pontosan akkor sajatértéke A-nak, ja az [A-AE], matrix
determinansa det([A-AE].)=0.

Bizonyitas

A sajatérték - van x#0 , melyre Ax=Ax_< (A-AE)x=0. - matrix
alakban [A-AE][x]=[0]. Azaz A pontosan akkor sajatérték, ha

ennek a homogén linedris egyenletrendszernek van nemtrivilis
megoldésa. - egyitthatématrix determinansa det([A-AE],)=0.

Definicio

Legyen az AOHom V/transzformacié matrixa valmely bazisban

Q- aln%
_[Aa dpn - O0n[g
[A]_D : : .. |
O 0

I:nnl Qpy - annD

Az A karakterisztikus polinomjan a

ay—X  ap Q1
_ ) ay—-X a o
ka(x) = det[A- xE]=| : :
ant a2 Qpp — X

polinomot értjiik.

A karakterisztikus polinom rred foku, féegyitthatdja (-1)7.

Osszegének (-1)*1-szerese. (Ez utdbbi 6sszeget a matrix
nyomanak hivjak.)

Hoppa!!!! Hiszen ez a definicid fiigg a bazis valasztasatol,
amelyben a transzformacié matrixat felirtuk!!

Vagy mégsem?

Tétel

Legyen a Vegy -egy bazisa e, e,,...,&,, illetve f,f,,....f,. Legyen S

az az egyértelmii linedris transzformacid, melyre Sg;=f;. Ekkor
barmely ADHom l£re

[Al=[S]c ™" [Al.-[S]

Bizonyitas

Legyenek az (Uj) [A] métrix elemei a;’. Ekkor [A]; ik oszlopa:
A(f)= ay/fy+ ayfyt.+ oy,

(AS)(e)=A(Se)), Se;=f, alapjan:

(AS)(e)=A(Se)=Af= ayf+ oyf+...+ a,f=
04;'Se;+0,'Se,+...+ 0,'Se,= S(ay;'e;+ ay'e,+...+ oy'e,)

Balrdl S1-el szorozva:
(SAS)(e))= ayf'e;+ 0y'ey+...+ Oy'e,

Azaz az S''AS leképezés e-bazisban felirt matrixa megegyezik az A
leképezés f-bazisban felirt matrixaval. Ugyanbakkor

[S7AS].= [S]. ™ [Al.- [S]e

A karakterisztikus polinom filiggetlen a bazis valasztasatol:

ka(x) = det{A- xE], 7 det]S™!|_det[A- xE], det[s], =
det[A- xE] |det]S!|| det[s], = det[A- xE], defls's] =
det[A- xE|_ det[E] \F det[A- xE],

Determinansok

A . e-bazisrdl f-bazisra
szorzattétele szerint

attérés matrixa

A két determinans
ugyanaz




Sajatérték szamitas:

det([A-AE],) a A ismeretlennek /+ed fokl polinomja, gytkei a
sajatértékek.

Sajatvektor szamitas:

A sajatérétékhez a homogén linedris egyenletrendszer nemtrivialis
megoldasait kell megtalaini.

Példa

Legyen A a sikvektorok xtengelyre vonatkozd tiikrézése. A

matrixa a szokasos bazisban 1 00 amra sajétértékek

- a5 101
. - = 2-1 Asajatvektorokat
det({A-AE].) 0 —1—/\‘ meghatarozd
egyenletrendszerek:
A=1: 0lxy + 0Ix; = 0 ,_,. 20x; + 0x; = 0
0x, + 2x, = 0 0, + 00k, = 0

Minimalpolinom

V n-dimenzids vektortér 7felett, 7>0, AUHomV,
f=ay+a x+...+a x0T x.

Ertelmezziik az {A) helyettesitési értéket, mint egy Hom I<beli
linearis transzformacict.

A°=E. igy fA)=a,E+a,A+...+a Ak OHom V. A gydke £nek, ha

fA)=0 a nulla leképezés. pr=s

Definicié
Az fpolinom az A transzformacié minimalpolinomja, ha fa

legkisebb foku olyan nemnulla polinom, melynek az A gyoke.
Jel6lés: my,.

Tétel
TetszGleges A-nak létezik minimalpolinomja, és az konstans
szorzo erejéig egyértelmd.
Bizonyitas
2

Létezik: Tekintsiik Hom I¢ben az E, A, A%,...,A™ (n=dimV)
transzformaciokat. dimHomV=n?, ezért ezek linedrisan
sszefiiggéek: Iétenek c,,cy,...c, T-beli skalarok, nem mind 0,
hogy ,

CE+c A+ A%+ +c, A™ =0

azaz A gyBke az F(x) = Cq +C X + Cyx %+, ~HCo X"
polinomnak.
Egyértelmii: legyen f=a,+a,x+...+ax* és g=by+bx+...+bx*is
minimdlpolinomja A-nak.(a,,b0). #=a,g-b,fpolinomra

HA)= a,«A)- b f(A)=a0-b0=0
de A foka kisebb 4-ndl, azaz #=0, ~=cg, ahol c=a,/b,

Megjegyzés: (F+g)(A)=AA)+(A) és (I)(A)=AA)AA).
Kijott: degm<r?*

Tétel(Cayley-Hamilton -tétel)

A minimalpolinom osztdja a karakterisztikus polinomnak, azaz van
olyan Ax)07[x], hogy kx(xX)=Ax)my(x) minden A OHom l+re.

Kévetkezmény: degm<n. | m, osztja g-t.

Tétel
AR)=0 = mylg
Bizonyitas
Ha m,|g, akkor g=t-m,, azaz g(A)={A)- my(A)={A)- 0=0.
Legyen g(A)=0. Ekkor g=t my,+rahol degr<degm, vagy r=0.

HA)=g(A)-{(A)- my(A)=0-4{A)- 0=0. Mivel rfoka kisebb, mint a
minimalpolinomé, eért ez csak ugy lehet, ha ~=0.

Tehat Cayley-Hamilton: minden transzformacié gyoke a
karakterisztikus polinomjanak.
Tétel

A minimalpolinom 7-beli gyokei éppen a sajatértékek.

Bizonyitas

Legyen my=ay+a,x+...+ax* valamint A0 7 sajatérték. Ekkor van
u nemnulla, hogy Au=Au. Ekkor Ailu=Nu.

mu(A)=0 alkalmazva u-ra:

0=m,(A)u=(a,E+a,A+...+a A )u=a,(Eu)+a,(Au)+...+a,(Aku)=
ag(u)+a;(Au)+...+a(Au)=(a +a,A+...+a A )u=m,(A)u.

Mivel u nemnulla, ezért 0=m,(\)u-bdl m,(\)=0 kévetkezik.
Legyen AO7 gydke mu-nak. Ekkor m=(x\)g.
0=m(A)=(A-AE)g(A). O Ker(A-AE) O Img(A). degg<degmy,,
ezért g(A)#0, tehat Img(A)=0. Igy Ker(A-AE)#0 is igaz. Viszont
Ker(A-AE) barmely nemnulla eleme A-hoz tartoz6 sajatvektor,
azaz \ sajatérték.

Bilinearis fliggvények

Bilinearis fiiggvények, kvadratikus alakok: geometriabdl,
masodrend( gorbék, felliletek vizsgalata.

Alatalanos merdlegesség fogalom
Szép bilinearis fliggvény: skalaris szorzat

Kisebb valtoztatasokkal komplex szamtest felett is értelmezhetd




Valds bilinearis fliggvény

Bi-: kétszeresen, kettd (mint bicikli, azaz kétkerek{).
Definici6

Legyen Vvektortér R felett. Az A: VxV- R leképezés (valds)
bilinearis fiiggvény, ha mindkét valtozdjaban linearis, azaz az
egyik vatozo barmely rogzitett értéke esetén a masikban linearis.
Vagyis u,v,u’,v'OV, A\OR esetén

* A(u,v) egyértelmu valds szam

o Au+U',V)=A(u,v)+AU',v)

* A(Au,v)=AA(u,v)

* A(uv+v)=A(uv)+Au,Y)

* A(u, A\V)=AA(U,v)

Példa
» Kozonséges sik illetve térvektorok geometriai skalaris szorzata.

. s £ kopare
Skalaris szorzas R ban.Eul 0 v, 0 .

us= é‘ éy = é/ éakkor A(g,y) = ZUiVi
Kk k :
® U V3+3U,V4-77U3v,, Stb.

« Minden vektorparhoz a 0 valdst rendelve kapjuk a @ bilinearis
leképezést

* IVa [0,1] -en értelmezett folytonos fiiggvények vektortere a
valds szamtest felett. Egy 7 g fiiggvényparhoz rendeljiik a

Af,9)= J:’f(x)g(x)dx

Tovabbiakban csak véges dimenzio.

Tétel

Legyen b,,b,,...,b, bazis a Vvektortérben. és ayij=1,2,..,n
tetszoleges valés szamok. Ekkor pontosan egy olyan A bilinearis
fiiggvény létezik, melyre

A(b,b)=0y, 1,j=1,2,..,n.
Bizonyitas
Legyen u és v két tetsz6leges £beli vektor. u=u,b,+...+u,b, és
v=v,b,+...+v,b, egyértelmiien.Ha Iétezik A4, akkor
A(u,v) = A(ugby+...+ugby, viby +..+viby) =

n n
z uivjA(bilbj) = z UVviai
=1 ir1=1

Az, hogy a n fliggvény valdban bilinearis,
hazi feladat. A(ur V) = > wviay

i,=1
Definicié

Az A bilinearis fiiggvény b,,b,,...,b, bazis szerinti matrixan azt az
nx n-es matrixot értjlik, melyben az #ik sor fik eleme o;=A(b;by)
és [A],-vel jeloljik.
Tétel
Rogzitett bazisban kolcséndsen egyértelmii megfeleltetés all fenn
a l£n értelmezett bilinedris fiiggvények és az nx r-es valds
matrixok kozott. n

Alurv) = 3 ayuys

i,J=1

vagy matrixos alakban:

Afurv) =[u]"[4][v] =

o a aq v, d

Elp,n a12 alnEEVl[|

21 22 2 200
(UIIUZI"'IUH)D . . :n[D: 0
O ‘MmO

[unl an2 ann[DIn[I

Megjegyzés

Jeldlje az u és v vektorok skaldris szozatdt u-v. Ekkor minden A
Hom £beli linedris transzformaciora A(u,v)=u- Av bilinearis
fliggvényt hatdroz meg, A és A matrixa egyazon rogzitett
bazisban ugyanaz, valamint minden bilinearis fliggvény eldall ilyen
mddon alkalmas Hom l£beli A-val.

Ortogonalizalas

Mikor lesz egy bilinedris fliggvény métrixa diagonalis?
Kell, hogy szimmetrikus legyen.
Definicié

Egy A bilinearis fiiggvény szimmetrikus, ha minden u,v-re
A(u,Y)=AV,u).

Allitas
Egy A bilinearis fliggvény akkor és csak akkor szimmetrikus, ha a
tetsz6leges bazisban felirt matrixa szimmetrikus.




Tétel
Legyen A szimmetrikus bilinearis fliggvény l~n. Ekkor létezik
olyan bazis, melyben A matrixa diagonalis.

Diagonalis —~ A(b,b;)=0, ha i#j. Specialisan, ha térvektorokrdl van
sz6, és A a skalaris szorzas, akkor a matrix diagonalis pontosan
akkor, ha a bazisvektorok paronként merolegesek.

Definici6
Legyen A szimmetrikus bilinearis fliggvény.Az u,v vektorok A-
ortogonalisak, ha A(u,v)=0.

Tétel: minden szimmetrikus A-hoz van A-ortogondlis bazis.

Bizonyitas (Gram-Schmidt ortogonalizacio)

Rekurzivan konstrudljuk a bazist. Kiindulunk a b,...,b, bazisbdl.
Ha mar c,,...,c megvan, Ugy, hogy <by,...,b>=<c,,...,c>, akkor
vessziik by, ,-nek erre az altérre valé merdleges vetiiletét, és
annak, illetve az egy az altérre merGleges vektornak az
6sszegeként irva b, ,-et, ez utébbit vessziik ¢, ,-nek.

Feltessziik, hogy A(u,u)#0, ha u#0. Legyen b;,...,b, tetszdleges
bazis.

G = by

c, = b, + puG

c; = by + p31G + P36

C, = by, + puG + ppC + *  Pnn-1Cn-1

Cy,--Cn @ Ppq Skalarok barmely értéke mellett generétorrendszer,
mivel b; a ik sor alapjan kifejezheto beloliik. A tér n-dimenbzids,
igy ¢,--,C, bazisis.

Az ortogonalitashoz a skalarokat sorban valasztjuk meg, hogy a
Cy,...,C; vektorok paronként ortogonalisak legyenek j=2,3,...,n-re.

Tegyiik fel, hogy c;,...,Cm-1-10l tudjuk az ortogonalitast. Legyen
m>j . Ekkor kell hogy 0=4(c,G)-
A(gmlg_i)=A(Dm+pmlgl+pngz+-"+pmjgj+---+pm,m-1Qm-1le)=
A(Dmlgj)+pm1‘4(g §j)+pm2A(Q21gj)+---+pmjA(gjl£j)+--- L,
+pm,m71A((—:m—1I§j) (bmlg'j pmjA(legj)l ahOnnan pmj-re adOdlk

egyenlet.




