Linedris Leképezések

> Vektorterek kozotti miivelettartd leképezések.
»Mikor ,ugyanaz” két vektortér
»Dimenzié egyértelm{ien meghatarozza
> Szoros kapcsolat matrixokkal
Definicio
Legyenek V, és I/, ugyanazon Ttest feletti vektoterek.
A Vbdl V-be haté A fiiggvényt linedris leképezésnek
nevezziik, ha miivelettartd, azaz

(@ O u,vOV;re A(u+v)=Au+ Av
(i) DwuwOV,AOTre A(\u)=MNAu

» I/, minden eleméhez egyértelm(i a kép.

>V, -beli elem 6sképe nem feltétlenil egyértelmd és
nem feltétlendil létezik.

»>Az (i)-beli + jelek nem ugyanazt a miiveletet jelolik,
hasonldan a skalaris szorzas sem ugyanaz (ii)-ben.

Tétel

I A0, = 0,ahol 0; V;nulleleme

1I. A(-u) = -(Au)

I, A(\ugt o + Np) = MAugto+ ANAY,

Bizonyitas

I. Au=A(ut+0)) =AutA0,>-(Au)+Au=
-(Au)+ Au+A0,= 0,= A0,

II. 0,= A(u+(-u)) = Au+A(-u)

1. ©

Definicié

A lineéris leképezés Vbl Vsbe. Képtere: a képelemek
halmaza. Magtere: a O reképezett elemek halmaza.
Jelolés ImA={yOV,: OxOV,Ax=y} = {Ax: x0OV}
KerA = {x0OV;: Ax=05}

Tétel

ImA altér V-ben, KerA altér V;-ben.

Bizonyitas

Au=Av= 0= A(u+V) = AutAv= 0+ 0= 0
A(Au) = NAu=)\0=0

Képtér esetén hasonlo.

Példak

» Legyen V, = V,a sikvektorok tere. Ekkor linedris
leképezés:

= origd kordli elforgatas

= origébal térténd kozéppontos nagyitds

= origén atmend egyenesre valo tiikrozés

= origdn atmend egyenesre valo tetszéleges irdnyl

vetités

Els6 harom esetben KerA =0, ImA = I/, a negyedik
esetben képtér az egyenes, magtér a vetités iranyaba
es@ origdn atmend egyenes.

A(u+ Ay

Au v

> Tetszbleges V, és V, esetén I/, minden elemének
feleltessiik meg a V, nullelemét. Ez a nulla leképezés
jelolés: O. Magtere a teljes V, képtere a 0.

» V, = V,és minden elem képe 6nmaga. Ez az
identikus leképezés. Képtere I, magtere 0. Jelolés: E

»V,= V,=R[x], A: f > f'. Képtér maga a V/;, magtér
a konstans polinomok.

> V,egy tetszbleges n-dimenzids vektortér, V,a Ttest
elemeibdl képzett szam r-esek tere. (6sszeadas,
skalarral szorzas koordinatanként.) Rogzitsiik le V, egy
tetsz6leges bazisat, és minden V; —beli vektort irjunk
fel ezek linearis kombinacidjaként (egyértelm(i!!). Az
igykapott egyitthato r-est rendeljiik a vektorhoz
(koordinatak).

» V,a valés fliggvények, I, = R, A: f > f(3.14159)




Izomorfizmus

Definicié

Egy kélcsondsen egyértelm(i (bijektiv) linearis
leképezést izomorfizmusnak hivunk. Vvektortér izomorf
Z-vel,ha van V - Zizomorfizmus. Jel6lés V[ Z

Izomorf vektorterek a mi szempontunkbdl
megkiilénboztethetetlenek.

(,Ugyan olyan, csak pepitaban”)

Izomorfizmus eldonthetd a kép és magtere alapjan.

Tétel
Az A: V, - V, linedris leképezés akkor és csak akkor
izomorfizmus, ha KerA = 0és ImA = V5.
Bizonyitas
ImA = V,miatt I;minden eleme kép.
Au=Av=>A(rv) = O0=>uvOKerA>u= W
Tétel
0] vov
(i) vOZe zOVv
(i) VOZés ZOW= vOW

Tehat az izomorfia ekvivalencia reldcié a vektorterek
kozott.

Bizonyitas(szer()

Az E leképezés, egy izomorfia inverze, illetve két
izomorfia egymas utan alkalmazasa is izomorfia.

Legyen 7%xn 3 Ttest feletti & x r-es matrixok
vektortere, 77 =72x" 3 T elemeibdl alkotott szam 77-
esek vektortere.

Tétel

Ha n7>0 és VVa Ttestfeletti 7~dimenzids vektortér,
akkor VO 7.

Bizonyitas
Rendeljiik egy u I~beli vektorhoz egy el6re rogzitett

bazisban adédo koordinatdit. Ez a hozzarendelés
izomorfizmus.

Tétel

Véges dimenzids Ués V T-feletti vektorterek esetén
UOV e dmU=dimV

Bizonyitas

Ha mindkét dimenzié n, akkor mindkét vektortér

izomorf 7-el.

Ha ¢/0 V, akkor van egy A : U - V izomorfizmus.
Legyen U, Uy ... ,u, bazis (+ban. Legyen v O V. Ekkor
létezik egyértelmiien # 0 U, hogy Au = V. A linearitasa
miatt

U= MU+ AU, = V= NAU +...+ N\ A,

Az elGallitds erra egyértelm(i, ezért wre is az, tehat
Aug,Au, ... Au,bazis I ben.

Az, hogy egy leképezés linedris, nagyon erés megkotés.
Tétel

Legyen b, by..., b, bézis a U vektortérben, valamint
legyenek €z Cy-...,€, tetszbleges elemek az ugyanazon
test feletti Vvektortérben. Ekkor pontosan egy olyan
A:U- Vlinedris leképezés létezik, melyre

Ab;=c¢c;,i=1.2,.,n (@)
Tehat a linearis leképezés egy rogzitett bazis
elemeinek képével jellemezhetd.
Bizonyitas
Legyen & O U. Ekkor u = By b,+...+ B, b,
egyértelm(en. Ha (*) teljestil A-ra, akkor

Au= AB,bs+...+ B,b,) = ByCs+...+ B,C,, azaz Ay
egyértelmlien meghatarozott. Masfeldl, az a leképezés,
ami egy u = B,b,+...+ B,b, U-beli vektorhoz a
B,C/+...+ B, C, Vbeli vektort rendeli, linedris.




Osszegtartas: Legyen u = Byby+...+ Bob, és v=
Yib+...t v b, Ekkor v = (By+y,) byt +
(Bn+Yn)b, azaz

A(tr+V) = (By+y))Crt et (BatVa) G, = AUtAY

Dimenzio tétel

Legyen U véges dimenzids és Vtetszbleges vektortér 7
test felett, Az & — V lineéris leképezés. Ekkor

dim KerA+dim ImA = dim U

Bizonyitas
dim U= n, dim KerA = s. by, by..., b, bazis KerA-ban.

Ezt kiegészitjik by, B, ., B, vektorokkal U
bazisava. Ekkor Ab,, ,Ab, , 5....AD, INA bazisa lesz.

Generdtorrendszer: AuOImA, u = By b, +...+ B,b,
Ekkor Aw = A(ByBy+...+ Bob, ) = BAD+...+ B,AD,
= ﬁs+1Abs+1+"'+ BnAbn

Linedrisan fluggetlen: Tegyik fel, hogy Y. ADg, 4.+
YoAb,, = 0. EKkor A(Yey1 B85, 1%+ Y ob,) = 0, azaz x

=VYep1Bs, 7+ F Y ub, O KerA. Viszont igy xfelirhaté x
=y, b,+...+ y b, alakban is. Tehat

V1b1+---+ ysbs- YS+1bs+1-'"-y nbn =0

amia byby..., b, bazis volta miatt azt jelenti, hogy
y;=0 minden i-re.

Kévetkezmény

Legyen A a véges dimenziés V' vektortér linearis
transzformaciéja (6nmagara vald linearis leképezése).

ImMA= Vo KerA=0

Hom( U, 1), a linearis
leképezések vektortere

Definicid

Legyenek A,B: U - Vlinearis leképezések, A 7-beli
skalar. A és B Gsszege

(A+B)u = Au+Bu
A ) skalarral valé sz

M)u = \(Au)

Nem ugyanaz

az Bsszeadas!!1 Nem ugyanaz a skalarral

valé szorzas!!!

Tétel

Legyen Ués I/ vektortér Ttest felett. Ekkor az dsszes
U - V linearis leképezés halmaza vektorteret alkot.
Ezt Hom(4, V) jel6li.

Bizonyitas
1. Két linearis leképezés Gsszege, illetve egy leképezés

skaldrszorosa is linearis: (A+B)(u+Vv) = A(u+Vv) +
B(w+v) = Au+Av+Bu+Brv = (A+B)u+(A+B) v

2. Hom(Y, V) nulleleme a O leképezés, ami minden (+
beli vektorhoz a I~beli nullvektort rendeli. (ez linearis)

3. Egy A leképezés ellentettje -A, ahol (-A)u = -(Au)

4. A tobbi vektortér axioma a definicidkbdl és ¢/ -ban,
illetve I~ben teljestilé vektortér axiomakbdl kovetkezik.




Példaul A\(A+B) = AA+ AB igazolasa:

(MA+B))u = \((A+B)u) = \(Au+Bu)

(AA+ AB)u = (AA)u+ (AB)u = NAu+ \Bu

A jobboldalak a V/-beli (52) axioma miatt azonosak.

Linearis leképezések szorzasa

Legyenek U, VVés Wugyanazon T test feletti
vektorterek, A O Hom( I,/), BO Hom({, ). A és B
szorzata: AB: U - W leképéezeés; re

(AB)u = A(Bu).

I Lényeges:Ugyanaz!!!

El6sz6r a masodiknak irt B-t alkalmazzuk!!

Két linedris leképezés szorzata is linearis.

A szorzas nem kommutativ, AB |étezése esetén BA
nem is biztos, hogy létezik (példaul, ha ¢, Vés Wmind
kiilonb6z6ek). A tobbi megszokott azonossag igaz.

Tétel

Ha A 7-beli skalar, A, B, C tetszéleges olyan
leképezések, amelyekre az alabbi egyenl6ségek
valamelyik oldala értelmezve van, akkor a masik oldal
is értelmes, és az egyenléség teljestil.

I A(BC) = (AB)C
II  A(B+C) = AB+AC, (A+B)C = AC+BC (!!!)
III  A(AB) = (\A)B = A(AB)

Linearis leképezés matrixa

Hom( Y, 1)-beli leképezéseket matrixokkal jellemzziik. A
leképezés megadhatd (+beli baziselemek képével,
melyek felirhatdk l£beli baziselemek linedris
kombinacidiként.
Definicié
Legyen Uegy bdzisa a,ay...,a,a Vegy bazisa pedig
byby...by . Egy A OHom(U, V) leképezés ayaxy...,a,
és b, b,...,b,bazispar szerinti matrixan azt a kA x/res
matrixot értjiik, amelyiknek Fik oszlopdban az Aa;
vektornak a by, B.y..., b, bézis szerinti koordinatai
alinak. Jele [Al, 5

Legyen
Aa; = oy, b+ ay b+ oy by
Aa; = 0y,0,+ apbot..+ agby
Aa, = Qg b+ Ggpb et Gnbi
Ekkor

/7]
ay 0, - 4y
_H_’_ Ay 0pn - Oy
A ab —| : :

Ay G - Gy

Sziikséges értelmezni egy vektor matrixat.

Definicid

Legyen ¢ Cy...,C, bazis a Vvektortérben. Minden v 1~
beli vektor egyértelmien irhaté v=y,c+...+ y,C,
alakban. A vvektornak a ¢, Cy...,c, bazisszerinti
matrixan (koordindta vektoran) a

| 41

[V] = Y2 (oszlop)matrixot
< : értjik

Ve




Matrix szorzas

a;, ai,
ax asn
aq| Ao - A

K
Biaiy Y. Buaiz - Bt
i=1 i=1
Ba Bn - Ba zk:ﬂzi”u zk:ﬂzi”iz zk:ﬂziﬂin

.. : i=1 i=1 . i=1

ﬂrl ﬂrz ﬂrk

K : K Tk :
Zﬂriﬂil Zﬂriﬂiz Zﬂei”in
i=1 i=1

i=1

Tétel
Legyen az Ubazisa a,ay...,a,a Vegy bazisa pedig
byby...b, , A OHom(Y, V) és v OU. Ekkor

[AV], =[Al, [V,

| 41
Bizonyitas [v] _|rv2
c :
Legyen :
Vn

ay O - Oy

_|Gr 0

(A, = % T

Ta O " O

Ekkor Av=A(Y;ds+...+Y,a,) = Yi(Ady)+...+Y,(Aa,
Yi(@yy byt g byt .t Qs b a. b

Uonbrtnt Qunby) = (A11Y 1+ Q1o Y 7Het 01, Y

tot (O Y 1+ G2y Skn Y 7/9%

Tétel
Ha dim U= n, dimV/ = k, akkor Hom({, V) O 7kxn

Bizonyitas
Legyen az U bazisa a,ay...,a,a V egy bazisa pedig
by, b,....b, . Az A OHom(U, V) leképezésnek

feleltessiik meg az adott bazispar szerinti matrixat:
A [A]a,b

1. Minden A OHom( Y, V)-hez egyértelmiien
hozzarendeltiink egy & x r+es matrixot.

2. Barmely matrixnak pontosan egy Gsképe van,
ugyanis a matrix pont a baziselemek képét adja meg.

3. (A+B)a=Aa;+Ba;és a rogzitett I~beli bazis miatt
az [A+B] matrix fik oszlopa éppen az [A] és [B] Fik
oszlopanak Gsszege lesz, azaz [A+B] = [A]+[B]

Tétel

Legyen Uegy bazisa a,ay...,a,a Vegy bazisa
b, b,....b, Wegy bazisa pedig ¢, Cy...,C,. Legyen
tovabba AOHom( V, W), BOHom( Y, V). Ekkor

[AB]a,c = [A] b,cl [B]a,b'

A szorzat leképezés matrixa a leképezések matrixainak
szorzata.

Bizonyitas
ay Ap - Ay Pu P2 - Bn
N e
ar A o Ay Ba Bz B

(AB)a;=A(Ba,) = A(By;b,+...+Byby) =
ByAbs+...+B AL =By;(0y, CF.F 0 6+

B0 Crteent 0 €) = (ByyQlygteeet BigOyy) Eot e
+ (Byy0py +eeet Byan €,

Itt c; egyitthatdja pont By, +...+ By ami pont az
[A] matrix Fik sordnak és a[B] matrix Fik oszlopanak
szorzata.




