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Halozat

1. Definici 6. Legyen G egy iranyitott graf. Rendeljink minden éléhez egy c(e) nem-
negativ valos szamot, amit az él kapacitasanak nevezunk. Jeloljtink ki tovabba két st
pontot G-ben, melyeket forrasnak (termeldnek) illetve nyelének (fogyasztonak) hivunk.
Ekkor a (G;s;t; C) négyest halbzatnak nevezzik.



Szemléltetésképp feltehetjiik, hogy a halozattal
egy olajvezetékrendszert abrazolunk. A ka- |
pacitasok a vezeték vastagsagat jelentik, vagyis |
azt, hogy egységnyi ido alatt mennyi olaj foly-
hat at azon a vezetékdarabon.A kérdés az, hogy
egy adott halézaton mennyi olaj folyhat at s-bol
t-be. Szoktak beszélni Gthalozatokrol is, ahol a
kapacitas az utak ateresztoképessége, és arukat
kell eljuttatni a termelotél a fogyasztokhoz.
De beszélhetiink szamitogép halozatokrol és
adatatviteli savszélesseégrol is.




Folyam

2. Definici 6. Az f: E(G) — R=%fiiggvény megengedett fiiggvény, ha f(e) < c(e) min-
den élre, és

m(v) = z{ f(e) | e végpontja v} — Z{ f(e) | ekezd6pontja v} =0

minden v € V(G)-re, kivéve az S és t pontokat. Egy megengedett fliggvényt folyam-
nak hivunk. Kénnyen belathato, hogy m(t) = —m(s)*. Ezt a kdzos értéket a folyam
ertékének nevezzik és ms-el jeloljuk. Egy élet telitettnek hivunk egy folyamban, ha
f(e) =c(e), és telitetlennek, ha f(e) < c(e).

*» ym(v) = 0, mivel minden e élre az f(e) érték az él végpontjanal pozitiv,
kezd6pontjanal negativ elGjellel adodik ossze. 0 = Ym(v) = m(t) + m(s) +
Zv;és,t m(V) — m(t) + m(S)'



A feladat a maximalis érték(i folyam meghatarozasa.
Hogyan lehet egy meglévo folyamot javitani?

e Ha van egy olyan iranyitott Gt s-bdl t-be, amelynek min-
den éle telitetlen, akkor ezen Ut mentén a folyam értékét
minden élen megnovelhetjik annyival, hogy az egyik él
telitett legyen.

e Ha van egy ,,vissza” él, amin pozitiv a folyam, akkor
megprobalhatjuk csokkenteni a visszafelé folyd men-
nyiséget. Két eset lehetséges: Van egy telitetlen be-
futd él van egy pozitiv kifutd él. Legyen a grafban
S = \Vo,Vi,...,Vk_1,Vk = t egy at, nem feltétlentl az
iranyitas szerint. Novelhetjuk a folyam értékét, ha min-
deni=0,1,2,...,k—1-revagy & = (V;,Vi. 1) és f(g) <
c(g), vagy € = (Vi11,Vi) és f(g) > 0. Ekkor az els6
tipust éleken noveljik a folyam értékét, mig a masodik
tipustiakon csokkentjik, igy az 6ssz folyamérték no. Az
ilyen utakat javitd Gtnak hivjuk.




Vagas

3. Definici 6. Legyense X CV(G) —{t}, igy nyilvanvalo, hogy sem X, sem V (G) — X
nem Ures halmaz. Azoknak az éleknek a C halmazat, amelyeknek egyik végpontja X-
beli, masik V(G) — X-beli, a halozati folyam egy (S,t)-vagasanak nevezzik. A vagas
értéke, c(C), azon éleken levd kapacitasok dsszege, amelyek egy X-beli pontbél egy
V(G) — X-beli pontba mutatnak.(ey, &, . . .) Ezeket eléremutatd éleknek nevezziik. Tehat
a vagas értékében nem jatszanak szerepet a visszafelé mutato élek (di, do,...), vagyis
azok, amelyek egy X-beli pontba mutatnak.
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4. Allitas. Legyen G egy halozat, f egy folyam, C = (X,V(G) — X) egy vagas. Ekkor
m; < c(C).

BIZONYITAS Legyenek e€1,€,...,6 az elére (X-b6l V(G) — X-be) mutatd élek,
di,ds, ..., ds pedig a visszafelé mutatd élek. Ekkor

S
J:

m =3 f(e) = 3 (d) < 3 cle) =)



Javit 0 it — maxim alis folyam

5. Tétel. Egy folyam értéke akkor és csak akkor maximalis, ha nincs javito Gt s-bol t-be.

BiZONYiTAS Legyen P egy javito Gt. Ekkor P minden el6re mutato élére a c(g) — f (&),
visszafelé mutatora pedig az f(g) érték szigoran pozitiv. Legyen ezeknek a minimuma
d. Az elsé tipust élekre noveljuk f(g)-t d-vel, a masodik tipustaknal pedig csokkentsiik
f(g)-t d-vel. Ekkor a modositott folyam is megengedett marad, értéke viszont d-vel
nott.

Tegyuk most fel, hogy nincs javitd Gt s-bél t-be. Legyen X C V(G) sbél javitd Gton
elérhetd pontok halmaza. Ekkor sem X, sem V(G) — X nem Ures, hiszen s€ X,t €
V(G) — X. Tekintstink egy olyan e élet, amely egy X-beli X pontbdl egy nem X-beli y-ba
mutat. Ekkor f(e) = c(e), hiszen ellenkez esetben az s-bdl x-be vezet6 javito Ut e-
vel meghosszabbitva egy S-bol y-ba vezeto javito utat szolgaltatna. Ugyanigy egy olyan
élre, amelyik egy nem X-belib6l egy X-belibe mutat, teljestl, hogy f(e) = 0. Tehat erre
a vagasra teljesil, hogy m; = ¢(C), ami a 4. Allitas szerint azt jelenti, hogy f maximalis.



Ford-Fulkersont étel

6. Tétel (Ford—Fulkerson). A maximalis folyam értéke egyenl6 a minimalis vagas
ertékével, azaz

max{m; | f egy folyam s-bél t-be} = min{c(C) | C vagas}.

Egy Ujabb minmax tétel. Megint az, hogy a maximum nem nagyobb, mint a minimum,
konnyd.

BIzZONYiTAS A maximalis folyam nem lehet nagyobb a minimalis vagasnal a 4. Allitas
szerint. Az 5. Tétel bizonyitasa egy maximalis folyamhoz egy vele egyez0 értékl vagast
konstrual. Ezzel a bizonyitas kész ???? Honnan tudjuk, hogy Iétezik maximalis folyam?
Egy algoritmust adunk maximalis folyam keresésére.

E tétel segitségével konnyen bebizonyithato egy adott folyamrol (amit valahogy megse-
jtettiink), hogy az maximalis. Ha megsejtiink egy ugyanilyen érték(i vagast, akkor a
Ford—Fulkerson tétel biztositja, hogy a folyam értéke maximalis.



Maxim alis folyam algoritmus

A kiindulasi folyamra vonatkozolag (ha ilyen nem
volt, akkor az azonosan O folyam hasznalhato)
keresink egy javitd utat, €és e mentén noveljik a
folyam értékét. Hogyan tudunk, ilyen javito utat
keresni, illetve hogyan jovunk ra, hogyha nincs
javito at?

Segéd graf

Adott G grafhoz és f folyamhoz definialunk egy
Gy iranyitott grafot: Legyen V(Gt) =V(G) és
G¢-ben fusson egy iranyitott él X-bol y-ba, ha
vagy (1) (x,y) € E(G) és f(x,y) <c(xy), vagy
2) (y,x) € E(G) és f(y,x) > 0.

Ha G¢-ben van egy iranyitott Gt s-bél t-be, akkor
az ennek az (tnak megfelel6 élek G-ben épp egy
javitdo utat adnak az f folyamra nézve. Ha pedig
van javitd Ut G-ben, akkor lesz iranyitott Gt S-bol
t-be Gs-ben.




1. Nem mindegy, hogy a Gs grafban melyik st utat
valasztjuk.

(a) Lehet, hogy az algoritmus tll sok Iépésbdl fog allni.
Felvaltva az s,a,b,t és s,b, a,t utakat vesszik, akkor
a maximalis folyam értékéhez csak 2- 100 Iépésben
jutunk el, mig ha az elsé lepésben az s, a,t javito utat
vessziik, akkor 2 Iépésben jutunk a maximumhoz.

(b) Ford és Fulkerson konstrualtak olyan példat is,
ahol javitasok egy végtelen sorozata torténik. A
folyamértékek (monoton ndvo és korlatos, tehat kon-
vergens) sorozata a maximalis folyam 1/4-hez tart.

2. Ha a kapacitasok egész szamok, akkor a maximalis
folyam értéke egész szam, és ez olyan f fliggvénnyel
IS megvalosithatd, mely minden élen egész értéket vesz
fel.
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Edmonds-Karp t étel
Akkor most van algoritmus, vagy nincs?

Ha egészek a kapacitasok, akkor az azonosan 0 folyambdl indulva mindig egész

szammal noveljik a folyam értéket=—- Az algoritmus véges sok |épésben véget ér. De
lehet hogy tul lassan.

7. Tétel (Edmonds-Karp). Ha mindig a legrovidebb javitd utat vesszik, akkor a
maximalis folyam meghatarozasahoz szikséges Iépések szama felllrol becsllheto a
pontok szamanak polinomjaval.
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A folyamprobl éma altal anosit asai

e TObbtermeld 51,5, ...,S és tobb fogyaszto t1, 1, ... .1;.

e Pontokhoz is rendeliink c(Vv) kapacitasokat, és megkoveteljik, hogy minden v-re
Z{u\(u,v)eE} f(U,V) < C(V)°

e Megengediink iranyitatlan éleket.

Ez utdbbi esetben ilyen ¢ kapacitast {u, v} él helyett felvesziink két ¢ kapacitast (u, V)
és (V,u) iranyitott élet.

Ha a kapacitas minden élen 1 vagy O, akkor van olyan maximalis folyam, melynek min-
den élén a folyam értéke vagy 1 vagy 0. Ha elhagyjuk ez utobbi éleket, akkor diszjunkt
utakat kapunk s-bol t-be. (Esetleg maradhatnak tovabbi iranyitott korok is.)
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Tobb termel 0 és t6bb fogyaszt 6
A feladat az 6sszes termel6tol az dsszes fogyasztoig eljutd termékmennyiség max-

imalizalasa.

Vegytink fel két (j S,t" pontot, és kossik 0ssze S-t Sq,...,S-val, tq,...,1-t pedig
t’-vel, az 0j élek mindegyikének kapacitasa legyen o. Ha ebben a hagyomanyos
halbzatban meghatarozzuk a maximalis folyamot, akkor az eredeti éleken szerepld
folyamértékek pontosan a keresett értékek.

halbzat
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_ Pontkapacit asok
A pontokhoz is rendeliink c(V) kapacitasokat, €s megkoveteljik, hogy a ponton csak

ennyi viz folyhat at, azaz minden v-re

f(u,v) <c(v).
{u|(u,v)eE}

konstrualunk hozza egy hagyomanyos halozatot. Minden v pontot helyettesitsiink ket
V., V' ponttal. Ha egy él az u pontb6l a v pontba mutatott, akkor helyette vegyiink fel egy
u”-bdl V-be mutato élet a hozza tartoz6 kapacitassal egyutt. Ezenkivil pedig minden
V-b6l mutasson egy él V'-be és ennek kapacitasa c(V) legyen.

Ebben a halozatban egy ,,hagyomanyos” maximalis folyam megfelel a pontkapacitasos
halbzat egy maximalis folyamanak.
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Menger t ételei

8. Tétel (Menger). Ha G egy iranyitott graf, s;t € V(G), akkor az sbél t-be vezetd

, , élidegen iranyitott L , :
paronkent utak maximalis szama megegyezik az

pontidegen iranyitatlan
. iranyitott , elek o L,
0sszes s .., . S—1 utat lefog0 minimalis szamaval.
iranyitatlan pontok

Vilagos, hogy max{ } < min{}.
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Iranyitott, elidegen
Tegyuk fel, hogy az s—t utakat lefogd élek minimalis szama k.
Legyen minden él kapacitasa 1. Az igy kapott halézatban a minimalis vagas értéke
tehat legalabb k. Ekkor a Ford—Fulkerson tétel miatt a maximalis folyam is legalabb k
érték(. Van olyan maximalis folyam, melyben minden élen a folyamérték O vagy 1. A
telitett éleken at van egy Ut s-bél t-be: élein valtoztassuk a kapacitast O-ra (hagyjuk el
6ket). gy a folyam értéke legalabb k — 1 lesz. Ekkor viszont ismét kell lennie S—t (tnak
(ha k—1 > 1), és ennek nyilvan nincs kozos éle az elébbi Gttal. A gondolatmenetet
folytatva K élidegen iranyitott s—t utat kapunk.
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Iranyitott, pontidegen

9. Tétel (Menger). Ha G egy iranyitott graf, s;t € V(G) két nem szomszédos pont,
akkor az s-bol t-be vezetd, végpontoktol eltekintve pontidegen iranyitott utak maximalis
szama megegyezik az 6sszes iranyitott S—1t utat s és t felhasznalasa nélkil lefogo
pontok minimalis szamaval.

BizoNYiTAs Uj G’ graf: minden pgntot ontta. Ha a G grafban
egy minimalis ponthalmaz lefogja az iranyitott S—t utakat, akkor a lefogd pontoknak
megfelel6 (V,V’) élek G'-ben lefogjak az iranyitott S—t utakat. Kevesebb él nem elég,
mert ha a lefog6 élek kozott lennének (&”,b') tipusu élek, akkor ezeket helyettesithetjiik
(b, b")-vel, ha b #1t, illetve (&,a”)-vel, ha b’ =t. Igy pedig G-ben egy kisebb lefogd
ponthalmazt nyernénk. G-beli lefogd pontok és a G'-beli lefogd élek minimalis szama
egyenld. G-beli pontdiszjunkt utaknak G’-ben éldiszjunkt utak felelnek meg, és forditva.
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Iranyitatlan, élidegen

G’ graf: hogy minden élet két, egy oda és egy vissza mutato iranyitott éllel
helyettesitiink. Tegyuk fel, hogy G-ben Kk a diszjunkt utakat lefogd élek minimalis szama.
Ha G'-ben ennél kevesebb él lefogna az iranyitott utakat, akkor az ezeknek az éleknek
G-ben megfelel6 élek lefognak az utakat G-ben.
Egy G-beli s—t Gtnak G'-ben megfelel egy iranyitott S—t Gt. Azonban két élidegen
G'-beli iranyitott s—t Gtnak G-ben megfelel6é utak nem feltétlentl élidegenek! Az egyik
f1,e, f4 iranyitott Gt, a masik pedig az fo, ey, f3 Gt, ahol fj iranyitott rész-utakat jeldl.
A G-ben nekik megfelelé utaknak van kozos éle.— Helyettesitsik az f1, f3 és fo, f4
utakkal. Az ezeknek G-ben megfelel utak mar diszjunktak. gy csdkken az utakban
szereplo élek szama, tehat véges Iépés utan mar nem fog ilyen helyzet eldallni. Ebbdl
tehat latszik, hogy a diszjunkt utak maximalis szama G-ben és G'-ben megegyezik.
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Iranyitatlan, pontidegen

10. Tétel (Menger). Ha G egy iranyitatlan graf, s;t € V(G) két nem szomszédos pont,
akkor az s-bol t-be vezetd pontidegen iranyitatlan utak maximalis szama megegyezik
az Osszes iranyitatlan s—1t utat s és t felhasznalasa nélkil lefogé pontok minimalis
szamaval.

Ezt a tételt kdnnyen visszavezethetjik az el6zd tételre, ha az iranyitatlan élek helyett
mindkét iranyban hGzunk egy iranyitott élet.
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Tobbsz 6r6s O6sszefligg 0ség

11. Definici 6. Egy G grafot k-szorosan 0sszefliggébnek neveziink, ha legalabb k+ 1
pontja van, és akarhogy hagyunk el bel6le k-nal kevesebb pontot, a maradék graf
Osszefiiggd marad. A graf Kk-szorosan élosszefliggd, ha akarhogy hagyunk el bel6le

k-nal kevesebb élet, 6sszefiiggd grafot kapunk.

Egyszeresen 6sszefliggd, de (p — 1)-szeresen élosszefiiggo.

12. Tétel. A G graf akkor és csak akkor k-szorosan osszefliggd, ha legalabb k+ 1
pontja van, és barmely két pontja kozott Iétezik k pontidegen Gt. Hasonlbéan G akkor és
csak akkor k-szorosan élosszefliggd, ha barmely két pontja kdzott [étezik k élidegen (t.

BiZONYITAS Menger idevago tételei.
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Tobbsz 6rds 6sszefligg 0ség és korok

13. Tétel (Menger). A legalabb 3 pontt G graf akkor és csak akkor 2-szeresen
dsszeflggd, ha tetszOleges két pontjan at vezet kor. Igaz az is, hogy akkor és csak
akkor 2-szeresen 0sszefligg6, ha barmely két élén at vezet kor.,

Bi1zONYITAS Két pontidegen U — V (t egyitt egy kort ad, amely atmegy U-n és v-n.
Vegyunk fel két pontot Ggy, hogy ezekkel osszuk két részre az eilletve az f élet.— Az
igy kapott graf is 2-szeresen 6sszefliggb. Az elso allitas szerint ezen a két ponton at
megy kor, és ez a kor az eredeti grafban atmegy e-n és f-en.

14. Tétel (Dirac). Ha k > 2 és a G graf k-szorosan osszefliggd, akkor barmely
X1, X2, ..., Xk pontjan at vezet kor.
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