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Marad ékoszt alyok

1. Definici 6. Legyen a,b € Z. Ekkor a kongruens b-vel az m modulusra
vonatkozolag (jelélve a=b (modm)), ham|a—Db.

1. = reflexiv: a=a (mod m)

2. = szimmetrikus: a=b (modm) =—-b=a (modm)

3. = tranzitiv: a=b (modm) ésb=c (modm) = a=c (modm)
Ezzel ekvivalencia osztalyokba soroljuk az egész szamok halmazat.
Egy—egy ilyen osztalyt hivunk maradékosztalynak.

Példa: A (mod 2 maradékosztalyok a paros, illetve paratlan szamok.
A (mod 17 maradékosztalyok: {...,—34,—17,0,17,34,...},
{...,—33,-16,1,1835,...},{...,—32-152,19 36, ...},...,
{...,—18,—-1,16,3350,...}.



Miveletek marad ékoszt alyokkal
Haa=b (modm)ésc=d (modm), akkor

at+tc=b+d,a—c=b—-d,ac=bd (modm).
Az utobbihoz
ac—bd=ac—bc+bc—bd=c(a—b)+b(c—d)

azonos atalakitast alkalmazzuk. Ha a— b és ¢ — d is osztahtd m-mel,
akkor ac— bd is.

2. Definici 6. Két (mod m) maradékosztaly dsszege (kulonbsége, szor-
zata) egy—egy reprezentansuk 6sszegének (kulonbségenek, szorzatanak)
maradéekosztalya.
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Osztas
Lehet-e?
20=80 (mod 15 és £22=5=20="2 (mod 15.
Viszont 2 =4#£16=2 (mod 15
Legyen ac= bc (modm) és d(c,m) = 1. ac— bc= c(a— b) oszthat6
mmel, =—> m|a—Db, azaza=b (mod m). Ha viszont c é&s mnem relativ
primek, akkor a c-vel vald osztaskor megvaltozik a modulus:

3. Tétel. Legyenac=bc (modm)ésd(c,m)=t. Ekkora=b (mod )
teljesul.

BizONYITAS Legyen ¢ =tc és m=tn1. Ekkor a ¢’ és nT mar relativ
primek. ac— bc= c(a—b) =tc(a—b) oszthatt m=tm'’-vel,— c'(a—
b) oszthatd m-vel. Mivel d(c’,m’) = 1, igy a— b oszthato m’ = T-vel.



Teljes marad ékrendszer
Ha a mod m maradékosztalyok mindegyikébdl kivalasztunk egy

tetsz6leges elemet, a keletkez6 szamhalmazt mod m teljes maradék-
rendszernek nevezzuk.

4. Allitas. Az {by,by,...,b,} szamhalmaz akkor és csak akkor alkot
mod mteljes maradékrendszert, ha

(1) n=m
(2) béarmely i # j indexparra by #b; (modm)

5. Tétel. Legyen d(a,m) = 1. Ha egy mod m teljes maradékrendszer
minden elemét a-val megszorozzuk, ismét egy mod m teljes
maradékrendszert kapunk.



Reduk alt marad ékrendszer

Ha két szam ugyanabba a mod m maradékosztalyba tartozik, akkor
vagy mindketto relativ prim m-hez, vagy egyik sem :
a=b (modm)— m|a—-b << a-b=ttm=—a=t-m+b—
(a,m) = (b,m).

6. Definici 6. A modm maradékosztalyok kozil azokb6l, melyek min-
den eleme relativ prim mhez kiveszink egyet—egyet, a keletkezo
szamhalmazt mod m redukalt maradékrendszernek nevezziik.

Redukalt maradékrendszer elemeinek szama annyi, ahany szam a
{0,1,2,...,m— 1} halmazbol relativ prim mhez. Ezt a szamot ¢ (m)-
mel jeloljuk.



7. Allitas. Egy {C1,Cp,...,Cc} szamhalmaz akkor és csak akkor alkot
mod m redukalt maradékrendszert, ha

(1) k=¢(m)
(2) béarmely i # j indexparraci #c; (modm)
(3) barmely i indexre d(cj,m) =1

8. Tétel. Legyen d(a,m)=1. Haegy mod mredukalt maradékrendszer
minden elemét a-val megszorozzuk, ismét egy mod m redukalt
maradékrendszert kapunk.



BIZONYITAS A maradékrendszer elemeinek szamat az a-val valo szorzas
nem befolyasolja. Ha X%y (modm) és d(a,m) = 1, akkor ax # ay
(modm). Ugyanis azt mar lattuk, hogy ha ax= ay (mod m), akkor
X=Yy (modm). L végul redukalt maradékrendszer esetén(3) is teljesul:
az mhez relativ prim a es ¢; szamok szorzata is relativ prim m-hez.

LIt végeztiink a teljes maradékrendszerre vonatkozo allitas bizonyitasaval.



Euler-Fermat t étel

9. Tétel (Euler-Fermat t étel). Ha m > 1 tetszOleges egész szam és a
tetsz6leges olyan szam, melyre d(a, m) = 1, akkor

a®™ =1 (modm).

10. Tétel (,,kis” Fermat t étel). TetszOleges p primszamra és tetszoleges
aegész szamra aP =a (mod p).

BIZONYiTAS ¢(p) = p—1. aP—a=a(a®P) — 1). Mivel p prim, vagy p| a,
vagy (&, p) =1



Euler-Fermat bizonyit asa

Legyen {Cy,Cp, ... ,C¢(m)} egy mod m redukalt maradékrendszer. Az
{ac,acy, . .., acym)  szamhalmaz is egy mod mredukalt maradékrendszer
lesz, tehat az ag,acy,. .., aCym) szorzatok valamilyen sorrendben kon-
gruensek a Cy,Cp, ..., Cy(m) Szamokkal. Példaulm=8eésa=3:

3-1=3 >< 1
3-:3=9=1 3
3-5=15=7 S
3-7=21=5 >< 7
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(ac)(acy) ... (acym)) = (€1)(C2)...(Copm)) (modm)
teljesul, vagyis
¢(m)

(aq’(m) - 1) |_| (G)=0 (modm).?

Mivel a ¢; szamok mrhez relativ primek voltak, szikségképp a®™ — 1
oszthatdo m-mel.

2Sajtohiba a kdnyvben!
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$(2001) kisz amitasa
n=2001=3-23-29= (a,n) =1 <= 3,23,29 egyikével sem
oszthato.

[1,2,...,2001]
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Szita formula

11. Tétel (Szita formula). Legyenek A;, Ao, ..., Ay € S ahol S egy
véges halmaz és legyenek Ay = Nic/A | € {1,2,...,n}-re (Ap =
S) . Ekkor

S—(AUAU..UA) = Y (DA
1C{1,2,...n}

BizoNYiTAS Hax € S— (AtUAU...UA,), akkor egyszer szamoltuk.
Ha X pontosan k darab A; eleme, akkor (§) — (%) + (X) +...+ (=1¥(}) =
(1—1)% = O-szor szamoltuk.
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¢ (Nn) kisz amitasa
Legyen N = p;ipy%---pk. (an) =1 <= pg, P2 ..., Pk egyikével
sem oszthatd. Alkalmazzuk a szita formulat: S={1,2,...,n}, A = pi-
vel oszthatd szamok n-ig.—> ¢(n) = |S— (ALUAU...UAY)|.

Ha | = {iy,ip,...,i;}, akkor |A| = > p_” . Behelyettesitve a formulaba:
Il I2-" Ir
N N N N N
q)(n):n—(—+—+...+—>+<—+...+ )+
P1 P2 Pk P12 Pk—1Px

”+(_1)k pl'-r-]vpk: nﬁ <1_%>

Masképp: ¢ (n) = (p?‘ — p?‘_l).
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¢ (n) tulajdons agai

1. Ha mprim, akkor ¢(m) = m— 1.

2. Ha megy p* alaka primhatvany, akkor ¢(p®) = p* — p®~1, hisz az
1,2,...,p% szamok koziil épp a p-vel oszthatd p® ! darab szam nem
relativ prim p-hoz.

3. Ha a és b relativ primek, akkor ¢ (ab) = ¢(a) - ¢(b) is teljesdil, a ¢ (n)-
re kapott formula alapjan.
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1.-3. a ¢(n) formuldja nélkul is bizonyithatd (3. bizonyitasa nem
egyszer(l). Ezzel a §(n) =[] (pio“ — pf”_l) egy Ujabb bizonyitasat
kapjuk.

3. tulajdonsadg azt mondja, hogy ¢(n) multiplikativ szamelméleti
fuggvény. llyen még o(n) (osztok 6sszege), d(Nn) (osztok szama).
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Prim modulus
¢(p) = p—1  {c1,Cz...,Cp1} egy
redukalt maradékrendszer. (Az 0sszes
nemnulla maradék.) Ha a # 0O, akkor

{ac,ac,...,ac, 1}  egy  redukalt P = 7esetben

maradékrendszer. Specidlisan, Ji: ag =1 *= -1
(mod p). ¢ az a multiplikativ inverze. g
(,¢=1/a (mod p)”) 4
Minden Cj-nek van ¢y parja, hogy G-y = 1 5
(mod p). G- -6

Ha i =i, akkor ¢ =1 (modp)=— ¢c—1=(¢—-1)(c+1) =0
(mod p). p prim, igy a szorzat valamelyik tényezéjét osztia—> ¢; = +1.
Tehat csak a =1 maradékok parja 6nmaguk.
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Wilson t étel

12. Tétel (Wilson-t étel). Legyen k > 2 tetsz6leges pozitiv szam. Ekkor

(1 (mod k), ha kprim,
(k—=1)lI=< 2 (modk), hak=4,
0 (modk), hak> 6 dsszetett szam.

BizoNYiTAS kK = 4,/. Ha K > 4 és dsszetett, akkor van 1 < a < b < K,
melyekre ab=k,—1-2-3-.... (k—1)=a-b-c=0 (modk).
Legyen végil kK prim— 1 és k — 1 kivételével a szorz6tényez6k
parbaallithatoak, hogy a szorzatuk 1 legyen.
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Példaul k = 7-re
(k—1)!'=1-6-(2-4)-(3-5) =6

mert2-4=3-5=1 (mod 7).

—1

(mod k)
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n! primt ényez 6s felbont asa
Legyen 2 < p < nprim. Mekkora a hatvanykitevoje n! felbontasaban?

P ... 2p ... (p—1p pP* ... p® ... pP° n
P P ... P P P P minden p-ik
P P P minden p?-ik
P P minden p3-ik
P minden p>-ik

[ehat P kitev6je:
\‘HJ \‘ N J \‘ n J \‘ nJ
| 2 | 3 | e o o | S | e o o
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Line aris kongruenci ak

13. Tétel. Az ax=Db (mod m) kongruencia akkor és csak akkor oldhat6o
meg, ha d = d(a,m) osztoja b-nek. Illyenkor a megoldasok szama d
darab maradékosztaly mod m.

B1zONYiTAS Ha megoldhatd, akkor m| ax—b,— ax— b =ym=— ax+
ym=b=—(a,m) | b.

Ha d = (a,m) | b, akkor

m

(mod —

x= D)

ol
T

ax=b (modm)—

ahol § és 3 mar relativ primek.
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Ha a mod g teljes maradékrendszer minden elemet végigszorozzuk
a modulushoz relativ prim %‘ szammal, akkor ismét teljes maradékrendszerhe:
jutunk,—-pontosan egy mod % maradékosztaly elemeire teljesil a kon-
gruencia. Ha X = Xg (mod ) megoldasa, akkor

m
d

m
d

m

2
, Xo+ d

Xo, Xo+ ooy Xot+(d=1)

szamok altal meghatarozott d darab mod mmaradékosztaly lesz az ere-
deti megoldasa.
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77 7

Megold as eldallit asa—elm életi Gt

1. Leosztunk (a,m)-el.— ax = b (modm)-ben feltehetd, hogy
d(a,m) =1
a®™ =1 (modm) = ax= b (modm) mindkét oldalat a®™—Lel
szorozva:

x=b-a*™-1  (modm),

hisz a kongruencia mindkét oldalat a-val szorozva ax=b-a®™ = Db
(mod m) adodik.
M primtényez0s felbontasanak ismeretében ez mikodik. Csak tal sok
szamolas.
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Megold as el ballit asa—gyakorlati Ut

_ D g o 52X =39 (mod 23
ax= b (modm): el6szor is a és 1% = 16 42 o, —
b értekét a velik mod m kon- /X = 16 (mod 23= L=

. . ., 17x—16
ruens legkisebb pozitiv ertekkel
° ° P 3 = —16 (mod 17— 6% =

helyettesitjuk: a;x = b; (mod m)
Most aiX — bl — lejml (mOd 13

al . _ _
egész, azaz ha m maradéka mod6x1 - 17— X = —1
(mod 6

a; az a» és by maradéka mod5 -6 _ 4 9
A az b2, akkor Xiao + b2 — d1 X2 )_(Z_I_ _ Xe=—= X3 = (mo a
Visszafejtve: X3 =5t 4+ 1— X =

Ezt a gondolatot folytatva az X; D 45 .
egyutthatoja (gyorsan) csokken. 19, azaz a megoldas:

Amikor 1, akkor onnan az eredeti
kongruencia megoldasa visszafej-
theto.

X=5 (mod 23
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