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Elégséges feltételek Hamilton-kor létezésére
Hamilton-kor |étezésének kérdése csak n > 3 pontl egyszerii grafban érdekes,

igy azt mindig feltesszuk, anélkul, hogy kulon kimondanank.

1. Tétel (Dirac). Ha egy n ponti G grdfban minden pont foka legaldbb n /2,
akkor a grafban létezik Hamailton—kor.

2. Tétel (Ore). Ha az n ponti G grdfban minden olyan x,y € V(G)
pontpdrra, amelyre {x,y} & E(G)! teljesiil az is, hogy d(x) + d(y) > n,
akkor a grafban van Hamilton-kor.

3. Tétel (Pésa). Jeloljik G pontjai fokszdmdt nagysdg szerint rendre dy <
dy < ... < dp-nel. Ha minden k < n/2-re d, > k + 1, akkor G-ben
van Hamalton-kor.

1Sajtéhiba az dj jegyzetben!!



4. Tétel (Chvatal). Jeloljik G pontjai fokszdmdt nagysdg szerint rendre dy <
dy, < ...<d,-nel.

1. Ha minden k-ra, amelyre dp, < k < m/2, teljesiil, hogy dp—_r > n — k,
akkor a grdfban van Hamailton-kor.

2. Hody < ds < ... < d, poxitiv egészekre a fenti feltétel nem teljestl, akkor
van olyan Hamilton-kort nem tartalmazo grdaf, melynek d; < ds, < ... < d/,
fokszdmaira Vi: d) > d;.

5. Allitas. Chvdtal = Pésa = Ore == Dirac



tal-tétel bizonyitasa
e Indirekt feltevés: Letezﬁ gra? me yne%
fokszamai teljesitik a feltételt, de nincs benne

Hamilton-kor.

e Felhizlaljuk a grifot: Adjunk G’-hoz éleket
mindaddig, amig Hamilton-kor keletkezése
nélkul ez lehetséges, igy kapjuk a G grafot. y
Ekkor G barmely két osszekotetlen pontjat
osszekotve keletkezne H-kor, azaz barmely
két pontja kozt van Hamilton at.

o Osszekotetlen csiicsok fokszamosszege kicsi 7
dx) + dly) < n—1. Az z-bdl y-
ba vezetd6 Hamilton Uton @ szomszédait u
megel6z6 pontok nem lehetnek y szomszédai, Figyelem! Itt befejeztuk
mert kulonben lenne H-kor. © — v — t — Ore-tételének bizonyitasat!
Yy — z — u — x Azn — 1 pontbdl tehat
d(x) nem lehet y szomszédja






® Specidlis x és y valasztasa Valasszuk a-et és

y-t tgy, hogy d(x) +d(y) lehetd legnagyobb
legyen. Tegyiik fel, hogy d(x) < d(y).
Ekkor d(x) < "T_l < 5. Legyen d(x) =
h.

dp, < h < 7 Elég: van h olyan pont, melyek
foka nem nagyobb, mint d(x). Tekintsik
az * — Yy Hamilton-Uton @ szomszédai
elotti pontokat: p1, P2, ..., pn.Ezek egyike
sincs y-nal osszekotve, igy a valasztasakor
oket i1s vehettuk volna, de nem vettuk, ezért

Vi:d(p;) < d(x) = h.

dyp_n > n — h. Azaz legaldbb h+1 csics
foka legalabb n — h. Mivel d(x) = h,
ezért az eldobbi h + 1 csics kozt van olyan
z csucs,ami nincs x-szel osszekotve. Tehat
dx)+d(z) >h+n—h=n>d(x)+
d(y), ellentmondas x és y valasztasdval.
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Tegyuk fel cho\é}e/‘tgl %tgleg alhgasc?n?)lémbljvzonyltasa

egészekre az 1. feltétel nem teljesul, azaz létezik
k < %, melyre dp < k és dyp_p < n — k Tehdt
di < do <...<dp <Ek, digi1 <dgso<...<
Adp—1. < n — k — 1, valamint dpp—g+1 < . d <
n. Legyen a G graf a kovetkezo. Csdcshalmaza alljon
az A, B és C halmazokbdl, ahol |A| = |B| = k és
|C| = n—2k. Legyen a BUC halmaz barmely két
pontja kozt él, valamint A minden pontja B minden

pontjaval osszekotve. Az A-beli pontok foka k, a K
C-beli pontok foka n — k — 1, a B-beli pontok foka -2k
n —1.Azaz a G graf d] fokszamaira igaz, hogy d] =

d, = d;c,_k d;c—l—l_sz;c—l—Zz“‘:.d,;z—k::

n-— k 1, d,_ k+1 — d, =n—1Vi:d; > d; C nemures halmaz,

A B halmaz elhagyasaval G k—l— 1 komponensre esik ot 1 — 2k > 0.
szét, A k izolalt pontjara és a C halmazra, azaz
G-ben nem lehet Hamilton kor.



Arthur kiraly esete _a,
Arthur, a kerekasztal lovagjainak | Z4 &
kirdlya megtinta, hogy lovagjai foly- i, % /1\
ton csak haboriznak. Megparancsol- J~
ta Merlinnek, hogy hazasitsa meg a |\ 4%
lovagokat a gyonnydrii trholgyekkel, B/ LM _
de csak olyan parokat adjon Ossze, K orientaccun JONG
akik kedvelik egymast. Merlin igy
gondolkodott:

e Modellezzuk a helyzetet egy G
graffal. V(G) = {Urholgyek} U
{Lovagok}, {Holgy;, Lovag;} él,
ha kedvelik egymast.

® Ezegy paros graflesz, amiben egy
teljes parositast kell keresnem.




Paros grafok

6. Definicié. Egy G grdfot paros grafnak nevezink, ha a G pontjainak V (G)
halmaza két részre, eqy A és B halmazra oszthato ugy, hogy G minden élének
eqyik végpontja A-ban, mdsik végpontja B-ben wvan. FEnnek jelolése: G =
(A,B). A K, p-vel jelolt teljes paros graf olyan G = (A, B) pdros grdf,
ahol |A| = a és |B| = b, és amelyben minden A-beli pont 6ssze van kdtve
mainden B-beli ponttal.

Wil AL 4. BN



7. Tétel. Egy G grcijP a?c‘/;(o)? c%r?sfc%ka%ﬁlolfre mzese
paros graf, ha minden G-ben levo kor pdros
hosszusagi.

o | o
Bi1zONYITAS Elég osszefuggd grafot tekin- ol Te-
teni.
Ha G paros graf, és C egy kor G-ben, akkor \'/ \.( Te®
C pontjai felvaltva vannak A-ban és B-ben. " o L
lgy |V (C')| nyilvan paros. :;/ i P
Tegyuk fel, hogy G minden kore e /:/ 7’
paros. Legyen vy € V(G) tetszileges v \‘// P pe
rogzitett csics. Legyen V; = {w € T b d 9
V(QG): A legrovidebb vy — w Uit hossza }. Voo V3 \V/

Ekkor él csak szomszédos szintek kozott,
vagy egy szinten belul mehet. ,,Nem ugorhat
at szintet”



Tegyuk fel, van él valamelyik Vj szinten
belul,  és y kozott. Tekintsunk egy-egy
7 hosszl vg — @ és vg — y utat. Legyen
ezek elsd talalkozdsa a Vj szinttdl visszafelé
haladva z, a V; szinten. Ekkor a z —
y — x — z kor paratlan.Azaz élek csak
szomszédos szintek kozott vezetnek, vagyis
aA={v}UuVa,UV;...ésB =V U
VaU...a V(G) egy j6 felosztasa.
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Parositasok

8. Definicio. Parositasnak, vagy részleges parositasnak
nevezink eqy M élhalmazt, ha semelyik két élnek
nincs kozos pontja. Az ilyen éleket fuggetlen
éleknek is nevezzuk. A részleges pdrositas lefedi
éleinek végpontjait. Eqy pdrositdst teljes parositasnak
neveziunk, ha a grdaf minden pontjat lefeds.

Mi akadalyozhatja meg Merlint abban, hogy teljes
parositast talaljon az Urhélgyek és a Lovagok kozott?
Tual sok lovag hajt tal kevés urholgyre.

Ha van teljes parositas, akkor barmely k lovaghoz kell
legyen k urholgy, akiket osszesen kedvelnek.

Lovagok
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Frobenius és Hall tételei
N (X)-szel jeloljuk egy X C V(G) ponthalmaz szomszédainak halmazat.

9. Tétel (Frobenius). Egy G = (A, B) pdros grdafban akkor és csak akkor van
teljes pdrositds, ha |A| = |B| és |[IN(X)| > | X| minden X C A-ra.

Merlin most mar el tudja donteni van-e teljes parositas Urhélgyek és Lovagok kozt.
De hogyan taldlja meg?

10. Tétel (Hall). Egy G = (A, B) pdros grdfban akkor és csak akkor van A-t
lefedd pdrositds, ha minden X C A részhalmazra |N(X)| > |X|. (Ezt a
feltételt Hall-feltételnek nevezzik.)

11. Allitas. Hall=—> Frobenius.
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SZUKSEGESSEG: HaH\gIrlm_EEE:e'ngc?bk plg'rgg’gig,'tii%r
teljesul a feltétel, hiszen ekkor a parositds élei minden
ponthoz egyértelmiien hozzarendelnek egy B-beli pon-
tot.

ELEGSEGESSEG: Javitd utak médszerével.

Legyen M egy tetszOleges, X C A-t lefedd parositas.
Ha nem fedi le A-t, akkor novelni prébaljuk.

Minden v € X pont M-beli parjat jeloljik v’-vel, X’
pedig legyen a B-beli, M altal lefedett pontok halmaza.
Uj él hozzavétele: Ha u-nak van szomszédja B — X'-
ben, akkor egy élet hozzavehetunk M -hez.

Javité ut: P ut, ami egy A — X -beli pontbdl indul, egy
B — X'-beli pontban végzédik, és minden masodik éle
M -beli, de a tobbi nem M -beli.

Javitdss M' = (M — (M N P)) U (P — M) esetén
M’ parositas élszama eggyel nagyobb lesz.

Alternalé ut: A — X-beli pontbdl indulnak és minden
masodik éluk M-beli, de a tobbi nem.
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M nem novelhetd javité uttal: Ha @ 2 U = A — X, akkor legyen T” azon

B-beli pontok halmaza, amelyek elérhetok U-bdl alternalé uttal. Ekkor feltevésunk
szerint T C X",

Alljon T a T’-beli pontok parjaibél, T C X

B B ;
@(o QT’IWI) ° ] (Xﬁy‘ ’WD o ]

@(o 'TM)HU] [Xo 0Tm)wuj
A A

N(T) = T": Vilagos, hogy T C N(T). {x,y} él, hogy x € T és y & T".
Legyen P egy alternald Gt u € U-bdl a’-be. Ekkor P nem megy at x-en(!).

P-t folytatva {x’, x}-szel majd {x,y}-nal egy alternilé utat kaptunk u-bdl
y & T'-be, ellentmondas.

T UU C A halmazra N(TUU) =T',de |T!| = |T| < |T UU|, vagyis
nem teljesul a Hall-feltétel.
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Magyar moddszer
Javité utak keresésével hatékony algoritmust kapunk a maximalis élszamu

parositds megtalaldsara. Ez az algoritmus magyar modszer néven ismert. Hurra! -
kialtja Merlin.

1. Fazis Amig tudunk, egy pdrositdshoz hozzdveszunk tovdbbi fuggetlen éleket,
igy kapunk egy M pdrositast, ami még nem feltétlenul maximalis.

2. Fazis Keresunk egy javitd utat, és ennek segitségével noveljuk a parositast.

Stop Ha javité uttal sem lehet novelni: M-nél tobb élii parositds a grafban nem
|étezhet.

Hogyan keressuink javité utat? Szélességi kereséssel, lasd: Algoritmus elmélet
eload3s.

Stop feltétel? Konig-tétel bizonyitdsandl beldtjuk, hogy helyes.
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