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Oszthat 0sag
Az a € 7 szam osztja a b € Z szamot, ha van ¢ € Z, hogy b = a- ¢, jeldlésben a | b.

Az oszthatOsag tranzitiv és reflexiv.
Maradékos osztas: Va e Z,b € N degyérteimig,r e Z: a=bg+r 0<r<bh.
Példaul:

177 = 14-12+9 0<9<14
—64 = 14-(-5+6 0<6<14
154 = 14-11+0 0=0<14

Az a(x) € R[x] polinom osztja a b(x) € R[x] polinomot, ha van c(x) € R[x], hogy
b(x) = a(X) - c(X), jelolésben a(x) | b(x).
Az oszthatdsag tranzitiv és reflexiv.

Maradékos osztas: Va(x),b(x) € R[x] degyértelmlq(x),r(x) € R[X: a(x) =
b(X)q(X) +r(x) 0<degr(x) < degb(x).

Példaul

X0+ X3 X2+ 2X+ 2

X+ 1)(x*+1)+(2x+1) 0<deg(2x+1) < deg(x*+1)
5x° + 8x“ + 3

x°+1)(5x+3)+0 0= deg(0) < deg(x*+1)
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Legnagyobb k 6z06s oszt 6
Ha d oszja az a;,ay,...,a¢ szamokat, akkor kozos osztojuknak nevezzik. Ezek

kozul a legnagyobb a legnagyobb kdzos oszto, jeldlésben: (ag,ay,. .., ak).

Ha a tobbsorose b-nek, akkor akkor a és b kozos osztbinak halmaza megegyezik b
osztdinak halmazaval. Specialisan (a,b) = b.

Ha a = bg+ c, akkor a és b kdz0s osztoinak halmaza megegyezik b és ¢ kdzos
osztbinak halmazaval. Specialisan, (a,b) = (b, c).

Ha d(X) oszja az a(X)i,a(X)s,...,a(X)kx polinomokat, akkor kdzos osztojuknak
nevezzik. Ezek kozll a legnagyobb fok( (amely konstans szorz6 erejéig egyértelm() a
legnagyobb kdzos oszto, jeldlésben: (a(x)1,a(X)z,. .., a(X)k)-

Ha a(X) tobbszorose b(x)-nek, akkor akkor a(X) és b(x) kdzods osztoinak halmaza meg-
egyezik b(X) osztdinak halmazaval. Specialisan (a(x),b(x)) = b(x).

Ha a(x) = b(X)q(X) + ¢, akkor a(X) és b(x) kdzos osztéinak halmaza megegyezik b(X)
és C(X) kozods osztdinak halmazaval. Specialisan, (a(x),b(x)) = (b(x),c(x)).



Euklideszi algoritmus
Legyen a,b € N.

a = hb+m (O§m1<b)
b homy + My (0< M <)

m = hsmp+mg (0< Mg <)

Az eljaras akkor ér véget, ha nincs az osztasnak maradéka, vagyis
M2 = haMh-1

M_3=h_1my2+my1=(h_1hh+21)my_q, ... @ és bis m,_; tobbszorose lesz,
— M,,_1 kdz0s osztdja a-nak és b-nek.Megforditva, a és b tetszdleges kdzds osztodja
m-nek is osztdja ... my_j-nek is. Tehat m,_ 1 = (a,b).Masképp: (a,b) = (b,my) =
(Mg, mp) = ... = (My_2,My_1) = M,_1=> aés b kdzos osztdinak halmaza megegyezik
legnagyobb kdzos osztojuk osztbinak halmazaval.



Euklideszi algoritmus, polinomokkal
Legyen a(x),b(x) € R|x].

ax) = hy(x)b(x) + my(x) (0 < degmy(X) < degb(x)
b(x) M2 (X) My (X) + my(X) (0 < degmy(x) < degmy (X))
my(X) = hs(X)Mmp(X) +me(x) (0 < degmg(x) < degmy(x))

Az eljaras akkor ér véget, ha nincs az osztasnak maradéka, vagyis
My 2(X) = hn(X)Mh_1(X

Mh_3(X) = hp1(X)Mh-2(X) + M_1(X) = (ha_1(X)ha(X) + 1)My_a(X), ... a(x) es
b(X) is M,_1(X) tobbszorose lesz, =— my_1(X) kdzds osztdja a(x)-nak és b(X)-
nek.Megforditva, a(x) és b(X) tetszbleges kdzOs osztdja M (X)-nek is osztoja ...
my_1(X)-nek is. Tehat m,_1(X) = (a(x),b(x)).Masképp: (a(x),b(x)) = (b(x),m (X)) =
(My(X),Mp(X)) = ... = (M_2(X),My_1(X)) = My_1(X)== a(X) és b(Xx) kdzds osztdinak
halmaza megegyezik legnagyobb kdzds osztojuk osztbinak halmazaval.



LNKO tulajdons agai

1. Allitas. 1. Ya,bme N (ambm) = (a,b)m
2. Ha d kozos osztoja a-nak és b-nek, akkor (g,

/N

) aéb), speciélisan ( (af‘b>, (a*?b)) —1

oo

B1zONYiTAS Az Euklideszi algoritmusban minden egyenletet m-el megszorzunk.

2. Allitas. Ha (a,b) = 1, akkor (ac,b) = (c,b). Ha (a,b) =1, és b | ac, akkor b | c.

BizoNYiTAs (ac,b) | acés (ac,b) | bc— (ac,b) | (ac,bc) = (a,b)c=rc. (ac,b) | b—
(ac,b) | (c,b).Forditva, (c,b) |acés (c,b) | b, azaz (c,b) | (ac,b). Tehat (ac,b) és (¢, b)
kolcsondsen osztjak egymast, azaz egyenloek.

A masodik esetben (ac,b) = (c,b) és b| ac—= (ac,b) = b, azaz (¢c,b) =b—Db|c.
Ha (a,b) = 1, akkor a és b relativ primeknek neveztetnek.

3. Kovetkezm ény. Ha az aj, ay,...,an szamok mindegyike relativ prim a by, b,, ..., b,
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szamok mindegyikével, akkor az a;ay. . .an, szorzat is relativ prim a b;b,. .. b, szorza-
thoz.



Legkisebb k 0z0s tObbsz 0ros
A legkisebb pozitiv koz6s tobbszoros a legkisebb kozos tobbszoros.

Legyen (a,b) = d, M az a és b egy kdz0s tobbszérése.=— M = ak, ¢ & agész.a = ayd,

b=Dbyd, (a;,b) =1 = alk — k oszthatd bi-el: k = bt = bt ahol t egész.—
b~

ab
M=—
dt

a és b dsszes kozos tobbszorose ilyen alaka.

4. Allit 4s. Két szam kozds tobbszordsei egybe esnek legkisebb kdzds tobbszoérdsiik
tobbszordseivel. Két szam legkisebb k6zos t('jbbszt')rijse egyenl6 szorzatuk és legnagy-
obb kdz0s osztojuk hanyadosaval: |.k.k.t.(a,b) = ) Specialisan, paronként relativ
prim szamok legkisebb k6z0s tobbszérdose egyenlo a szorzatukkal.

Legnagyobb kozOs osztora és legkisebb kozos tObbszordosre vonatkozo allitasok
szamok helyett polinomokkal is érvényesek.



Torzssz amok, primek

5. Definici 6. Egy egynél nagyobb ( egész szam torzsszam, (irreducibilis, felbonthatat-
lan), ha csak két pozitiv osztoja van, 1 és 6nmaga. Egy egynél nagyobb p egész szam
prim, ha p | ab-bol kdvetkezik, hogy p a tényez6k valamelyikét, a-t vagy b-t osztja.

6. Allit as. Minden egynél nagyobb egész szamnak van tdrzsszam osztoja.

BizONYITAS Legyen ( az a > 1 szam legkisebb 1-nél nagyobb oszt6ja.Ha g nem
torzsszam, akkor van 1 < q; < q osztoja. Ekkor q; | &, ellentmondas.

7. Allitas. Prim = torzsszam.

BizONYITAS Ha p prim és 1 < d < p egy osztoja, akkor p=db, 1 < b < p. A prim
tulajdonsag miatt p vagy d-t, vagy b-t kell, hogy ossza, ellentmondas.



8. Allitas. Minden a egész szam vagy relativ prim a megadott p térzsszamhoz, vagy
oszthato p-vel.

BIZONYITAS (&, p) osztja p-t, igy vagy 1, vagy p.

9. Allit 4s. Torzsszam = prim.

BiZONYiTAS Legyen p | ab.p vagy relativ prim a-hoz, illetve b-hez, vagy osztja a-, illetve
b-t. Ha mindkett6hoz relativ prim, akkor a szorzatukhoz is, ellentmondas.

Késbbb az absztrakt algebraban majd latunk példat olyan struktGrakra (gy(rikre),
ahol a prim tulajdonsag nem ekvivalens a felbonthatatlansaggal, Amig maradékos
osztas van, addig ez a probléma nem jelentkezik. A maradék ,,kisebb”, mint az 0szto.
Szamok esetén a nagysaga, polinomok esetén a foka.



Polinomok
Irreducibilitas, primtulajdonsag értelmes polinomokra is.

e C|x| esetén az irreducibilisek legfeliebb els6foklak (,,Algebra alaptétele”)

e R|X| esetén legfeliebb masodfoklak (ha z € C gydke egy valos egyutthatds egyen-
letnek, akkor zis)

o Q[X| esetén akarmilyen nagy foktak lehetnek.
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Szamelm élet alapt étele

10. Tétel. Minden egynél nagyobb n szam felbonthato térzs(prim)tényezok szorzatara
a tényezOk sorrendjétol eltekintve egyértelmden.

BiZONYITAS 1. Létezik felbontas. n szerinti teljes indukcio. n = 2 nyilvanvalo, tegyik
fel, hogy minden n’ < n-re létezik felbontas. Ha n torzsszam, akkor n = n jo. Ha n-
nek van valodi osztdja 1 < d < n, akkor n =dd, és 1 < d' < n. Az indukcios
feltétel szerint d-nek és d’-nek létezik felbontasa: d = pip2...pr, d = Q102 .. 0s.
N= P1P2... Prg102. . . gs egy felbontasa n-nek.

2. A felbontas egyértelm(. n szerinti teljes indukci6. n = 2 nyilvanvalo, tegyik fel, hogy
minden N’ < n-re egyértelmd a felbontas. Legyen N = piPo...Pr €S N = 010z...0s. O
osztja a pP1P2... Pr Szorzatot, igy valamelyik tényezojét is, mondjuk pi-et.— P = Q1.
Mivel L < n' = qﬂl < N, ezért indukcio szerint a felbontasa egyértelmd, azaz p,...pr €s
Jz...(Qs csak a tényezok sorrendjében kilonbdzhet. Ez n tetszOleges két felbontasasra
igaz.
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Osztok
Egyértelm( primtényezos felbontas: minden n € N egyértelm(ien irhatd n =

P1iP,2. .. pds alakban, ahol 2 < p; < P2 < ... < Ps (kiilénb6z6) primek és a; € N.
11. Allitas. Legyen n= pStp32...pl. d|n < d=p:ps2...ps, ahol 0 < Bi < a;.
BIZONYIiTAS Legyen d = q[flqu...q?r a d primtényez6s felbontasa.— Vi: (¢ | n—

mint az alaptételnél: Vidj: g | pj== i = p;.
Tegyuk fel, hogy d = pﬁl pgz . pgs és valamely i-re 3 > q;.

(Li)_(n,d)_ d
o pp P

Ez utobbit osztja p;, de %-t nem, ellentmondas.
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Osztok szama
Az N = p;tp,2...pds osztoi kdlcsbndsen egyértelmiien megfelelnek az (S-hossza)

(B1,B2,-- -, Bs) sorozatoknak, ahol 0 < B < ai.

Az ilyen sorozatok (tehat az n osztbinak) szama: (a;+1)(az+1)...(as+1). a;+1
valasztasunk van az elso helyre. ..

MEGJEGYZES (CSAK ERDEKLODOKNEK): Az N = p;'p,2...pds osztoi altal alko-
tott részben rendezett halmaz (a < b <= a| b) izomorf az {(X1,X,...,X%s): 0 <
X; < 0} sorozatok altal alkotott részben rendezett halmazzal, ahol (X1,Xz,...,Xs) =

(Y1,¥2,..-,Ys) <= Vi: X <V
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Az n osztbinak dsszegét G(n)(i)esl;&]t.()k 0SS2€g€
o - 2 o 2 o pd—l—l_l
1. Legyenn= p“. EKkor noszt6i: 1, p, p%,..., p%. o(n) =14+ p+p°+...+p* =
2. Legyen (a,b) = 1. Ekkor a(ab) = o(a)a(b). Tegyuk fel, hogy d | ab. Legyen
(a,d) = dy és (b,d) = dy. Ekkor (da,dy) = 1 és d kozds tobbszordsik.—d = d,dpt
valamely t € N. Viszont

d d d
) l C — 1 — 1
(g ) 16 (bog) ~1= (0 5g)

t= %db ést|ab=t = (ab,t) = 1. Azaz abegy osztdja a és b egy osztdjanak szorzata.
Legyenek a 0sztoi Cq,Cp, ..., Cm, D 0sztoi dqi,dy, ..., dk. Ekkor

m
o(ab) = ZZ cdj = (c1+C2+...+Cn)(di+dr+...+dk) = a(a)a(b).
I=1]=1
3. Innen egyszer( indukci6 adja, hogy ha n = py*p,2... pds, akkor

o(n) = (1+prt+PE+...+ Py A+ P2+ Pot...+ P52 ... (1+ ps+ P5+ ...+ pEo).
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Egym as utani primsz amok

12. Allit4s. A primszamok szama végtelen.

BizONYITAS Tegyik fel indirekt, hogy nem, és p1, Po,. .., Pn az 6sszes létez6 primszam
listdja. Tekintsik az N = p1p2... ph+ 1 szamot. Ennek van primszam osztbja, ami nem
lehet a pP1, P2, ..., Pn SZamok egyike sem, ellentmondas.

13. Allit4s. Barmely m € N szdmhoz van m egymas utan kovetkezé egész, melyek
egyike sem prim.

BizONYiTAs Tekintsuk az (m+1)! +2,(m+1)! +3,...,(m+ 1) +m+ 1 szamokat. Ez
M egymast kovetd egész, egyikik sem lehet prim: az i-ik oszthat6 | + 1-el.
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Néhany megoldatlan probl éma
Mekkora lehet a legkisebb kilonbség két szomszédos prim kozt? 3-2=1: csak

egyszer lehet. 2=5—-3=7—-5=13-11=19-17=31—29= ... sokszor. Ha
pés p+2is prim: (p, p+ 2) ikerprimek.

MEGOLDATLAN PROBLEMA: Létezik-e végtelen sok ikerprim par?

MEGOLDATLAN PROBLEMA (GOLDBACH SEJTES): lgaz-e, hogy minden 4-nél nagyobb
paros szam felirhat6 két primszam dsszegeként?

MEGOLDATLAN PROBLEMA: Van-e végtelen sok olyan p prim, melyre p—1
négyzetszam? (17— 1 = 49

MEGOLDATLAN PROBLEMA: Igaz-e, hogy két négyzetszam kozt mindig van primszam?

Tudjuk: primszamok ,,slrlibben” vannak, mint a négyzetszamok. Ha n elég nagy, akkor
n° és (n+ 1)3 kozott van primszam (Ingham, 1937)
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Primsz amok elosz| asarol

14. Definici 6. Tetsz6leges X > 2 valos szamra T1(X) jeldli az X-nél nem nagyobb primek
szamat.

15. Tétel (Csebisev). Tetszbleges n € N-re 11(2n) > 11(N), azaz van p prim, melyre
n<p<2n.

16. Tétel (Primsz amtétel).

. T(X)
lim —
X—00 ——

INx

=1
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17. Tétel. Tetszéleges N> 2-re [[pnP < 4N,

B1zoNYITAS Indukcid n-re. N = 2 eset trivialis.
. 2k—1 2k
n=2k: |_|p<2kp:|_|p<2k—1p<4 < 4

n=2k+1> 4
P= P P
p<|;<|+1 <p<|;|+1 > <k+2<E<|2k+1 )

Az els6 szorzat indukcio alapjan kisebb, mint 4<t1, A masodik pedig osztja a

(k+2)(k+3)...(k+1) = ((Zkkjil))!! K (ZKJ 1)

viszont Kl-hoz relativ prim, igy osztia (*')-t.  Lathaté, hogy (/) < 4 =
|_|p<2k—|—1p < 4k+14k 42k+1
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