Szamelméleti megjegyzések II.
Az Euler-féle ¢-fiiggvény néhany tulajdonsagirél
Ernbs PAL

¢ (n) jelentse az Euler-féle ¢ fiiggvényt, azaz az n-nél kisebb n-hez
relativ primszdmok szdmat. Amint ismeretes, a ¢(n) ndvekedése rend-
kiviil szabdlytalan, Végtelen sok n-re ¢(n) = n—1 (akkor és csakis
akkor, ha n primszam). Landau' viszont bebizonyitotta, hogy

) i inf_wﬂ_—_e‘f
ahol ¢ az Euler konstans.

Schoenberg® bebizonyitotta, hogy minden 0 < ¢ < 1 értékre azon
szamok siirlisége, melyekre ¢(n)/n > ¢ létezik és c-nek szigordan
monoton folytonos fiiggvénye. Az 1 = a, < a, < ... egész szdmok
sorozatanak akkor mondjuk, hogy siirlisége létezik, ha

2) im A(n)jn, A= 21

n-son ajsn

1étezik. Ha a (2) alatti limesz 0, akkor a sorozat sfirfisége 0.

Legyen marmost ¢(n) = ¢,(n), ¢(n) = ¢(Ps—1(n). L(n) jelentse
azt a legkisebb k szamot, melyre ¢,(n) = 1. Sivasankaranarayana
Pillai®, aki tudtommal el8szér vizsgalta a ¢ fiiggvény iteracidjat, bebi-
zonyitotta, hogy

Iog—;v

logn & 5
G) [logz}*L(")_l‘ Tog 3

i E. LANDAU, Verteilung der Primzahlen, Vol. 1. 216 —-219.

2 1. SCHOENBERG, Uber die asmptotische Verteilung reeller Zahlen mod 1. Math.
Zeitschrift 28 (1928) 171-—199. Tovabbi idevonatkozé tételeket és problémakat lasd
P. Erpds, On additive arithmetical functions and applications of probability to
number theory, Pro¢. Int. Congress of Math., Amsterdam, Vol. 3 (1954) 13—19.

3 8. SIVASANKARANARAYANA PiLpai, On a function connected with ¢(x) Bull.
Amer. Math. Soc. 35 (1929) 871 —841.
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Shapiro* bebizonyitotta, hogy az L(n) fiiggvény lényegileg multipli-
kativ. Erdekes lenne a kovetkezd sejtés bebizonyitasa:
Létezik oly ¢ konstans, hogy majdnem minden n-re

4 L(n) = (c+o(1)) logn.
Azaz, méas szavakkal: Minden ¢ > 0-ra azon szamok siir{isége, melyekre

(c—e)logn = L(n) < (c+¢)logn

; ; ; : Lo 1
1-el egyenld. Ha (4) igaz, nigy (3) szerint mindenesetre Tog 3= ¢ = =0z 3

{4) bebizonyitasa (vagy megcéfolasa) azonban igen neheznek latszik.
Landau mddszerével konnyii bebizonyitani, hogy minden fix k-ra

d(mloglogn) _ _,.
n

lim inf
H=tes
Ezzel szemben valdsziniileg igaz a kovetkezé allitas: Minden ¢, -hez
1étezik oly ¢, = cy(cy), hogy az a legkisebb k& szam, melyre

Pi(n) < n*

nagyobb, mint ¢, log n. Ennek az illitisnak a bebizonyitisa azonban
nem latszik konnylinek.
Schinzel® bebizonyitotta, hogy

lim sup ¢, (n)/n= -%

n-tza

és valodsziniileg igaz, hogy minden k-ra
) lim sup ¢, (m)jn =

(5) bebizonyitasa azonban mir k = 3-ra se sikeriilt nekem (trivia-
lis csak az, hogy (5) = jellel igaz).
E dolgozat f6célja a kovetkezd tétel bebizonyitasa lesz.

TETEL. Majdnem minden n-re, ha k = 2,

. ¢.(m)logloglog n gy
lim —————= = _=—¢C,
n=sa P 1(n)

4 H. SHAPIRO, An arithmetic function arising from the ¢ function, Amer. Math.
Monthly 50 (1943) 18—30. Lasd még Murdnyi Aladdr, Az Euler-féle ¢p-fiiggvény
iterdldsaval nyert szimelméleti fiiggvényrdl, Mat. Lapok 11 (1960) 47—67 és H.
Lindren Australian Math. Teacher, 10 (1954), 52—53, tovabba E. S. Barnes, ibid.
11 (1955), 20-21.

5 Levélbeli kozlés,
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Mas szdval tételiink azt jelenti, hogy minden & > 0-ra azon szdmok
stiriisége, melyekre

(1 —e)ecdy(n) logloglog n < ¢ 1(n) < (1+e)ecdi(n) logloglogn

teljesiil, 1-gyel egyenld.

Egyszerliség kedvéért tételiinket részletesen csak k = 2-re fogjuk
bebizonyitani, & > 2-re csak vdzolni fogjuk a bizonyitast.

Régebben bebizonyitottam®, hogy azon n < x szamok szima.
melyekre (n, p(n)) = 1,

)] (1+40(1))e~“x/logloglog x.
Tételiink bizonyitasa hasonlit (7) bizonyitasahoz.
LeMMA 1, Legyen p < (loglogn)!=¢ (¢ = O fix szam). Fenndll

- =i PEEN - oglog ),

¥ —=>c
q
ahol Z’-ben ¢ végigfut azokon a primszamokon, melyekre g =1 (mod p),
g < exp (log nf(loglog r)?).
¢y, €z, ... pozitiv abszolit konstansok, exp z = €%, p és g mindig
primszamokat fognak jelenteni. 6) alatt idézett cikkemben e lemmat
bebizonyitottam, itt csak a teljesség kedvéért kozoljiik a bizonyitast.
Jelslje n(x, k, 1), (1, k) = 1 azon ¢ = x primszAmok szamdit, melyekre
g=I(mod k). Page’ egy tétele szerint, ha k < log x, akkor /ben és
k-ban egyenletesen fennall, hogy

n(x, k, I) :(1+o(1))m.

Ezért, ha x = logn > eP

1 X
®) n(x, p, 1)>'3—m-

(8)-bdl egyszerii szamolassal nyerjik, hogy

1 1 1 . loglog n

q 4 tlogt T p

Z;

6 P. ERDSs, Some asymptotic formulas in number theory, Journal Indian
Math. Soc. 12 (1948) 75—78. *

7 A. Pace, On primes in an arithmetic progression, Proc. London Math.
Soc. second series 39 (1935) 136. old. (36) formula,

11#*
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ahol t a (log n, exp [log n/(loglog n)?]) intervallum egész szamain fut
végig, ezzel lemmank be van bizonyitva.

Jelentse A,(n) azon m = n szdmok szimit, melyekre ¢(m) =0
(mod p). Ezen m szimok éppen azok, melyekre

p*{m és m#0 (modg) ahol g= 1 (mod p).

Brun modszerébd18 s lemmankbdl, valamint Mertens® tételébsl azonnal
nyerjiik, hogy ha p.< (loglog n)1~*, akkor

1 n
] —= = efd e gl %
) A,(n)<c,nll (I q) =< ¢z exp(— loglog n) o( ToRogR ),
ahol IT’-ben ¢ = 1 (mod p) és ¢ < exp(log n/(loglog n)?). Itt kiilénben
sincs sziikségiink a Brun-féle modszer teljes erejére, kénnyli beldtni,
s az az egyszer(ibb okoskodas, mellyel Brun bebizonyitotta, hogy az
ikerprimszamok reciprok értékeinek Osszege konvergil, is célhoz vezet!®.

(9)-b8l azonnal nyerjiik, hogy

(10) = Ap(n)éaoglogn)l-w(%g{;—g-;) =o(n).

p<(loglogn)! —¢
(10)-b8l azonnal nyerjiikk, hogy minden & = O-ra azon m < n
szAmok szama, melyekhez van oly p < (loglog n)' ¢, hogy
¢(m) # 0 (mod p)

o(n). Azaz o(n), m szam kivételével minden m = n-re

(11) ¢(m)=0 (mod 7 D).

p<(loglogn) 1-8

(11)-b8l Mertens tételébdl nyerjilk, hogy majdnem minden m = n-re

1
a  fee)=sm=em T fi-t)s

< (14 o())(1 —e)e~<d(m)/logloglog m.

8 Lisd pl. P. ErRpGs, On the easier Waring problem for powers of primes, L.
Proc. Cambridge Phil. Soc. 33 (1937), Lemma 2., 8. old.

9 Lasd pl. Harby —WRIGHT, The theory of numbers, III. kiad. 351. old.

10 Lanpau, Vorlesungen iiber Zahlentheorie, Vol. 1. 75. old. vagy P. Ernds,
Note on the number of prime divisors of integers, Journal London Math. Soc. 12
(1937 310. old. Lemma 3.
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Minthogy (12) minden g-re igaz, nyerjiik, hogy majdnem minden m-re
(azaz egy O sfirfiségii sorozat elhanyagoldsaval)

(13) 111':1_.5‘:2113 ¢Z(m) _¢lz§;()}g1°g m =eg-c,

Masrészt azonban ismét Mertens tételébdl nyerjiik, hogy

s 1 _
P(dp(m) = ¢(m)p;ggn : (l -;) = ¢p(m) I (m)I1,(m) =

¢ (m)
logloglog n

(14)

= (1+o(1))-(1+e)tee I1,(m),

ahol Il;-ben p végigfut az Osszes primszdmokon, melyekre p =
=(loglogn)'*¢ és I1,-ben p/d(m), p > (loglog n)!*e,

Most bebizonyitjuk, hogy minden n = O-ra azon m = n szdmok
szama, melyekre

(15) My(m) < 1—7

o(n). Hogy ezt belathassuk, elsGsorban bebizonyitjuk a kovetkezd
lemmat.

LEMMA 2.
5 1 2 log p+loglogn
q 4

2

ahol Z'-ben g-= n, g =1 (mod p).
6) alatt idézett cikkben e lemma is be van bizonyitva, teljesség
kedvéért azonban kozoljik a (nagyon rovid) bizonyitast.
Nyilvanvald, hogy

1. & 4 1 logp 1

i B _—‘}‘Z”—{C _____+En__’

q 2 1+ap g *p q

ahol £”-ben ¢ = 1 (mod p), p* < g < n. Titchmarsh'! egy ismert tétele
miatt, ha x > p?

X

(16) n(x, p, =<ecs plogx”

It E, C. TrrcHMARSH, A divisor problem, Rend. del Circ. Mat. Palermo 64
(1930) 416. old.



166

(16)-bol egyszerii szimolés alapjan nyerjiik, hogy
1 _C 1 loglogn _

o Fg- xlogx * p
s ezzel lemméank be van bizonyitva.
Lemmankbdl azonnal nyerjiik, hogy azon m = » szamok szima,
melyekre ¢(m) = 0 (mod p)

log p +loglogn
=5
{17)-b6l nyerjitk, hogy (IT"’-ban és Z"’-ban (loglogn)l*¢ < p = n)

an n—A(m=X" [g] = zfg <can

n n=Ap(n)
1= [] L(m)= II’”(l — %) =exp X’ (n— A, (n))log (1 - %) >
m=4 :

1
(18) = exp c4nz’” wlog(l - _.1_.) -
P P
..logp+loglogn ceht
::-exp{ CSHE —'—_J;E_ =exp W .

(18)-bél II,(m) = 1 miatt azonnal adédik, hogy azon m = n szdmok
szdma, melyekre I1,(m) < 1 —# kisebb, mint

Ceht
(loglog ) log(1 —#)

s ezzel (15) igazolva van.
(14)-b6l és (15)-b6l nyerjiik, hogy minden & = 0 és n > 0 mellett
o(n) szdmt m = n kivételével

=o(n),

B(d(m) = (1-+o(D)(1+8)~1(1+7)"* ngl(____’;';;;‘n.g
19
=(L+o ()1 +) (L +n)" ‘e""%,

minthogy m > yn-re logloglogm = logloglog n+o(1), (19)-b&l nyer-
jik, hogy egy O siiriiségli sorozat elhanyagol4saval

fiing D2 odloglog

20
o $i(m)
(13) és (20)-bol tételiink azonnal kovetkezik.
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k > 2-re bizonyitasunk hasonlit a k = 2-re vald bizonyitashoz.
El8szdr bebizonyitjuk, hogy majdnem minden #-re minden ¢ > 0 mellett

@n (M =0(mod  J[  p)

p<(loglogm*—¢

(21) bizonyitasdhoz azonban Page tétele nem eléggé éles, itt a Rodosskij—
Tatuzawa?-féle tételek kellenck a révid szadmtani sorokban levd prim-
szamokrdl.

Tovabbi bebizonyitjuk, hogy majdnem minden #-re, minden # > 0
és ¢ > 0 mellett

2) 77 (I—l)::-l—q.
piguin) ry

p>(loglognyk*2

A bizonyitas nagyon hasonlit (15) bizonyitisadhoz.

(21) és (22)-bél tételiink Mertens tételéb8l azonnal kévetkezik.
Tételiinkb6l konnyen bebizonyithatd, hogy

(23) é’ du(n)= (14 0(1)) ﬂ% e~ = Lx2/(logloglog xy<~ 1.

{23) bizonyitisit azonban nem részletezziik.

Még néhiny eredményt szeretnék bizonyitds nélkiil kimondani.
Jelentse f,(¢,n) azon m < n szamok szamat, melyekre ¢, (n)/n = c.
Brun médszerének segitségével nem nehéz bebizonyitani, hogy £ = 3-ra,
ha » elegend§ nagy,

n
Sile, )= W s

ahol 6 > 0 abszolit konstans. Ezzel szemben minden ¢ < }-re és
minden r-re

fa(e, n) = n(loglog n)'/log n,
ha n = ny(r). Tovabbad minden & = 0-ra, ha n = ny(e)
W
(logm)'~¢ *

fale, n)-re nem sikeriilt aszimptotikus formulat talalnom, s ez nem is
latszik kénnyiinek. k=3-ra nem tudok f, (¢, n)-re jé alsé becslést adni.

fz(c.- ?1) =5

12 Lisd pl. PRACHAR, Primzahlverteilung, Springer, 1957, 314—320.
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Legyen p > 2. A g primszamrél akkor mondjuk, hogy p-re vonat-
kozdlag az r-edik osztilyban van, ha

¢.(q) = 0 (mod p) de ¢,(g) #0 (modp) ha k < r.

Ha ¢,(g) #0 (mod p) minden k-ra, akkor g az g-adik osztalyban
van. f(p, r, x) (ill. f(p, w, x)) jelentse az x-nél kisebb és r-edik osztély-
ban levé primszdmok szimat. A szdmtani sorra vonatkozé primszam-
tételbdl koévetkezik, hogy
1. 1, x)—(1+0(1))(‘1)Ty
A szamtani sorra vonatkozo primszamtételbSl az eratosthenesi
szita segitségével levezethet8, hogy

£, 2,3 = (14 0(1) S pode

i)logx

Brun médszerével és a rovid szimtani sorok primszimaira vonat-
kozd Rodosskij—Tatuzawa-féle tételekbdl levezethetS, hogy

2(xX)—f(p, 1, x) —f(p, 2, %) =
= rg;f(p, rx)+flp, o x)= o((l—og-i—;m).

Minden valdszinliség szerint minden r-re és p-re

hmf(p, F’,X)=°°, hmf(p’ W, X}=e=,
X—*os X—tos
de ezt mar r = 3-ra se tudom bebizonyitani.
Még két, a ¢(n) fuggvényre vonatkozd kérdést szeretnék emliteni.
1. Igaz-e, hogy azon n szimok siiriisége, melyekhez nincs oly m,
melyre ¢(n) = ¢(m), (n,m) =1 07
2. Igaz-e, hogy az n—¢(n) 1 = n = x alaka kiilonb6z6 szamok
stirlisége 07?7
Az e cikkben bebizonyitott és emlitett tételek és problémak majdnem
valamennyien atvihetSk a o(m) fiiggvényre is, ahol ¢(n) n osztdéinak
dsszegét jelenti.
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3AMEYAHMYA MO TEOPHWU YUCE 1.
[1. Epnéw
Niyete ()= ¢ () dyuxuns ¢ Jiinepa u nononmm Pu() = G{Px - (n)] AsTop

AOKASKIEAET, YTO ecnu npeHebpeub HEKOTOPOH NOCAEAOBATENLHOCTIO NAOTHOCTH
0, rorna nag k=2 uMeeT CHAY PaBeHCTRO

lim Pu(n) logloglogn _ ,_
h—ea q‘)k- n)

rie e-nocrosinHas ditnepa.
CrarasiTcsl pasnnle Apyrie 3aavd M BbICKASHIBAKOTCH HEKOTOPHIE DE3yib-
TaTHi, OTKOCSIIMECST K (hyHiiun ¢h.

REMARKS ON NUMBER THEORY I1I.
P. ErDés
Let ¢9(n) = ¢1(n) be Euler’s ¢ function and put @w(n) = ¢(¢ - 1(1)). The author
proves that if we neglect a sequence of density 0 then for A=2

fim P logloglogn
f—tos G- 1lm) - ¢

where C is Euler's constant.
Several other problems and results are stated about the ¢ function.



