Uber die kleinste quadratfreie Zahl einer
arithmetischen Reihe

Von
P. Erdos, Budapest

( Eingegangen am 5. Oktober 1959)

Es sei (a,d) = 1,1 < a < d. Dann qibt es eine absolute Konstante c,
so dafy die kleinste quadmtfrew Zahl in der arithmetischen Progression
a-+kd k=01, ... kleiner als ¢ d""/log d ausfllt.

Dies ist eine kleine Verschirfung eines Satzes von Prachar, der
d’++ (genauer d': 2 88ty howies unsere Methode ist der Prachar-
schen sehr dhnlich.

Es sei L eine geniigend grofle Zahl, die von d nicht abhingt. Die
Anzahl der Zahlen 0 <k < ¢d”/logd fiir die @ + kd =0 (mod p?),
p < L gilt, ist wie man durch einen einfachen Siebprozef} sieht,

cd” # i 1 d% 6 cd”
logd ,_; ( —p2)+o(logd)> a? logd’ ()
pAd

Die Anzahl der Zahlen 0 < k << ¢ d”/log d, fiir welche a +kd =0
(mod p?), ist hochstens
cd”
p*log d
Also folgt aus (1), daB die Anzahl der Zahlen k, 0 < k < cd”/logd,
fiir welche @ + & d == 0 (mod p2) fiir alle p < c” d% ist, groBer ist als

+ 1.

6 cd4t  ed” 5 1 4 gy = 1 cd” .
7 logd logd 5, p* ki )>/21 gd’ @
wegen 7(z) < 2 ——— fu_r geniigend grofes L und c.

lo
Nun wollen wir dw Anzahl der Zahlen 0 < k < ¢ d% [log d abschiitzen,
fiir welche fiir eine Primzahl p > ¢% d”% gilt: a4k d = 0 (mod p%). Aus
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a+kd=0(mod p?, k <cd%flogd p>c%d% (3)
folgt
a+kd=ap? a<d”logd. (4)

Zuerst nehmen wir an, daB p > d%*¢, dann gilt offenbar a < d%~*
(fiir d > d,). Da in (4) offenbar p < d ist, ist die Anzahl der Losungen
von (4) fiir ein fixes ¢ hichstens gleich der Anzahl der Losungen von

[
1= = (mod d), 0 <z < d, und dies ist bekanntlich hichstens gleich

2"D— o(d*?).1 Also ist die Anzahl der Losungen von (4) mit p > d%+
o(d"~**). Nun endlich sei in (4)

chd% < p < dhte
Aus (4) folgt

a
pr= - (modd), e< d%log d, p<d’t-. (5)

Es sei ¢, die Anzahl der Losungen von (5) fiir fixes ¢. Offenbar ist
2 (,%) kleiner oder gleich der Anzahl der Losungen von 1 < « < d%/log d

PP=¢® (mod d), p < d%*e, g < d¥+ (6)

Aus (6) folgt (p — q) (p + ¢) = 0 (mod d). Also ist die Anzahl der Lo-
sungen von (6) nicht gréfler als die Anzahl der Losungen von

uwv=0 (mod d), u < 2d%%, v < 2d%%, (7)
Aus (7) folgt
wuv=pd, 1 <p<4d®
Fiir ein festes f ist die Anzahl der Lésungen von u v = g d gleich

der Anzahl der Teiler von gd, also o ((f d)?). SchlieBlich ist also die
Anzahl der Losungen von (7) o((f d)). 4 d* = O(d™). Also ist

Z ;") = o(d"). ®)
Wegen (8) gilt
2o, =0ld"). (9)
e |
Aus (9) und ¢ < d”[log d folgt schlieBlich
d%
4e
2e, < logd + o(d™). (10)

1 p(d) sei die Anzahl der verschiedenen Primteiler von d.
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Daher folgt, daB die Anzahl der Losungen von (4) nicht grofer als
d”% log d + o(d”~*) ist, i. e. die Anzahl der Zahlen 0 <k << ¢ d%[log d,
fiir welche a | kd = 0(mod p?), p > c%d”% gilt, ist nicht groBer
als d%[log d + o(d%~*). Also folgt aus (2), daB die Anzahl der Zahlen
k, 0 <k <cd”[logd, fiir welche a + kd quadratfrei ist, mindestens

Yocd”flogd — d*flog d — o(d”~*) > 0

fiir geniigend grofles ¢ ist. Damit ist unser Satz bewiesen.

Durch etwas kompliziertere Rechnungen kann man die Bedingung
(a, d) = 1 fallen lassen. Es gilt dann folgender Satz: Es sei (a, d) quadrat-
frei. Dann st die kleinste quadratfreie Zahl in der arithmetischen Pro-
gression a -+ k d kleiner als ¢ d"*loglog d/log d.

Es ist wohl wahrscheinlich, daBl die kleinste quadratfreie Zahl in
a + kd sogar o(d'*®) ist, dies ist aber wohl recht tief. Es ist leicht zu
zeigen, dall die kleinste quadratfreie Zahl nicht o(d log dfloglog d)
sein kann.

Man kann leicht folgenden Satz zeigen: zu jedem & existiert ein¢,, so
dafy mit Ausnahme von weniger als & p(d) Zahlena, (¢, d) = 1,1 <a <d
die kleinste quadratfreie Zahl in a - % d kleiner als c_d ist. Allgemeiner

gilt, dal} wenn X r < oo, dann 1st mit Ausnahme von weniger als
i

ep(d) Zahlen a,(a,d)=1, 1 <a<d die kleinste Zahl o 4 kd ==
=£ O(mod n;), 2 = 1, 2, ... kleiner als ¢, d.
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