Kuratowski tétel, Fary-Wagner tétel

Tekintsiink egy tetszbleges G gréfot, és annak egy e = xy élét. Legyen G’ az a gréf, amelyet gy
kapunk G-bdl, hogy G-hez hozzavesziink egy 1j csicsot, 2-t, elhagyjuk az e élet, es behtzzuk az xz és
zy éleket. Vagyis egy élet helyettesitiink egy 2 hosszu uttal. Most tekintsiik ennek az ellenkezdjet, ha
G-ben z foka kett6 és a szomszédai x és y, akkor hagyjuk el z-t, és hizzuk be az xy élet. Nyilvanvald,
hogy ezek a miiveletek nem valtoztatjik meg egy graf sikbarajzolhatosdgat.

Definicio. Két grafot topologikusan izomorfnak neveziink, ha a fenti két mivelet alkalmazasaval
el lehet jutni az egyikbdl a masikba.

Konnyl ellendrizni, hogy ez egy ekvivalencia relacié. A Kjs-tel topogikusan izomorf grafokat
roviden topologikus Ks-nek is hivjuk. Ezeket a grafokat dgy kaphatjuk meg, hogy egy K5 minden
élét helyettesitjik egy-egy tetszélegesen hosszu uttal. Az eredeti, 4-foku csticsokat a topologikus K5
f6 cstcsainak hivjuk. Hasonléan, a K3 3-mal topogikusan izomorf grafokat igy kaphatjuk meg, hogy
egy K33 minden élét helyettesitjiik egy-egy tetszolegesen hosszu uttal. Az eredeti, 3-foku csicsokat a
topologikus K33 f6 csicsainak hivjuk.

Kuratowski tétel (Kuratowski 1930) Egy grdf akkor és csak akkor sikbarajzolhatd, ha nem tartalmaz
sem topologikus Ks-ot, sem topologikus K3 3-mat.

Fary-Wagner tétel (Fary 1948, Wagner 1936) Minden sikgrdf lerajzolhaté a sikra metszés nélkiil
ugy, hogy minden éle egyenes szakasz.

A Kuratowski tétel esetén a sziikségesség nyilvanvald, hiszen K5 és K3 3 nem sikbarajzolhaték. Az
elégségesség, illetve a Fary-Wagner tétel az aldbbi harom, Thomassentél szarmazé (1980) lemméabdl
kovetkezik.

Legyen a G egyszerii graf egyik éle e, végpontjai x és y. Az e él sszehtizasaval kapott grafot G/e-
vel jeloljik. Ezt ugy kapjuk G-bdl, hogy az x és y csicsokat helyettesitjiik egy v, cstccsal, amelyet
Osszekotiink x és y szomszédaival.

1. Lemma Legyen G egy 3-0sszefiiggd és legaldbb 5 csicsi grdf. Ekkor van olyan e éle, hogy G/e is
3-6sszefliggd.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy nincs ilyen e él. Ekkor minden zy élre G/xy-nak van két elvdgo pontja.
Mivel G 3-0sszefliggd, a két elvdgd pont egyike vy, amit = és y Osszehizdsdval kaptunk. Legyen
a masik z. Ekkor {z,y,z} egy elvdgd ponthalmaz G-ben. Mivel G 3-Gsszefiiggd, {z,y, 2} semelyik
részhalmaza sem elvdgé ponthalmaz, ezért x, y, és z mindegyikének van szomszédja G \ {z,y,z}
minden C' komponensében. Vilasszuk az xy élet és a C' komponenst gy, hogy C a lehetd legkisebb
legyen. Legyen v z egy szomszédja C-ben. A feltétel szerint G/zv sem 3-Osszefiiggd, ezért megint van
egy w csucs, amelyre {z,v,w} egy elvidgé ponthalmaz, és ahogy az elébb, z, v, és w mindegyikének
van szomszédja G \ {z, v, w} minden komponensében.

Mivel x és y Gssze vannak kotve, G\ {z, v, w}-nek ugyanabban a komponensében vannak, tehat
van egy olyan D komponens, amelyben egyik sincs benne. Nyilvan z sincs benne D-ben. A v csics
minden z-t6l kiillonbozé szomszédja C-ben van, tehat C N D # (). Mivel C csak z-en, y-on és z-n
keresztiil érintkezik G t6bbi részével, D C C,dev € C, és v &€ D, igy D kisebb, mint C', ellentmondas.

Definicié. Egy sikgraf lerajzolasat konvex lerajzolasnak nevezziik, ha az élek egyenes szakaszok,
nem metszik egymast, és minden tartomany hatdra (a nem korldtosé is) egy konvex sokszog.



2. Lemma Legyen G egy 3-0sszefiiggd grdf, amely nem tartalmaz topologikus Ks-ot és topologikus
K3 3-at. Ekkor G-nek van konvex lerajzoldsa.

Bizonyitas. A csicsszamra vonatkoz6 indukciéval bizonyitunk. Ha |V (G)| = n = 4 vagy 5, akkor
az allitdas trividlis. Tegyiik fel, hogy n > 6 és kevesebb cstcsu grafokra mar belattuk az allitast.
Az 1. Lemma alapjdn van olyan e = zy él, amelyre G’ = G/xy is 3-Osszefiiggd. Legyen z az
x és y Osszehizdsaval kapott csics. Ha G’ tartalmaz topologikus K5-6t vagy topologikus K3 3-at,
akkor konnyti ellendrizni, hogy G is tartalmaz. (Vigyédzat, ha G’ topologikus K5-6t tartalmaz, akkor
lehet, hogy G topologikus K33 -at!) Tehdt G’ nem tartalmaz topologikus K5-6t és K3 3-at, ekkor
viszont az indukcids feltevés alapjan G’'-nek van konvex lerajzoldsa. G’ \ z 2-Osszefiiggd, ezért G’ \ z
lerajzolasaban a z pontot tartalmazé cella hatara egy C' kor. C' az eredeti G grafban is kor, és ezen
vannak x és y szomszédai (kivéve persze z-et és y-t). Legyenek x1,...x) = szomszédai C-n, érajaras
szerinti sorrendben, és legyen P; C x; és z;4+1 kozotti szakasza, a végpontokkal egyiitt. (Az indexeket
ciklikusan értjiik, 1 = xg41, P = Px+1.) Ha valamilyen i-re, P, tartalmazza y Osszes (z-t6] kiilonb6z6)
szomszédjat, akkor konnyen megkaphatjuk G konvex lerajzolasat, tegyiik x-et z helyére, és y-t nagyon
kozel hozzd. (Abban az esetben ha C a nem korldtos tartomany hatéra, kicsit évatosabbnak kell
lenni.) Ha nem ez a helyzet, akkor vagy (i) x1,...xy kozil legalabb hdrom y-nak is szomszédja, vagy
(ii) van olyan x;, x; és y-nak olyan u, v, szomszédja, hogy ez négy kiilonbozé cstcs, és C-n ezek az
uz;vz; sorrendben szerepelnek. Az els6 esetben G tartalmaz egy topologikus K5-6t (a f6 csicsok x,
Yy, és a harom koz0s szomszéd), a masodik esetben G tartalmaz egy topologikus K3 3-at (a f6 csticsok
T, Y, UT0L;).

Ezzel készen vagyunk 3-0sszefligg6 grafokra. A 3. lemmabdl kévetkezik az allitas a tobbi grafra.

Vegyiik észre, hogy a K5 4-0sszefliggd, K33 pedig 3-0sszefiiggd, ennek alapjan egy topologikus K-
bél 3 pontot elhagyva a megmaradt f6 csticsok egy komponensben maradnak, egy topologikus K3 3-bol
2 pontot elhagyva a megmaradt f6 csticsok egy komponensben maradnak. S6t konnyen ellendrizhetd,
hogy egy topologikus K3 3-bél 3 pontot elhagyva is csak egy f6 cstcsot lehet levalasztani a tobbirdl.

3. Lemma Tegyiik fel, hogy G-nek legaldbb 4 csicsa van, és nem tartalmaz topologikus Ks-6t és
K3 3-at, de bdrmely élet hozzdvéve mar valamelyiket tartalmazza. Ekkor G 3-6sszefiiggo.

Bizonyitas. Megint a csticsszamra vonatkozé indukciéval bizonyitunk, ha |V (G)| = n = 4 vagy 5,
akkor az allitas trividlis. Tegyiik fel, hogy n > 6 es kevesebb csicst grafokra mar belattuk az allitast.
Nem nehéz latni, hogy G 2-0sszefiiggd, és ha {x,y} egy elvdgd halmaz, akkor = és y Gssze vannak
kotve. Tegytik fel, hogy G nem 3-6sszefiiggé. Ekkor van egy {z,y} egy elvidgd halmaza, és z, y Ossze
vannak koétve. Legyen G = G1 U G9, ahol G1-nek és Go-nek legalabb 3 csucsa van, két kézos csucsuk
és egy kozos élik van, z , y, és zy. Ha hozzdadunk egy élet G;-hez (i = 1,2), akkor keletkezik egy
topologikus K5 vagy K33, és nem nehéz latni, hogy ez teljes egészében G;-ben van. Ezért G; vagy
egy haromszog, vagy az indukcids feltevés miatt 3-Gsszefliggd. Ekkor viszont a 2. Lemma szerint van
konvex lerajzolasuk. Legyen z; G; egy csucsa, amely a lerajzolasban z-szel és y-nal azonos tartomany
hataran van. A feltétel szerint G'+ 2122 tartalmaz egy K topologikus K5-0t vagy K3 3-at. A 3. Lemma
el6tti megéllapitas miatt ekkor Gy (vagy G2) legfeljebb egy {6 cstics kivételével az Gsszeset tartalmazza.
(Ha K topologikus K5, akkor rdaddsul G az Osszes 6 cstcsot tartalmazza.) Ekkor viszont abban a

| grifban is taldlhatunk topologikus K5-6t vagy K3 s-at, amelyet G;-bél gy kapunk, hogy egy 1j
csucsot Osszekotiink x-szel, y-nal, és z1-gyel. Csakhogy ezek a csticsok mind G1-ben ugyanannak a
tartomdnynak a hatdran vannak, ezért G} is sikbarajzolhatd, ami ellentmond annak, hogy tartalmaz
egy topologikus K5-6t vagy K3 3-at.



