Kombinatorika és grafelmélet 1.
6. gyakorlat, 2024. marcius 25.
Magasabb osszefiiggoség, Menger

Tudnivaldk:

A G graf k-szorosan (pont)osszefiiggd, ha legaldbb k + 1 csdcsa van és akdrhogy hagyunk el beldle k-ndl
kevesebb cstcsot, a megmaradt graf osszefiiggd.

A G graf k-szorosan élosszefiiggd, ha akarhogy hagyunk el beldle k-nédl kevesebb élt, a megmaradt graf
Osszefiiggd.

Vildgos, hogy ha G k-szorosan pont- vagy élosszefiiggd, akkor k—1-szeresen is az. A G gréaf (pont)osszefiiggségi
széma, k(G), a legnagyobb k, amelyre G k-szorosan (pont)osszefiiggd. A G graf élosszefiiggdéségi szdma, A(G), a
legnagyobb k, amelyre G k-szorosan élosszefiiggd.

Minden G gréifra k(G) < A(G) < dpin- (Durvan szélva élekkel nehezebb szétszedni a gréfot, mint pontokkal,
és a minimdlis fokd pontot mindig le tudjuk vagni a csatlakozé élek elhagyésédval.)

Menger tételek: (4 tétel egylitt) G egy [irdnyitott/irdnyitatlan] graf, s, ¢ két csicsa.

G-ben az [irdnyitott/irdnyitatlan] [pontdiszjunkt/éldiszjunkt] s — ¢ utak maximélis szdma

= az [irdnyitott/irdnyitatlan] s — ¢ utakat lefogd [pontok/élek] minimadlis szdma.

A pont-pontdiszjunkt esetben feltessziik, hogy nincs (irdnyftott) s —¢ él, és a lefogd pontok kiillonboznek s-tél
és t-tol.

Bizonyitas: folyamokkal.

Tovabbi Menger tételek: G irdnyitatlan graf k-szorosan (pont)dsszefliggd < legaldbb k + 1 csicsa van és
barmely két cstucsa kozott van k pontidegen 1t.
G irdnyitatlan graf k-szorosan élosszefiiggd < barmely két cstucsa kozott van k élidegen 1t.

Dirac tétel: G k-szorosan (pont)dsszefiiggé = barmely k pontjan at van kor.

1. Mutassunk példat olyan véges, egyszerli G grafra, amire A(G) # x(G). Lehet-e a két Osszefliggdség koziil a
nagyobbikat a kisebbiknek egy alkalmas fiiggvényével feliilrél becsiilni?

2. TetszOleges 1 < k < A pozitiv egészekre konstrudljunk G gréfot, amire A(G) = X és k(G) = k.

3. Hatdrozzuk meg a K, teljes graf A(K,) ill. k(K,,) élosszefiiggdségi ill. pontosszefliggdségi szamat. Ugyanez
a kérdés a K, ,, teljes paros grafra.

4. Legyen G az a graf, mely egy 8 hosszu korbél ugy keletkezik, hogy a koron atellenes cstucsokat egy-egy éllel
osszekotjiik. Igazoljuk, hogy «(G) = 3.

5. A 10-cstcsu teljes grafnak legfeljebb hany élét lehet elhagyni gy, hogy a maradék graf 4-élosszefiiggd
legyen?

6. Bizonyitsuk be, hogy barmely n csicsi k-Osszefliggd grafnak legaldbb kn/2 éle van!

7. Igazoljuk, hogy tetszdleges r-reguldris (r > 1) egyszer(i Osszefiiggd paros graf 2-osszefliggd!

8. Mutassuk meg, hogy tetszileges G véges graf esetén 6(G) > A(G) > k(G) teljesiil. (§(G) G-ben a legkisebb
fokszdm.)

9. Mutassuk meg, hogy a G egyszerii graf pontosan akkor 2-Gsszefiiggd, ha barmely két csicsara talalhato
olyan kor G-ben, amely ezen csticsokat tartalmazza. Igazoljuk, hogy egy izoldlt pontot nem tartalmazo,
egyszerli G graf pontosan akkor 2-sszefiigg6, ha G barmely két élén keresztiil vezet G-nek kore.

10. Tegyiik fel, hogy a G graf k-(é)osszefiiggd. Vegylink fel egy 4j x pontot, és kossiik Ossze G k kiilonbozé
pontjaval. Mutassuk meg, hogy az {gy kapott G’ gréf is k-(él)0sszefiiggd!

11. Bizonyitsuk be, hogy ha a G iranyitott grafban van u-bol v-be is és v-bol w-be is k éldiszjunkt iranyitott
ut akkor G-ben létezik u-bdl w-be is k éldiszjunkt iranyitott 1t.

12. Legyenek A, B, C pédronként diszjunkt, r-elemii halmazok, és V(G) = AU BUC a G graf csicshalmaza,
valamint legyen wv € F(G), ha u és v nem ugyanabbdl az r-elemii halmazbdl valék. Mekkora «(G)?
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Adjunk hatékony algoritmust egy tetszéleges irdanyitatlan graf pontosszefiiggéségének meghatarozdsara.
Legfeljebb mekkora lehet két fa uniéjanak él- ill. pontosszefiiggdsége?

Igazoljuk, hogy ha a G graf 2019-pontu és 32-0sszefiiggd, akkor G barmely két csicsa kozott vezet legfeljebb
64 éli 1t.
Igazoljuk, hogy ha egy n pontu egyszeri G grafban minden fokszdm legaldbb (n + k — 2)/2, akkor G k-6f!

x Igazoljuk Dirac tételét: ha k(G) > k > 2, akkor G barmely k pontjidhoz taldlhaté G-nek olyan kore,
amely mind a k pontot tartalmazza.

* Mutassuk meg, hogy a 2-Osszefiiggd ill. 2-élosszefiiggd grafoknak van filfelbontdsa. Azaz, a 2-6f grafok
pontosan azok, amelyek felépithet6k egyetlen cstcsbdl fiillek egymas utani hozzdadasaval. Itt minden fiil a
mar felépitett félkész graf két kiillonbozé csiuicsa kozti olyan tt, amelynek bels6 csticsai nem szerepelnek az
eddig felépitett grafban. A 2-é16f gréfok fiilfelbontdsara hasonlé igaz, megengedve, hogy egy fiilnek a két
vége ugyanaz a csucs legyen. (Irdnyitott grafokra hogyan terjeszthet8k ki ezek az &llitdsok?)

x Igazoljuk, hogy tetszolges G véges, irdnyitatlan grafnak pontosan akkor van erdsen Osszefiiggd iranyitasa
(azaz olyan, amelyre barmely két cstcs kozott mindkét irdnyba van irdnyitott ut), ha G kéteszeresen
élosszefiiggo.

Hazi feladat

1.

Igazoljuk, hogy ha az azonos ponthalmazon megadott G és Go grafok élhalmaza diszjunkt, akkor A\(Gy +
G2) > MG1) + MG2). Igaz-e, hogy ekkor k(G + G2) > k(G1) + k(G2) is teljesil? (Gy + G2 azt a grafot
jelenti, aminek csicshalmaza a két graf kozos csicshalmaza, éleit pedig a két élhalmaz unidja adja.)

. Tegyiik fel, hogy a G graf a rogzitett = és y pontokat 6sszekotd pontidegen utak maximalis szama 5. Lehet-e

az x és y pontokat Osszekotd utakat lefogd élek minimaélis szama 1, 2, 3, 4, 5, 6, ill. 77



