Kombinatorika és grafelmélet 1.
5. gyakorlat, 2024. marcius 18.
Hdlozatok, folyamok

Tudnivaldk:

Legyen G egy irdnyitott graf, s (forrds) és ¢ (nyeld) két csicsa, ¢ pedig egy fiiggvény, amely minden e élhez egy c(e) > 0
kapacitdst rendel. Ekkor a (G, s, t, ¢) négyest hdldzatnak hivjuk. Most tegyiik fel, hogy f is egy fliggvény, amely minden e
élhez egy f(e) > 0 szdmot rendel.

Ha e = uw, ahol u az e kezdépontja, v a végpontja, akkor f(e) helyett természetesen {rhatunk f(uv)-t is.

Az f figgvényt folyamnak hivjuk, ha a kovetkezé két feltétel teljesiil:

1. Minden e élre 0 < f(e) < c(e).

2. Minden v # s,t cstcsra »_, f(uv) = f(vu).

A mésodikat Kirchoff szabdlynak, vagy csoméponti szabdlynak hivjuk. (Jelentése: ugyanannyi megy be, mint ki.)

Ha f folyam, akkor m(f) = >, f(su) — >, f(us) = >, f(ut) = >, f(tu), m(f) a folyam nagysdga. (m(f) az s-bél
netto kimend folyam, ami ugyanannyi, mint ami netto megerkezik t-be.)

Legyen V(G) = SUT, ahol SNT =0, s € S, t € T. Ilyenkor az (S,T) par vdgdsnak nevezziik.

Az (S,T) végés kapacitdsa c¢(S,T) = 3, cs ,er c(uv). (A jé irdnyba mend élek kapacitdsainak az Osszege.)
Koénnyt: ha f folyam és (S,T') végas, akkor m(f) < ¢(S,T).

Ford-Fulkerson tétel: max sfolyam m(f) = ming ryvagas ¢(S, T).

Bizonyitds: javité utas algoritmussal. Tegyiik fel, hogy van egy f folyam. G’ javité grdf: A csiicsai ugyanazok, mint G
csticsal. Ha G-ben van egy uv él, amelynek a kapacitdsa c(uv), a folyam rajta f(uv), akkor akkor:

1. Ha f(uv) = 0, akkor behizzuk G’-be az uv élt, c(uv) kapacitéssal.

2. Ha 0 < f(uv) < c(uv), akkor behuzzuk G’'-be az uv élt, c(uv) — f(uv) kapacitdssal és a vu élt, f(uv) kapacitéssal.

3. Ha f(uv) = c(uv), akkor behtizzuk G’-be a vu élt, c(uv) = f(uv) kapacitdssal.

(Tehat a G' halézat azt modellezi, hogy milyen véltoztatdsokhoz van jogunk.)

Ha G’-ben van 1it s-bdl t-be, akkor ezen az titon megvaltoztathatjuk (javithatjuk) f-et. Ha pedig nincs javité tt, akkor
ennek az az oka, hogy f optimadlis. Legyen S azon csicsok halmaza, akik elérheték s-bél javité tton, T a tobbi. Ennek a
kapacitdsa c(S,T) = m(f).

G'-ben van 1t s-bél t-be < m(f) nem maximalis.

Ebbél algoritmust is kaphatunk, javité utas algoritmus: induljunk ki a csupa 0 folyambdl. javité graf, ha nincs javité
ut, kész vagyunk. Ha van, javitunk, 0j folyam, j javité graf, stb, amig véget nem ér.

Ha minden kapacitis egész, akkor a javité utas algoritmus véget ér, megtaldlja a max folyamot. Egészértékiiségi
Lemma: Ha minden kapacitas egész, akkor van olyan max folyam, ami minden élen egész.

Ha nem egészek a kapacitisok: lehetséges, hogy a javité utas algoritmus nem ér véget, s6t, nem is a max folyamhoz
konvergdl.

Edmonds-Karp: Ha mindig a legrovidebb javité dton javitunk, akkor a javité utas algoritmus (csicsok szdmdban)
polinom idében véget ér.

1. Adjunk meg egy-egy maximélis folyamot az aldbbi hélézatokban, és bizonyitsuk be, hogy nagyobb folyam nem

lehetséges.
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2. Hatdrozzuk meg a maximadlis folyam értékét az aldbbi halézatokban!
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3. a) Az eléz6 feladat hélézataiban valasszuk valamelyik él kapacitdsat a feltiintetett helyett c-nek, és hatdrozzuk meg,
hogyan fiigg a maxim4lis folyamnagysédg a c kapacitds értékétol.

b) Szintén az el6z6 feladat halézatait tekintve dontsiik el, melyik élt kellene a grafban t6r6lni ahhoz, hogy a 1étrejové
hélézatban a maximalis folyam nagységa a lehet6 legkisebb legyen.

4. Tegyiik fel, hogy a (D, s,t,c) hdlézatban az s-t tartalmazé, t-t6l diszjunkt X és az Y ponthalmazok mindegyike
minimadlis kapacitdsi st-vagast hataroz meg. Mutassuk meg, hogy az X NY és X UY ponthalmazokhoz is minim4lis
kapacitasu st-vagas tartozik.

5. Igaz-e, hogy minden hélézatban van olyan e él, amelynek a kapacitdsdt e-nal csokkentve (ahol 0 < e < ¢(e)) a
maximalis folyamnagysag is e-nal csokken?

Igaz-e az, hogy minden hélézatban van olyan e él amihez létezik egy pozitiv € mennyiség gy, hogy ha e kapacitasat
e-nal noveljiikk (ahol 0 < & < ¢(e)), akkor a maxim4lis folyamnagysdg is e-nal novekszik?

Ha a fenti allitasok valamelyike nem igaz, akkor hogyan lehet eldonteni egy adott héldézatban, hogy 1étezik-e olyan
él, ami rendelkezik a kérdésben leirt tulajdonsiggal?

6. Adott a D irdnyitott graf valamint D élein a ¢ kapacitasfiiggvény. Bizonyitsuk be, hogy ha s,t és w a D olyan
csucsai, hogy létezik D-ben m nagysagu st-folyam és m nagysagu tw folyam is, akkor D-ben létezik m nagysdgui
sw folyam.

7. Hatdrozzuk meg a nemnegativ z fiiggvényében a maximalis folyam értékét az aldbbi halézatokban!

8. Egy (G, s,t, c) hélézatban minden él piros, fehér, vagy zold. Ha csak a piros és fehér, vagy csak a piros és zold, vagy
csak a fehér és zold éleket tekintjiik, akkor a kapott halézatokban a maxim4lis folyam nagysaga 10. Bizonyitsuk be,
hogy a teljes hal6zatban a maximélis folyam nagysaga legalabb 15.

9. Egy (G, s,t,c) hélézatban minden cstcs megfelel az A = { 1,2,...,n } halmaz egy részhalmazanak. Tetsz&leges
X,Y C A részhalmazokra legyen a megfelelé z és y csticsok kozti él (mindkét irdnyban) kapacitdsa | X NY|. Legyen
s ést az {1} illetve {n} részhalmazoknak megfeleld csics. Hatdrozzuk meg a maximélis s — ¢ folyam nagysdgdt!

Hazi feladat

1. Irdnyitsuk a kocka élhdlézatanak éleit az s csticsbdl az dtellenes ¢ cstcs felé. Hogyan kell a kiosztani a 12 él kozt 4
db 1-es, 2-es ill. 3-as kapacitdst, hogy a kapott hdlézatban a maximdlis folyamnagysdg a lehet6 legnagyobb legyen?

2. A (G, s,t,c) hilézatban az egyik él, e kapacitdsa c(e) = z. A t6bbi él kapacitdsa dllandd, nem fiigg z-t&él. Legyen
M (z) a maximalis folyam nagysdga = fliggvényében. Tudjuk, hogy M (1) = 1, M (100) = 10. Hatdrozzuk meg M (2)
értékét.



