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1. Bevezetés

Az extremdlis halmazrendszerek elméletének két alapveto eredménye Sperner tétele
és az Erdos-Ko-Rado-tétel.

Jelblések: Ha n egy természetes szam, legyen [n] = {1,...,n}. Egy V halmaz
hatvanyhalmazat jelolje 2V, Az osszes k elemfi részhalmazét (Z), a legfeljebb k

elemi részhalmazait (<Vk) Egy F halmaz komplementerét jelélje F.

1. Definicié. F Sperner-rendszer (vagy antildinc), ha barmely A, B € F halma-
zokra A ¢ B.

1. Tétel (Sperner [9]). Ha F C 2" Sperner-rendszer, akkor |F| < (Ln?QJ)f sot
fenndll a kévetkezd LY M-egyenlétlenség([6],[10],[7]):

1
> v <L
FeF (\F\)

és F-nek csak akkor van (|_n72j) eleme, ha mindegyik halmaz |n/2] vagy mindegyik
[n/2] elemszamai.

2. Definicié. F C 2" metsz6, ha barmely Fy, Fy € F halmazok vdlasztdsa esetén
FiNnFy #0.

2. Tétel (Erdés-Ko-Rado [2]). Ha F C (")) metsz6, k < n/2, akkor |F| <

=) ’“



Vizsgalhatjuk azokat a halmazrendszereket is, amik a kétféle feltétel vegyitésével
jonnek létre. Ha megkoveteljiik, hogy F metsz6 és Sperner-rendszer legyen egy-
szerre, akkor egy sokat vizsgalt teriilethez jutunk ([8], [1], [4],[3]). Gyengithetjiik
is a feltételeket. Példaul egy Y halmaz lehet diszjunkt egy Z halmaztdl, vagy tar-
talmazhatja X-et, csak a ketté egyszerre nem torténhet meg vele. Vegyiik ide még
azt a feltételt is, hogy minden halmaz mérete legfeljebb k. Tehat:

FcC (Ln]k) és nincs olyanX,Y, Z € F amelyekreX CY ésYNZ =0, (1)

vagy még egy 1j megfogalmazasban: a valamit tartalmazo halmazokat mindenki
metszi.

3. Tétel. Az (1) tulajdonsdgi halmazrendszerek mérete nem haladhatja meg a
kovetkezd harom halmazrendszer legnagyobbjanak méretét (n-tél és k-tol figg, hogy
az melyik):

Fi:={F C [n]:|F| =k},

Fro:={FCln]:1€F,|F| <k},
Fs:={F Cn]:[n/2]| <|F|<Ek}U{F C|[n]:|F|=|n/2|,1€ F}.

Konnyt belatni, hogy ezek eleget tesznek a feltételeknek. F; Sperner-rendszer,
F5 metsz6, Fs-ban pedig a diszjunkt Y és Z szerepét csak [n/2] és [n/2] elemi
halmazok jatszhatnak, de akkor paros n esetén Y-nak nem lehetne részhalmaza,
paratlan n esetén pedig 1 € Y, igy Y mindegyik |n/2| elemi halmazt metszi.

Ha k < n/2, akkor Sperner tételéhez hasonléan bizonyithatd, hogy Fi a leg-
nagyobb Sperner-rendszer. A LYM-egyenl6tlenség bal oldaldhoz ugyanis ott min-

den halmaz legaldbb ﬁ—t ad, vagyis Gsszesen legfeljebb (Ln% J) halmazunk lehet.

n/2
Ha viszont minden hath/njaz legfeljebb k elemii és k < n/2, akkor mindkét helyre
az |n/2] helyére k-t irhatunk. (Kénnyt meggondolni, hogy ha k& > n/2; akkor egy
Sperner-rendszer nemcsak hogy nem lehet a legnagyobb (1) tulajdonségi rendszer,
de még tovabb is bévithetd).

Fy pedig a legnagyobb metsz6 rendszer, ugyanis ha ¢ és n — ¢ is legfeljebb
akkora, mint k, akkor ezen a két szinten legfeljebb (T;), azaz az Osszes halmaz fele
lehet egy metsz6 halmazrendszerben, mivel egy halmaz és a komplementere koziil
az egyik kimarad. Ha viszont ¢ < k < n — i, akkor i < n/2, igy az Erdds-Ko-Rado
tétel miatt legfeljebb (7;:11) halmazunk lehet ¢ elemii. Mindkét esetben Fy ezt a

maximumot adja.



2. A kor-modszer

A 2. Tétel legegyszeriibb bizonyitdsa a Katona-féle kér-mdédszerrel([5]) torténik.
Ezt alkalmazzuk itt is. Egy ciklikus permutacié az alaphalmaz elemeit egy korbe
viszi. A ciklikus permutécidk halmazat jeldlje II. Ha m € 11 és F' C [n], akkor
7(F) = {n(z) : x € F}. A kor valahdny egymédst kovet6 elemét intervallum-
nak nevezziik. Legyen H a kor intervallumainak a halmaza. Vizsgaljuk az eredeti
problémat az olyan halmazrendszerekre, amiknek minden eleme a kor egy inter-
valluma, de ezuittal silyozzunk minden G halmazt (| GI) -vel. Definialjuk a koron is
a megfelel6 halmazrendszereket:

G ={GeH: |G =k} =F NH,

Gy = {GEeH:1€G, |G <k} =FnNH,
Gy ={GeH:[n/2] <|G|<k}U{GeMN:|G|=|n/2],1€G}=FnNH.

4. Tétel. Az (1) tulajdonsagi,intervallumokbdl dllé halmazrendszerekre igaz:

n
Geg(mr) 25 22 \|a

E tétel bizonyitasa el6tt megmutatjuk, hogy ebbdl kovetkezik a 3. Tétel. E16bb
azonban érdemes bevezetni a

19)=3 ()

Geg

jelolést.
A 3. Tétel bizonyitasa. Legyen F egy (1) tulajdonsigi halmazrendszer,
0, [n] ¢ F. Szémoljuk ki kétféleképpen a

K= Y ( ;:)
(FeF,mell):m(F)eH | |

szdmot. Egyrészt barmely F-hez |F|!(n — |F|)! olyan ciklikus permutécié van, ami
6t intervallumba viszi, ezért K = |F|n!. Mésrészt minden 7 esetén a megfelel hal-
mazok egy (1) tulajdonsagu intervallumrendszer 6sképét alkotjdk, és a permutacié
a sulyukat sem valtoztatja meg, igy alkalmazhaté rajuk a 4. Tétel. Tegytik fel,
hogy ott a maximum G;-n vétetik fel, ekkor minden 7 esetén legfeljebb b(G;) az
Osszsily, K tehét Osszesen legfeljebb (n — 1)l-szor ennyi. Azt kaptuk, hogy

| F|n! < Z <\G|> 1)!, azaz

Geg;
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Az utolsé egyenloség abbdl kovetkezik, hogy minden [-re [ elemli halmazbdl
vagy n darab van G;-ben és (7) darab F;-ben, vagy [ illetve (7;:11) darab.

Ez a szdmolds nem miikodik, ha () vagy [n] benne van F-ben (6ket nem 0!n!
ciklikus permutécié viszi intervallumba, hanem csak (n-1)!, mert csak ennyi van).
Ha () € F, akkor a tobbi halmaz metsz8 Sperner-rendszert alkot. Ennek kell egy-
szersmind a legnagyobb Sperner-rendszernek lennie, hogy az iireshalmazzal egytitt
tulszarnyalja F; méretét. Ez csak akkor lehet, ha n paratlan, k > n/2. Ekkor n > 3
esetben F legaldbb olyan j6, n < 3 esetben F3 legalabb olyan jé. Ha [n] € F, akkor
k > n, de akkor [n] mindenképpen hozzdvehetd, tehat ez nem tehet kiilonbséget
nem bovitheté halmazrendszerek kozott (akkor méar F tgyis kisebb, mint F»).1

3. A 4. Tétel bizonyitasa

A tételt indirekt moédon bizonyitjuk. Jeldljik G-vel az (egyik) olyan (1) tulaj-
donsdgi halmazrendszert a koron, amire b(G) a legnagyobb. Tegyiik fel, hogy
G # G1,G2,Gs. Legyen m = min{|G| : G € G}. Feltehetd, hogy m < k és m < n/2.
Ha G € G ésn—m < |G| < k, akkor G € G, hiszen nincs téle diszjunkt halmaz
G-ben. Amig m-et nem akarjuk megvaltoztatni, elegendé a legfeljebb n —m elemi
halmazokat vizsgalni. Ez torténik a kovetkezo két lemmaban.

1. Lemma. Van olyan A, B € G, amikre |A| = m és B = AU {x}, ahol x jobb
oldali szomszédja A-nak.

Bizonyitas. Minden m elemi{i A halmazt cseréljiink ki AU {z}-re, ahol x jobb
oldali szomszédja A-nak. Ekkor b(G) néne, tehat ezt nem tehetjik meg. Vagy
valamelyik 1j halmaz mér benne volt G-ben (épp ezt akartuk), vagy létrejott a
kizart XY, Z konfiguracié. Ebben egy 1j elem nem lehet X vagy Z, hiszen akkor
az elodje is megfelelt volna. De Y sem lehet, hiszen m + 1 elem, és az 0sszes m
elem(i halmazt kitoroltik G-bol. B

2. Lemma. Lehet gy vdlasztani G-t, hogy mindegyik G-beli halmaz metszi az
elobbi A-t, legfeljebb egy kivétellel és az csak A komplementere lehet.

Bizonyitas. Feltehetd, hogy A = [1,m], B = [1,m+1]. Minden halmaz metszi
B-t, igy ami nem metszi A-t, az m+ 1-bol megy jobbra, és nem ér el 1-ig. Csak egy
ilyen lehet, mert kiilonben az egyiket tartalmazna a masik, és még az is diszjunkt
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A-t6l. Jelolje D ezt az intervallumot. Ha D # A, akkor D nem lehet G-beli, mert
tartalmazza A-t és diszjunkt D-t6l. Ekkor cseréljiik ki D-t D-re (ezzel b(G) nem
véltozik). Mivel D tartalmazza A-t, mindent metsz G — {D}-bél, igy gond nélkiil
hozzavehetd, és igy olyan G-t kaptunk, amilyet akartunk. Egy gond lehet mér
csak, ha |D| > k. Ekkor egy n/2, vagy, ha n/2 > k, akkor k hosszii, m-bdl balra
mend intervallumot vegyiink, ez legyen D’. Ez D-hez hasonléan tartalmazza A-t
és diszjunkt D-t6l, vagyis D ugyantugy kicserélheto ra, és ezzel b(G) nem csokken,
hiszen egy intervallum helyett egy olyan intervallumot tettiink be, aminek a silya
a lehetd legnagyobb a feltételeink mellett.Hl

A 4. Tétel bizonyitasa. Ha n — m < |G| < k, akkor minden G-beli halmaz
metszi G-t, vagyis G-t minden probléma nélkiil hozzavehetnénk G-hez, ha még nem
lenne benne. Ha G = n — m, akkor G metsz minden olyan G-beli halmazt, ami
tartalmaz valamit, hiszen azok legalabb m -+ 1 elemtiek. fgy G-16l szintén feltehetd,
hogy benn van az intervallumrendszeriinkben. Tegyiik fel, hogy A-ra teljesiilnek az
elébbi lemmak. Ha G egy A-t tartalmazé intervallum, |G| < k, akkor minden G-
beli elem metszi G-t, igy hozzavehetd lenne G-hez, ha még nem lenne benn. Mivel
a tobbi halmaz nem tartalmazza A-t, de metszi, valamelyik pontjabol indulnak
valamelyik irdnyba, hosszuk pedig m és k' := min(k,n —m — 1) kozott van. Jeldlje
ezek halmazat Gy. Osszuk fel Gy-t aszerint, hogy melyik pontbdl melyik irdnyba
mennek.

A =A{[x,i]l € G:x e n]|z,d| <K} i=1...m—-1

B, :={li,y] € G:ye€n]|iy]| <K}, i=2...m

Ezeket parosithatjuk A;, B; 1 parokba. Vizsgédljuk ezeknek a paroknak az elemeit.

1. eset: Ha az egyiknek nincs eleme, akkor a masiknak lehet legfeljebb egy-egy
m, m+ 1,...,k" hosszu eleme.

2. eset: Mindkettonek egy eleme van, a legnagyobb Osszstlyt az adja, ha mind-
ketté [n/2], vagy ha k' < n/2, akkor k" hosszu.

3. eset: Az egyiknek, pl. A;-nek van egy legkisebb (r hosszi) eleme, R ( igy
legfeljebb k' — r + 1 eleme lehet), B;;1-nek pedig legaldbb két eleme. Ekkor a
legkisebbet leszamitva mind metszi R-t, igy hosszuk legalabb n — r + 1. B;1-nek
tehat k' — (n—r) + 1 eleme lehet legfeljebb. Osszesen legfeljebb 2k’ — n + 2 elemiik
lehet, egy-egy r, r + 1,....k illetve egy-egy n — r + 1,....k" elemi és egy legfeljebb
n — r elemd halmaz, S. Legyen D = A; U B, — {S}. Ekkor b(D)-t r vélasztdsa
nem befolydsolja, persze hogyha r és n — r + 1 sem haladja meg £’-t. Ha példaul
r helyett r + 1-et vesziink A;-be, akkor b(A;) csokken (7)-rel, de b(Biy1 — {S}) nd
(" )-rel. Feltehets, hogy r = [n/2] és n—r+ 1 = [n/2] + 1. Eppen ezzel érjiik
el biztosan, hogy egyik sem haladja meg k’-t. Ha valamelyik (nyilvan n — r + 1)
mégis meghaladnd k’-t, akkor k < |[n/2] + 1, és akkor nem lehet egyszerre r és
n—r—+1 elemi halmazunk. Emellett S sulya is ekkor lesz a maximalis, ugyanis igy
valaszthaté n — r, azaz |n/2] elemiinek. Tehat b(A; U B;,;) akkor lesz (az egyik)



legnagyobb, ha A; a legaldbb |n/2] elemi, B;;; pedig a legalabb r = [n/2] elem
intervallumokbdl all.

Meghataroztuk tehat azt a harom halmazrendszert, amik koziil valamelyik a
legnagyobb b(A; U B;1-et adja, persze n-tél, k-tél és m-tdl fiigg, hogy a harom
kozil melyik. Barmelyik is a legjobb ezek kozil kiilon egy A;, B; 11 parra, van olyan
halmazrendszer, ami minden parra az optimumot adja.

Ha az Gsszes A;, B141 par sulyat 6sszeadjuk, 2b(G — Go)-t kapunk, mert minden
halmazt kétszer szamoltunk. Masrészrél viszont természetesen legfeljebb nb(A; U
B;.1)-t kaphatunk, ez tehat ad egy fels6 korldtot a G — Gy halmazrendszer méretére.
Ha egy G’ halmazrendszer minden parra a legnagyobb b(A; UB, 1) suly adja, akkor
az tényleg eléri a maximalis §b(A; U Biy1) Osszsilyt. Mindhdrom esetben taldlni
fogunk ilyen halmazrendszert.

Ha az 1. eset adja a legnagyobb b(A; U B;1) értéket, akkor G’ := {[x,i] : x €
n], |[x,1]] <K'}, i=1...m — 1. Vagyis az Gsszes lehetséges intervallum bekeriilt
minden A;-be, A minden pontjabdl az egyik irdnyba indul az 6sszes legaldabb m, de
legfeljebb k& méretii intervallum. Ha k& < n — m, akkor minden G € G’ U G, esetén
1 € G, tehat G C Go. Ha k > n — m, akkor minden n — m elemi intervallum is ott
van. Tehat a halmazrendszeriink: az 6sszes 1-et tartalmazé intervallum m-tol k-ig,
de a legalabb n — m elemiiek koziil az Osszes tobbi is. Mar csak az a kérdés, hogy
mekkora m. Ha m helyett m + 1-et veszlink minimumnak, akkor elvesztjik az m
darab m elemi halmazt, de kapunk m + 1 darab n — m — 1 elemfit, ezzel nyilvan
novekszik az Osszsily, ha m < |n/2], vagyis ha a halmazrendszeriink nem Gs.

Ha a 2. eset adja a legnagyobb b(A; U B;11) értéket, akkor megintcsak megad-
hatunk egy olyan G’-t, ami minden A;, B;,; parra az optimumot adja: A minden
pontjabdl inditsunk el jobbra és balra is egy-egy k' vagy [n/2] hosszu interval-
lumot. Ekkor van 1 darab m, 2 darab m + 1,..., ¥ — m darab k' — 1 elemii és
k' —m + 1 darab k' elemii intervallumunk, valamint 2m — 2 darab k vagy [n/2]
elemt, plusz A és az Gsszes olyan intervallum, aminek a hossza k’-nél nagyobb,
de legfeljebb k. Ha m helyett m + 1-et vesziink, akkor egy-egy m, ...,k elemi
halmaz helyett két k vagy [n/2] elemiit kapunk, és esetleg k' csokkenése miatt is
nyertink néhdny 1j halmazt. De mar azok nélkiil is csak novelhettiik b(G)-t, his-
zen pont azért vélasztottuk az 1. eset helyett a 2. esetet, mert két k vagy [n/2]
elemt halmaz tobbet adott b(G)-hez, mint egy-egy m, ..., k elemi. Végil m = k
a legkedvezobb, pedig mar azt kizartuk, vagy eljutunk m = [n/2]-ig, amit szintén
kizartunk.

Ha a 3. eset adja a legnagyobb b(A; U B;y1) értéket, akkor megint taldlunk
megfelel6 G'-t: az egyik irdnyba A minden pontjabdl a legaldbb |n/2], a mésik
irdnyba A minden pontjabdl a legaldbb [n/2] elemii intervallumok menjenek. Me-
gint m-et noveljik eggyel. Az A-t tartalmazdk kozil veszitiink egy-egy m, ... k'
elemii halmazt, de nyeriink egy A;-t és egy B;1-et, plusz az eddig esetleg hidnyzd
n — m hosszu intervallumokat is bevehetjiik. Mivel nem az 1., hanem a 3. esetnél



vagyunk, a b(G) megint csak néhet. Végiil ismét Gz-at kapjuk.l
Ezzel tehéat kész a 4. Tétel, igy a 3. Tétel bizonyitasa is.

4. Megjegyzések

Persze rogton tovabbi kérdések mertilnek fel. Példaul el6fordul-e egyaltalan mind
a harom halmazrendszer maximumként? Erre még konnyt valaszolni: igen. Fi-re
példa a k£ = 1 eset, ha k = n, akkor viszont nyilvanvald, hogy F3 az optimalis,
ha pedig k az n/2 kozelében van, akkor Fo-nek nagysdgrendileg 2" /4 eleme van,
a masik kettének pedig 2"//n. Kis szdmoldssal az is beldthatd, hogy konkrét n
esetén, ha n > 13, akkor mind a harom rendszer el6 fog allni maximumként. Hogy
mely (n, k) parra melyikben lesz t6bb, abba nem érdemes mélyebben belemenni,
hiszen egyszeriien csak a binomidlis egytitthatokkal valé szamolas.

Vegytik észre, hogy a 4. Tétel bizonyitasaban nem igazan hasznaltuk ki az (|g|)
stlyfiiggvény specialis tulajdonséagait, csak annyit, hogy G és G stilya ugyanakkora,
és ha egy |[n/2]-nél kevesebb elemii halmazt eggyel nagyobbra cseréliink, a stly
nem csokken. A 4. Tétel igaz lenne barmely ilyen tulajdonsagu sulyfiiggvénynél.
Specialisan konstans sillyal is. Ebbdl példaul kijon, ugyanigy kettos leszamlalassal,
hogy az (1) tulajdonsagu és az iires halmazt nem tartalmazé halmazrendszerek
koziil (—,11) saly esetén is Fi, Fy vagy F3 a legnagyobb.

|F|
Félig megadtuk a valaszt arra a kérdésre is, hogy akkor mi a maximum, ha a

kizart konfigurdcié X C Y, X N Z = (). Ugyanis az ennek eleget tevé halmazrend-
szerek a kordbbi feltételnek is eleget tesznek, igy bizonyos k-kra (specidlisan ha
k < n/2) itt is F; vagy F» lesz az optimadlis. Az el6z6 bizonyitds kis médositésdval
belathato, hogy ez minden k-ra igaz lesz.

5. Tétel. Ha F C (L”,l) és F-ben nincs X, Y, Z, amikre X CY, XNZ =0, akkor
| F| < max{|Fy[, [Fal}.

Bizonyitas. Itt ) € F nem lehet, csak ha egyaltaldn nincs is harom kiilonbozé
halmaz F-ben. Az [n] ugyanigy nem szdmit, mint az el6z6 esetben, igy elegend6

a kovetkezd lemma:

3. Lemma. A koron a hasonlo tulajdonsdgi intervallumrendszerekre

= (5) ez (3)
Geg | | 1§Z§2G6gi ‘ ’

Bizonyitas. Legyen G az ilyen tulajdonsagu intervallumrendszerek kozil az,
amire b(G) a legnagyobb. Az el6z6 problémaval teljesen analég médon m = min{|G| :



G € G} < kitt is feltehetd. Itt is taldlhatunk olyan m elem(i A halmazt, ami valédi
részhalmaz, ellenkez6 esetben az m elemi intervallumokat kicserélhetnénk az oket
tartalmazé m + 1 elemi intervallumokra. A-t minden G-beli halmaz metszi. Itt
viszont sz6 sincs arrél, hogy minden A-t tartalmazé vagy minden legaldbb n —m
elem intervallum feltétleniil bent lenne G-ben, hiszen ezek hozzavételével néhdny
olyan halmaz részhalmazza valhatna, amit eddig nem tartalmazott semmi, és van-
nak tole diszjunkt halmazok. De ezittal elég lesz nekiink annyi is, hogy legfeljebb
ezek vannak az A; és B; osztalyokon kiviil, vagyis pontosabban: azt a G* halmaz-
rendszert vizsgéaljuk, ami tgy all el6, hogy G-hez hozzavessziik az A-t tartalmazo,
vagy legalabb n—m+1 elem{i halmazokat. Ez utén vizsgéljuk az A;, B;,1 parokat.
A 4. Tétel bizonyitasahoz hasonlé harom eset van itt is, néhany kisebb eltéréssel.

1. eset: A maximélis b(A; U B;y1) értéket az adja, hogy csak az A;-nek van-
nak elemei. Taldlunk olyan halmazrendszert, ami minden A;, B;,; péarra ezt adja:
A minden pontjabdl az egyik irdnyba mennek az intervallumok. Ekkor az egész
halmazrendszer metszo.

2. eset: A maximalis b(A; U B;11) értéket az adja, hogy A;-nek és B, q1-nek is
egy eleme van. Megint taldlunk olyan halmazrendszert, ami minden A;, B; | péarra
ezt adja: A minden pontjabdél mindkét irdnyba megy egy-egy [n/2], vagy, ha k <
[n/2], akkor k elemil intervallum. Ekkor m-et noveljik, teljesen ugyantigy, mint
az el6z6 problémandl, nyeriink két k vagy [n/2] elemi intervallumot, vesztiink
egy-egy m, ...,k eleml halmazt, és mivel nem az els6, hanem a masodik esetben
vagyunk, ezzel a b(G) nem csékkenhet. Végiil m = k esetben a legnagyobb, vagy
eljutunk m = [n/2]-ig, pedig ezt mér kizartuk.

3. eset: A maximaélis b(A;UB; 1) értéket egy olyan par adja, ahol mindkettonek
van eleme, az egyiknek, pl. A;-nek tobb is. A; legkisebb elemét, az r elemii R
intervallumot a masikbdl a legkisebb is metszi, tehat B;-ben n —r + 1 elemti lesz
a legkisebb intervallum. Tehat az egyikben a legalabb r, a mésikban a legalabb
n — 1+ 1 elemi halmazok vannak. Ha r < n/2, akkor r-et novelve 1-gyel vesztiink
egy r elemii halmazt és nyeriink egy n — r elemiit. Ez nem csokkenti b(G’)-t, végiil
paratlan n-re r = n—r+1 = [n/2], paros n-re r = n/2. Ezt adja minden A;, B4
parra az a halmazrendszer, amiben a tobb, mint n/2 elemii halmazok vannak, és
paros n-re még az n/2 elemtiek fele. De ez még k = n-re is csak annyi halmaz,
amennyi Gs-ben van, kisebb k-ra pedig még kevesebb is.Hl

Itt is az el6z6 problémahoz hasonléan igaz, hogy |G| < max{|Gi|,|Gs|}. Ebbol

hasonloképpen kovetkezik hogy az altalanos esetben (‘gl)_l sallyal is F; vagy Fa
a legnagyobb.
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